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ORIENTATION OF STRESS TENSORS
IN TRANSFORMED MATTERS

J. Malasek*

Summary: Suitable processing of image informations of transformed matters can
be the basis to determine a stress tensors field inclusive of boundary conditions of
a deformed area. The image of deformation is the information of inhomogenity of
transformed matters which has no continuum characteristics..

1. Uvod

Pro technologické i pfirodni procesy se zménami tvarovych uspotadani riznych druhti hmot
existuje mnoho fyzikalnich, matematickych i empirickych vztahli mezi napjatosti a deformaci.
Jednotny spolecny popis téchto tvarovych zmén uspofadadni hmot — pietvareni — deformace
miZze byt jejich obrazovy zdznam v Case.

Nutno vzit vuvahu soucasné technické moznosti fotografovani, filmu, rentgenové
tomografie, magnetické rezonance, pfedevsim téZ 3D-ultrazvukové sondy. Nutno vzit v ivahu
téz soucasné moznosti matematickych zpracovani a vyhodnoceni obrazli, naptiklad metodu
fazové korelace.

Zmény tvarovych uspotfadani hmot piedstavuji velmi Siroky pojem, mohou zahrnovat
tvafeni kovl, miseni a tok sypkych hmot, past, michani a proudéni kapalin, proudéni,
stlacovani a rozpinani plynt. Tyto zpracovavané hmoty zpravidla nemohou byt povazovany
za kontinua z hlediska sloZeni 1 vnitfniho uspofadani. Vhodnou informaci o nekontinualité
zpracovavané hmoty mulzZe byt obrazové zpracovani proudnic a kluznych ¢ar v prabéhu
procesu pretvaieni — deformace.

2. Pozitivni a negativni Mohrova KruZnice

Nejprve bude vhodné odkazat se na citaci literatury [1] str. 395: ,,Both forms of Mohr’s circle
are mathematically correct, and either one can be used.“ Napéti, 1épe napjatost, je ve fyzice
a v mechanice kontinua popisovano jako tenzor. Pfi uréitém zjednoduSeni, naptiklad ptsobi-li
napéti na urcitou vybranou elementarni plosku, ma toto napéti silovy ucinek a mozno je do
jisté miry posuzovat jako vektor. Takovy silovy G¢inek napéti na elementarni ploSce ma smér,
nebot’ sila je vektor, tento smér pii spravném vyberu napéti a elementarni plosky je totozny se
smérem pretvareni — deformace hmoty — tedy se smérem piremist'ovani jednotlivych elementt
dm hmoty po drahach — trajektoriich o elementy ds téchto drah.

* Ing. Jifi Malasek, Ph.D.: Ustav dopravni techniky, VUT v Brn¢, FSI,
Technicka 2896/2, 616 69 Brno; tel.: +420.541 142 428, fax:+420.541 142 425;
e-mail: malasek@fme.vutbr.cz



2 Engineering Mechanics, Svratka 2006, #160

Konvence pro popis napjatosti mohou byt rGzné€ zvolené, musi vSak respektovat smér
silovych ucinkl napéti vzhledem ke sméru deformace. Zvolené ptedpoklady — konvence:
- soufadné soustavy, napiiklad X,y,Z, jsou pravotoCiveé,

- hlavni napéti 6,>03;>0, jsou tlakova, kladnych hodnot, sméfuji dovniti pfetvarené
hmoty, jejich sméry v potfadi indext (1,2,3) respektuji pravotocivou souf. soustavu,
- oznacime-li smykové napéti T Xy pak osa X je normdlou plochy, ve které napéti T Xy
pusobi smérem osy ¥, (viz pofadi indexi X,y ).
Z pietvafené hmoty vytkneme vhodné orientovany hranol, hlavni napéti G,>0 ;>0 , pusobi
kolmo na jeho stény — viz obr.1. Pii pohledu na tento hranol proti sméru O ; dostaneme narys
tohoto elementarniho hranolu jako vhodny zaklad pro odvozeni rovnic Mohrovy kruznice.
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Obr. 1: Transformace sil - napéti na elementarnim hranolu pfetvafené hmoty.
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Tuto transformaci napéti ze dvou rovin do jedné roviny popisuji nasledujici rovnice:
dz.ds.c, =(dz.ds.sin®).0,.sind + (dz.ds.cos).G,.cos0.  ...dale upravou...

6, =0, .sin’ o+ o, .cos’ o .. dosazenim 2.sin? o= (1 - cosZoc),Z.cos2 o= (1 + cosZoc)

a tpravou dostaneme x — ) + .COS 201 (1)
dz.ds.t, = (dz.ds.sin oc).cs2 .COSOL — (dz.ds.cos oc).cs1 .sino  ...dale Gpravou...
T,y =0,.8iN0LCOSOL— G;.SiN0OL.COSOL ...dosazenim... 2.(SinQt).cos L = sin 2t

, 6,—-60;
a tpravou dostaneme Ty = T .sin20 2)

Rovnice (1) a (2) jsou parametrickymi rovnicemi negativni Mohrovy kruZnice — viz obr.2.
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Dtsledkem pouziti goniometrickych vztahti s dvojndsobnym thlem pifi odvozeni
parametrickych rovnic Mohrovy kruznice s ohledem na priibéh funkci sinQt a cosot plati
pravidlo pro negativni /  pozitivni Mohrovu kruznici:

Pooto¢ime-li rovinu P 45 v pfetvarené hmot€ o thel + Ot v kladném smyslu,

pootoci se bod udavajici napétiOy a T, na pfisluSné Mohrové kruznici
o tihel — 20 .....v zaporném smyslu pii negativni Mohrové kruznici (A — A’)... viz obr. 2,
o uhel + 200 ... v kladném smyslu p¥i pozitivni Mohrové kruznici (B — B’ ).

Pozitivnost ¢i negativnost Mohrovy kruznice zavisi na zvolenych konvencich, pozitivnost
1 negativnost respektuje ,,smér* ucinkd smykovych napéti v pretvafené hmoté — vhodné
vybrané smykové napéti je totozné se smérem deformace. Kazdé smykové napéti T ma ke
zvolené soufadné soustavé X,Yy,Z tfi smérové kosiny, zménime-li u vSech jejich hodnot

znaménka (+ na — a naopak), dostaneme z ptivodnich ak¢énich u€inkl napéti T reakcni
ucinky napéti T na téze nositelce. Tuto rozdilnost pozitivni 1 negativni Mohrova kruznice
rozliSuje a respektuje tak urceni orientace tenzoru napjatosti vzhledem ke kluznym cardm.

3. Urceni smykového napéti ve sméru deformace

Materialové charakteristiky mnoha pietvarenych hmot mohou byt popsany meznimi ¢arami.
Mezni ¢ara je obalovou ¢arou vSech meznich Mohrovych kruznic, miize oznacovat pocatek
plastické deformace, muze byt funkci rychlosti smykani, teploty, dalSich fyzikélnich veliCin.
Dle obr.2 existuji vzdy dva sméry mezniho smykového napéti, odpovidajici bodim A'a B,
Mezni napéti smykové T, a normalové Gy musi vyhovovat rovnici mezni ¢ary T, = £f(0,).

+ Tyy mezni ¢ara Ty =+1(0;)
B’
Tr=T,<0— — — e —
| — arctg f’(of)
A=B
(tah) / o, | (tlak)
+ 2.(“ -~ ocj ‘ ~2a
2
|
T =Ty <0 — — e
A mezni ¢ara T, = —f(0;)
+ Tyx

Obr. 2: Negativni Mohrova kruZnice je vymezena hodnotami G, a 0, .
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Body A’a B’ jsou spole¢né pro negativni mezni Mohrovu kruznici a mezni ¢ary. Smykové
napéti ve sméru deformace T,, =T, =Ty, pfislusné normalové napéti G, =Gy . Derivaci
mezni ¢ary ur¢ime smérnici te¢ny mezni ¢ary a z toho v obr.2 (thel oznadeny arctg f' (o ).
Dle uvedeného pravidla o dvojnasobném pootoceni O .... 200 mozno napsat, ze dle obr. 2 i 1

, e » , T arctgf/(of)\
uhel mezi sméry ucinki napéti G, a napéti 6, =0 ma hodnotu | —+ ——————

4 2
, e » , n _arctgf' (o)
uhel mezi sméry ucinkl napéti G, a napéti T xy = Tf ma hodnotu Z - f 3)
\

Pfetvafeni — deformace hmoty je pfemistovani jednotlivych elementd hmoty dm po
drahéch - trajektoriich o elementy ds téchto drah — trajektorii. Tyto drahy — trajektorie je
mozno v fadé piipadii zaznamenat jako proudnice, (napi. 3D ultrazvukovou sondou).
Probiha-li pfemist'ovani elementd dm po sousednich proudnicich rtiznou rychlosti, je mozno
tyto proudnice nazyvat kluznymi Carami.

Kluzné cary v pretvafené hmoté mohou byt obecné prostorovymi kiivkami, kazda
prostorova kiivka ma prvni kiivost — flexi a druhou kfivost — torzi. Rovina flexe se nazyva
oskula¢ni rovinou kluzné ¢ary ve zvoleném bodé¢, patii do ni te€na a hlavni normala kluzné
¢ary, binormala kluzné ¢ary je k oskula¢ni rovin€ kolma. Tec¢na, hlavni normala a binormala
urcuje tzv. Frenetlv privodni trojhran prostorové kiivky.

Smér silovych 1 deformacnich u€inki smykového napéti Ty je svoji nositelkou totozny
s te€nou kluzné ¢ary pro zvoleny bod kluzné ¢ary.

4. Urceni orientace tenzoru napjatosti ve zvoleném bodé kluzné ¢ary

Vhodnym matematickym zpracovanim obrazu ptetvareni — deformace, napt. metodou fazové
korelace ur¢ime vektory elementarnich posunuti jednotlivych elementii pretvarené hmoty.
Koncové body vybranych vektorii mozno povazovat za body kluznych ¢ar, vhodnym vybérem
bodi mozno prolozit kluznou ¢aru napiiklad vyuzitim kubického parametrického
interpola¢niho splajnu. Jako parametr je tfeba zvolit délku kiivky S, kluzna ¢ara pak bude
popsana nasledujicimi parametrickymi rovnicemi:

x=x(s)=a, s’ +b s’ +c s+d,
y=y(s)=ay.s3 +by.s2 +e,.s+d, “4)

z=12(s)=a,s’ +b, s’ +c,s+d,

(dx(s)) (dy(s)] (dz(s) )
ds S=s“’ ds s=so, ds /_

Jednotkovy vektor tecny této kiivky: €,

Jednotkovy vektor 2 2 2
; . — d*x(s d-y(s d“z(s
hlavni normaly  n,=4R,. # R,. Lg) JR,. (2 ) 6)
této kiivky: ds ds ds® ) _

$=§, s=s,
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5 2 5 2 ) 2 2
} VP dx(s) dy(s) d”z(s)
Polomér oskula¢ni kruznice: R, = 5 + > + 3 (7
ds ~ ds _ ds _
$=s, s=s, s=s,
Jednotkovy vektor binormaly této k¥ivky: b, =t, xXn, (8)

Pro kazdy bod kluzné ¢ary plati:
Smér ucinkti mezniho smykového napéti T, je totozny s te€nou kluzné ¢ary a s elementarnim

posunutim ds . Z obr.2 a pro Tyy =T¢ t€Zzobr.l je ziejme, Ze sméry napéti 0y, G, a Tg
lezi v jedné roving, tato rovina je oskulacni rovinou kluzné ¢ary. Proto smér ucinkt tietiho
hlavniho napéti G je totoZny se smérem binormaly - ta je normalou oskula¢ni roviny. Uhel
mezi sméry ucinkil hlavniho napétim G, a mezniho smykového napétiT; je dan vztahem (3),
smér ucinkt mezniho smykového napéti je totozny s te¢nou kluzné ¢ary.

_[ |

n  arctgf (6;)
4 2

|
LN arctgf’ (Gf)J
4 2

oskulaéni rovina
kluzné ¢ary

Obr. 3: a) Jedna ze dvou mozZnosti orientace tenzoru napjatosti vi€i oskulaéni roviné a te¢né
kluzné ¢ary totozné se smérem mezniho smykového napéti T, .
b) Prostorova pfedstava tenzoru napjatosti.
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Pokud je kluzna ¢éara pfimkou, neni mozno urcit oskulaéni rovinu kluzné ¢ary, oskula¢ni
rovinu mozno ur¢it pouze u zaktivenych kluznych ¢ar. Pro ur¢eni zaporného nebo kladného

smyslu odklonu sméru te¢ny kluzné ¢ary od sméru hlavniho napéti O, slouZi smér posuvu

hmotnych elementi dm ve sméru deformace ds dle nasledujiciho obr. 4:

/

Pa
dsA/ teCna
kluzné
cary
e arctgf’(cf)]
kluzna
‘ Cara
//
‘V%{g / ds;
= \
i ds,’
0,
kluzna
Cara
5| ® arctgf’ (c;) T arctgf (o;) T arctgf (o;)
14 2 4 2 4 2

Obr. 4: Priklad ur€eni orientace tenzoru napjatosti vici teCné kluzné cary

Tato oskula¢ni rovina kluzné ¢ary obsahuje sméry hlavnich napéti G, a G,, hlavni napéti
O je na ni kolmé, lezi v binormale kluzné ¢ary. Elementarni posuv ds hmotnych elementi

dm po kluzné ¢afe (proudnici) je oznacen Sipkami.

tgf’
Uvnitf vrcholového uhlu 2(% — %(Gf)

} musi byt smér sméfovani Sipek kluzné cary
shodny se sméfovanim hlavniho napéti G, v piipadé€ obr. 4 smérem do zkoumaného te¢ného
bodu kluzné ¢ary (tahové napéti 0 by mélo smér opacny — smérem od te¢ného bodu kluzné

Cary — znamenalo by obracené Sipky elementarnich posuvii ds na kluzné ¢afe).



J. Maldsek 7

5. Zavér
Z uvedeného je ziejmé, ze tenzor odpovidajici tenému bodu kluzné c¢ary ma smér hlavniho
napéti G, svisle vzhilru, je zobrazen v obou polovinach obr. 4. Sikmo orientovany tenzor
napjatosti v levé ¢asti obrazku nemize byt pro uvedeny smér elementarnich posuvi po kluzné
cafe platny.

Pro ptipad urceni velikosti tenzoru napjatosti v teném bod¢ kluzné Cary je vhodné uvazit
nelinedrni afinitu meznich Mohrovych kruznic vii¢i mezni ¢afe a ziskat tak funkéni zavislost

hlavnich napéti 0; a O, , ktera je ziejma z obr. 2 a popsana nasledujicimi rovnicemi:
/ /2
6, =0, +f(o;)f (o) +1f(0o;)\1+1" (Oy) )

6, =0, +f(c,)f'(6,)—f(5,)1+f"(5,) (10)

Potom mozno napt. pfi zndmém sméru a velikosti libovolného naptiklad normalového napéti
(coz mize byt u misenych sypkych hmot hydrostaticky tlak) urcit znamymi postupy
z mechaniky kontinua velikosti i smérové kosiny jednotlivych hlavnich napéti.
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