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INVERSE ANALYSIS USING SOFT-COMPUTING METHODS:
A REVIEW

w ,* v *
A. Kucerova , M. Leps , J. Zeman

Summary: The problem of an inverse analysis occurs in many engineering tasks.
The problem itself has several different forms and can be solved by many very
distinct methods. In this paper, we present an overview of two basic philosophies
of an inverse analysis with an emphasis put on the area of soft-computing
methods. Practical aspects will be shown on several identification tasks, where
parameters of highly non-linear material models are searched.

1. Uvod

Inverzni analyza se pfi feSeni inzenyrskych tloh vyskytuje v riznych podobach a byva taktéz
nazyvana riznymi terminy. Obecné lze konstatovat, Ze cilem tlohy je na zdkladé znamych
vystupll ur€it zpétné (inverzné) piislusné vstupy. V inZenyrskych aplikacich pak na zakladé¢
vysledki experimentii urcit pivodni podminky a veli€iny, v moderni dobé pak parametry
modelu, kterym se snazime provedeny experiment simulovat. V této praci tedy
piredpokladame existenci modelu néjakého realného experimentu a budeme se snazit nalézt
vstupni parametry tohoto modelu tak, aby vystupy z modelu souhlasily s provedenym
experimentem. Pro takto definovany problém existuji dva zakladni zptisoby feSeni. Dopiedny
postup (forward mode) je zalozen na definici chybové funkce rozdilu odezvy modelu
a vystupu z experimentu. Ulohou je pak minimalizace této funkce. V tomto bodé se nejéastgji
uplatiiuji metody evolu¢nich optimalizaci. Jelikoz je vétSina souc¢asnych modeld zalozena na
narocnych vypoctech pomoci metody kone¢nych prvkl, najdou zde uplatnéni i1 algoritmy
vhodné na aproximaci téchto modelti. Druhy postup, zpétny (inverse mode), predpoklada, ze
existuje inverzni vztah mezi vystupy a vstupy. Tento vztah je nejcastéji modelovan umélymi
neuronovymi sitémi.

V dalSich castech ptispévku bude ukazano, ze doptfedny postup identifikace vede na
multimodélni optimaliza¢ni problém. Tento problém je vétSinou feSen vhodnym rozsifenim
n¢jakého evolucniho algoritmu. Pro zpétny postup se nejcastéji pouzivd umeld neuronova sit’
trénovand evoluénim algoritmem. V pfispévku jsou rozebrany detaily jednotlivych postupt
spolu s pouzitymi metodami z oblasti umélych inteligenci. Pouziti v inZenyrské praxi je pak
ukdzano na piikladu identifikace nelinedrnich materidlovych modelti jako jsou horniny,
zeminy a beton.
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2. Dopredny postup inverzni analyzy

Jak jiz bylo naznaceno v uvodu této prace, problém inverzni analyzy lze formulovat na
zéklad¢ existence experimentu E, ktery, at’ uz fyzicky ¢i virtualné, poskytuje ze znamych
parametrit X* pozadované vystupy (mé&feni) ¥*. Formalng lze tento vztah zaspat jako

Y= EX"). (1)

Inverzni analyza je pak definovana jako hledani neznamych X* ze znamych vystupa ¥,
tedy zpétné (inverzn¢€) ve vztahu k experimentu E. V inzenyrskych lohach je pak vétSinou
experiment E nahrazen n&jakym virtudlnim modelem M, nejc€astéji programem obsahujicim
nékterou z numerickych metod, obvykle metodu kone¢nych prvki. V tomto okamziku tato
prace piedpoklada, Ze je k dispozici dostatecné presny model M experimentu E, neboli, ze
muzeme klast

E=M, )
z ¢ehoz automaticky vyplyva
Y =M(X"). 3)

Tento krok je dilezity zejména z hlediska ceny, kdy se ptedpoklada, ze finan¢ni néklady
na vyhodnoceni modelu M jsou fadové mensi ¢i pfimo zanedbatelné k financni narocnosti
fyzického experimentu E.

Za vyse uvedenych podminek je dopredny postup (forward, classical mode/direction)
inverzni analyzy definovan na zéklad¢ definice chybové funkce rozdilu vystupti z modelu
a experimentu, nebo-li

min fX) = |¥* - M(X) . @)
Za predpokladu, Ze je tato funkce vzhledem k metrice nezdpornd, je feSenim problému
jedno ¢&i vice feSeni X*, pro které plati jak fiX) = 0, tak i X* = X%, coz bylo cilem tlohy.

Tradi¢né se k feSeni problému (4) pouzivaly gradientni optimalizaéni metody. V soucasné
dob¢ je ale ¢im dal cCastéji model M uzavien v konecné-prvkovém programu omezeném
licen¢nimi podminkami, uzavienym kédem apod. a tudiz znalost prvnich a vysSich derivaci
funkce f{X) je nedostupnd nebo samotna funkce f{X) neni spojit¢ diferencovatelna. Z tohoto
diivodu se v této oblasti zaCinaji pouzivat optimaliza¢ni metody z oblasti umélych inteligenci,
at’ uz jsou to obecné stochastické metody vyuzivajici pouze jedno feSeni k nalezeni optima
jako je metoda simulovaného zihani [1,2] ¢i metody pracujici s vice feSenimi nezavisle jako
jsou evolucni algoritmy [3,4].

Vyhodou takto definované ulohy oproti zpétnému postupu, popsanému dale, je, ze
doptedny postup je obecny ve vSech rovindch a vzdy je schopny poskytnout piesné feseni,
pokud takové existuje. Specialnimi priklady dokladajicimi obecnost doptedného postupu je
napiiklad stav kdy:

a) Pro vice X existuje jen jedno Y. Tento stav pii dopfedném postupu vede na multi-
modalni optimalizaci [5]. Problém je pak snadno fesitelny zavedenim optimaliza¢ni
metody schopné vyhledat vice optim.

b) Pro jedno X existuje vice ¥, nejCastéji jde o pripady stochastickych vypoctu ¢i
experimentl zatizenych Sumem ¢i jinymi chybami. Tento problém lze feSit bud’
upravou chybové funkce (4) pro vice hodnot ¥ nebo zavedenim stochastickych
parametrl jak na vstupu, tak i na vystupu.
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¢) Existuje vice nez jeden experiment E. Napf. v ptipadé dvou experimentt ¥* T =
EI(X*) a Y** = E2(X*), 1ze chybovou funkci (4) prosté s¢itat pres ¥/ a ¥*2, nebo
1ze cely problém fesit jako vicekriteridlni optimaliza¢ni ulohu [6,7].

2.1 Reseni nevyhod dopiedného postupu

Nejvétsi nevyhodou doptedného postupu je nutnost provést obvykle nékolik tisicti az miliént
vypoctl funkce (4), kterd, jak jiz bylo feceno, vétSinou zahrnuje naro€ny vypocet néjakym
programem. Tento problém je feSitelny dvéma postupy: prvni vyuziva vzajemné nezavislosti
jakychkoliv dvou vektort z X. Tento jev je Casto nazyvan implicitni paralelizmus. Diky tomu
je velice jednoduché naprogramovat tuto ulohu jako globalni paralelni model [8], kde hlavni
procesor (tzv. master, nebo root) tidi optimalizaci, ale vlastni vyhodnoceni modelu M je
pocitdno na jinych (tzv. slave) procesorech nebo pocitacich. Diky vzdjemné nezavislosti je
pak dosahovano linearniho zrychleni vypoctu (tzv. linear speed-up) az do velkého poctu
pouzitych procesorti, tedy s minimalnimi komunika¢nimi ztratami.

Druhy postup feseni je zaloZzen na podobné myslence, jakou jsme jiz uplatnili v rovnici (2).
Predpoklada existenci néjakého jiného modelu M, ktery vtomto piipadé neni totozny
s modelem M (pouze se mu co nejvice priblizuje), ale hlavni podminkou je, aby vyhodnoceni
nahradniho modelu M trvalo co nejkratsi dobu. Zde tedy neplati identita (2), neboli plati

M+M, (5)

a tudiz se optimalni feSeni X* ziskané optimalizaci modelu M musi vzdy zkontrolovat
pouzitim rovnice (3), zda odpovida pavodnimu pozadavku (1). Nastava otdzka, jak sestrojit
vhodny model M. Z mnoha moZnych feSeni se zamétime na dva, v posledni dobé nejcastéjsi,
pristupy. Prvni pfistup, nazvéme ho interpolac¢ni, se snazi interpolovat model M, bez
jakékoliv znalosti jeho vnitini struktury. K feSeni se pouzivaji tradi¢ni algoritmy matematické
interpolace, nejcastéji pak metody plochy odezvy (response surface methods, déle jen
RSM) [9], z oblasti umélych inteligenci pak interpola¢ni umélé neuronové sité, jako jsou sité
sradialni bazi (radial basis function network, déale jen RBFN) [10,11]. Pozadavek na
interpolaci je v tomto ptipad¢ zasadni, nebot’ takto vytvoireny model M, kromé¢ jiz spoctenych
bodi Y = ¥, neodpovidd modelu M a tudiz je mimo znamé body pokladan za nespolehlivy.
Ziskani dobré interpolace modelu M je pak vétSinou zalozeno na iteraénim postupu, kdy je
sestrojen model M na zéklad¢ jiz zndmych bodi/feSeni (dvojic Xi,Yr), multi-modalni
optimalizaci jsou nalezena minima ¥Y*= M(X*) modelu M (tento proces by tedy mél byt
s ohledem na ¢asovou nenaro¢nost modelu M Casoveé nendrocny), jsou spocteny odpovidajici
pfesné hodnoty modelu M, neboli Y= M(X*), a ty jsou pfidany k pivodni mnoZziné jiz
znamych bodu. Iterace pokracuje tak dlouho, dokud neni dosaZzeno minima funkce (4). Dolni
index k je zde pouzit jako ¢ita¢ iteraci. Cilem celého postupu je pak minimalizovat pocet
vyhodnoceni funkce (4). Jednotlivé postupy riiznych autord, viz té€z [11,12] nebo [13], se pak
1i§i prave v tom, jak tohoto cile dosahnout.

Druhy pfistup, zde nazvany aproximacni, predpokladd, ze k fyzikalnimu modelu M
existuje n¢jaky nepresny fyzikalni model M, ktery je ¢asové méné narocny nez model M.
Tato situace je ptitomnd v ptipadech, kdy existuji pro jeden fyzikdlni jev dvé rtzné
vysvétlujici teorie, napt. vinova vs. ¢asticova. Daleko CastéjsSim jevem pak bude situace, kdy
lze studovany jev popsat geometrii o rozdilném poctu konecnych elementl, rozdilnym
stupném aproximace hledanych veli¢in, jednoduchym ¢i slozitym materidlovym modelem,
dvourozmérnym vs. prostorovym modelem apod. Problémem, pted kterym stoji tento ptistup
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je fakt, ze nejspiSe pro vétSinu feSeni bude platit nerovnost (5). Pfi¢emZ neni zcela
jednoznacéné, jakym zpisobem tento rozdil zanést zpét do zjednoduseného modelu (narozdil
od interpolacniho pfistupu). Aproximacni piistup je ,,horkou novinkou* v oblasti globalni
optimalizace a tudiz neni zndmo mnoho poznatkti ohledn€ nastinéného problému (viz né€kolik
ptispévki [14,15]). Jako slibny se jevi vicekriteridlni pfistup [16], kdy je zvlast
optimalizovana funkce f1(X) = |¥* - M(X)| a funkce f2(X) = |¥* - M(X)|. Cilem je pak pouze
hledani minima na fI1. Za G¢elem minimalizace Casu je snaha vyuzivat vice vyhodnoceni
funkce f2, ale je otazka, odkud brat odpovidajici nespoctené hodnoty f1. V ptispévku [16] je
cely problém feSen vicekriteridlnim evolu¢nim algoritmem, kdy jsou neznamé hodnoty f71
brany od pfedchozich, tzv. rodiovskych®, feSeni.

Druhou nevyhodou dopfedného postupu, ktera vyplyvd piimo zjeho definice, je
skutec¢nost, ze pro opakovani inverzni analyzy (napf. pro novou sadu experimentalnich dat) je
nutné provést narocny optimalizacni cyklus pokazdé znova (neplati pouze, pokud bychom
meli dostatecné ,,rychlou aproximaci modelu — viz. odstavec vyse). Timto je tento postup
handicapovan pro Casté automatické pouziti. Opak je pak pravdou pro druhy postup inverzni
analyzy.

2.2 Priklady pouziti dopiFedného postupu

Aplikace pouziti dopiedného postupu byla vyzkousena na pracovisti fesitell jiz v minulych
letech na jednoduchych, avSak zna¢né¢ nelinedrnich modelech materiali a zemin. Pouziti
dopiedného postupu je zde velice vhodné, nebot’ vyhodnoceni byt i tisict vyhodnoceni
chybové funkce je stadle maximaln¢ v fddu minut a vyhody pfesného feseni dopiedného
postupu tento postup upfednostiiuji. Jako optimalizani algoritmus byl pouzit evolucni
algoritmus SADE, vyvijeny na pracovisti autord, viz napt. [17] nebo [18].

Prvnimi dvéma ptiklady byly Lemaitrovy materidlové modely pro dotvarovani hornin [19].
Konkrétné¢ se jednalo o modely pro dotvarovani hornin bez poSkozeni a s poSkozenim
horniny, které byly charakterizovany tfemi, respektive Sesti, nezavislymi parametry.
Vysledkem byly optimalni parametry téchto materialovych modelt, které v tomto piipadé
vyrazn¢ piedcily vysledky z linedrni regrese, viz napf. [20].

Dalsim studovanym modelem byl problém retenc¢ni ¢ary zemin, ktery vyjadiuje funkcni
zavislosti saciho tlaku zeminy na stupni jejiho nasyceni. Konkrétné se jednalo o model podle
van Genuchtena, viz napi. [21], ktery byl charakterizovan tfemi materialovymi parametry.
I zde byl doptedny postup schopen najit velice rychle optimalni parametry , viz napft. [22].

2.2.1 Identifikace parametri mikroploskového modelu

Dals$im studovanym modelem byl mikroploskovy (microplane) model betonu. Mikroploskovy
model [23,24] je trojrozmérny materidlovy model, ktery je schopen popsat rtznorodou
odezvu betonu, zmékéeni vtahu i vtlaku, poruseni materialu, odtézovani i cyklické
zatézovani vcetn¢ materiadlové anisotropie. Hlavni nevyhodou tohoto modelu je vSak veliké
mnozstvi fenomenologickych materidlovych parametri. Konkrétné je urcity typ betonu
popsan osmi parametry: Youngovym modulem pruznosti £, Poissonovym soulinitelem v a
dalsimi Sesti parametry (k;, ko, k3, k4, 3, C20), které nemaji jednoznacnou fyzikalni interpretaci
a tudiz jsou velice tézko ziskatelné z experimenti. Nejvetsi nevyhodou tohoto modelu je jeho
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vypocetni naro¢nost. Naptiklad numericka analyza ptikladu jednoosého tlaku trvala déle nez
23 hodin na pocitaci osazeném procesorem Pentium II Xeon 400 MHz s 512 MB RAM, viz
téz [25].

Proto byla vpraci [26] k dopfednému postupu vyuzita paralelni verze evolu¢niho
algoritmu SADE na ziskani poZadovanych materidlovych parametr. Prvnim vysledkem bylo
zjisténi, ze se da znacna vypocetni naroc¢nost redukovat paralelni implementaci na nezbytné
minimum. Druhym dalezitym vysledkem byl fakt, Ze dana optimaliza¢ni loha ma mnoho
lokalnich minim se shodnou objektivni funkci a je tudiZz nesnadné ziskat optimalni hodnoty.
Tento problém je v soucasné dobé planovan k feSeni interpolacnim piistupem.

3. Zpétny postup inverzni analyzy

Tento postup vychazi ze stejnych predpokladt, které byly uvedeny na zacatku druhé kapitoly,
neboli uvazuje platnost rovnic (1)-(3). Zpétny postup (inverse, backward mode) inverzni
analyzy je pak definovan za ptedpokladu, Ze existuje inverzni postup/vztah k pouzitému
modelu M, neboli, 7¢ existuje matematicky algoritmus M™", ktery je schopen splnit
nasledujici rovnici:

X=M""(v), (6)

pro libovolné Y a jemu piislusné X. Obecné tento ,,inverzni* model nemusi existovat, v této
praci budeme ptedpokladat, Ze lze nalézt M™" tak presné, 7e bude vyhovovat pro zrovna
studovanou oblast. Jinak feeno, rovnice (6) bude splnéna pouze na urcité (tieba i nespojité ¢i
diskrétni) oblasti. Dal§im ustupkem bude, zZe nebudeme striktné dbat na vyjadireni zp&tného
vztahu, ale piipustime myslenku, Ze je predpis M natolik sloZity, Ze se spokojime s pouhou
aproximaci tohoto modelu. Kvalitu této aproximace je pak velice snadné zkontrolovat, nebot’
dvojice X, Y ziskand z rovnice (6) musi opét spliiovat ptivodni rovnici (3). Kone¢né pouziti
tohoto postupu je jiZ trivialni, nebot’ pozadovanou hodnotu X* ziskame pouhym dosazenim ¥*
do rovnice (6).

Z ptedchoziho odstavce jsou jasné patrné nejveétsi vyhody zpétného postupu. Za
predpokladu, Ze jsme nalezli dostate¢nd piesny model M™", je pak ziskani pozadovanych
vstuptt X© otazkou sekund (zavisi na slozitosti popisu M™") a to i opakovang. TudiZ se tento
postup hodi pro Casté pouziti s jednim modelem M a pfi nasazeni do automatické inverzni
analyzy pro jeden konkrétni model.

Naopak, nejvétsi nevyhodou, kromé dosti silného piedpokladu existence takového
inverzniho vztahu, je zna¢né ndro¢ny proces ziskavani tohoto inverzniho vztahu. V dnesni
dobé se k tomuto popisu nejCastéji pouzivaji vrstevnaté umélé neuronové sité¢ (layered
artificial neural net, dale jen neuronova sit, NN) [27,28,29,30], které jsou dostatecné
robustni, aby byly schopné popsat jakykoliv nelinearni vztah.

3.1 Pouziti umélé neuronové sité

Nebudeme se zde zabyvat podrobnym popisem fungovani vrstevnaté umélé neuronové sité
(NN), ten lze nalézt napi. v [31] nebo v [32]. Nicméné je nutno poznamenat, ze NN je
nelinearni algoritmus, ktery na zadané vstupy I dava vystupy O, v naSem piipad¢ by tedy bylo
pozadovano I=Y* a O=X*. Proces tvorby nelinearniho modelu NN spo&iva nejprve
v nastaveni poctu vnitfnich nelinearnich vazeb, zde dano poctem tzv. vrstev a poctem tzv.
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neurond v kazdé vrstvé. Pro toto nastaveni neexistuje jasny piedpis, nicméné jsou dany
odhady, v jakych mezich by se konkrétni Cisla méla pohybovat, viz napt. [28] . Druhym
krokem je pak nalezeni tzv. synoptickych vah. Tento krok se v terminologii neuronovych siti
nazyva ,uceni, konkrétn¢ pak s ,ucitelem®. Predpokladd, ze mame k dispozici mnozinu
vzortl a obrazii, zde tzv. trénovaci mnozinu, neboli sadu I'* a jim odpovidajici vystupy O'%,
které chceme, aby neuronova sit umeéla aproximovat. Proces uceni pak spociva
v minimalizaci chyby mezi ziskanym vystupem O a pozadovanym vystupem O'F. Takto
formulovana uloha je v podstaté¢ optimalizacni problém (zkuSenosti fikaji, ze zna¢né¢ multi-
modalni), ktery je nejcastéji feSen metodou zpétné propagace chyby (back-propagation
method, dale jen BP), kterd patii do oblasti metod nejvetsiho spadu. V soucasné dobe¢ se misto
metody BP pouzivaji naptiklad nekteré evolucni algoritmy schopné fesit nastinénou multi-
modalitu, viz napft. [31].

S tématem uceni se svazuji dva zakladni problémy — ,,poduceni* (under-fitting nebo under-
learning) a ,,preuceni‘“(over-learning nebo over-fitting). Oba dva pojmy se vztahuji k tomu,
jak je schopna neuronova sit’ aproximovat danou sadu I'%, O™. Tento stav se kontroluje za
pomoci tzv. testovaci sady, o které se predpoklada, ze je ze stejné oblasti jako trénovaci sada,
ale je maximaln¢ rozdilna od trénovaci sady. Stav ,,poduceni pak nastava za situace, ze ma
dana neuronova sit’ fadové méné vnitinich stupni volnosti (v tomto pfipadé pocet neuront
atudiz 1 vah) nez je potfeba na dostateCnou aproximaci. Tento jev je pak snadno
dokumentovan velikou chybou v pribéhu uceni jak na trénovaci, tak i na testovaci mnozin¢.
Naopak, ,,pfeuceni* je zptisobeno vétsim poctem stupni volnosti sité, nez kolik je jich potteba
na dobrou aproximaci. V tomto pifipad¢ je minimalni chyba v prib¢hu uceni na trénovaci
mnozing, ale neklesd nebo naopak roste chyba na testovaci mnoziné. Obecné je doporuceno,
aby byla neuronova sit' ,lehce” poducena, aby si zachovavala své dobré aproximacni
vlastnosti. Typické ,,optimalni* priabehy chyb v zavislosti na pribéhu uceni lze vidét na
Obr. 1, kde postupné klesa chyba jak na trénovaci (znamé) tak i na testovaci (pro neuronovou
sit’ neznamé) mnozing.

3.2 Priklad pouZziti pri identifikace parametri mikroploskového modelu

V tomto konkrétnim ptipadé¢ byla pouzita uméld neuronové sit’ k odhadu materidlovych
parametri mikroploskového modelu pro betonu, ktery byl jiz ptfedstaven v kapitole 2.2.1.
Jelikoz se lze divat na uCeni neuronové sit€¢ jako na optimaliza¢ni problém, byla pro tento
problém aplikovana jiz vySe zminénd metoda SADE. Mnozstvi potfebnych trénovacich
a testovacich bodt bylo zredukovano pomoci metody LHS rozsifené o simulované zihani, viz
napf. [33,34]. Stochastické senzitivni analyza byla pouZita nejen k ziskani vlivu jednotlivych
materidlovych parametri na nelinedrni odezvu, ale téZ poslouzila jako odhad
vyprodukovanych chyb. Typicky pribéh chyb na trénovaci a testovaci mnoziné je pak
zaznamenan na Obr. 1. V soucasné dobé jsou uspokojivé vyfeSeny identifikace vétSiny
parametri mikroploskového modelu, kromé parametri k,, k3, a ¢z, viz napt. [35,36] nebo
[37].
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Obrazek 1: Pribeéh chyby béhem trénovaciho procesu.
3. Zavér

V c¢lanku byly predstaveny dva zakladni postupy feSeni problémi inverzni analyzy.
Konkrétné pak dopiedny postup, ktery pfevadi problém inverzni analyzy na optimalizacni
problém. Je vyhodny pro Casové nendrocné funkce a jen obcasné pouziti. V piipadé
vypocetné narocnych problémili je mozné pouzit paralelni implementace nebo aproximace
daného modelu. Jednotlivé aspekty téchto postupt byly ditkkladné prostudovany s nékolika
piiklady z inZenyrské praxe.

Druhy postup, zpétny, feSi problém inverzni analyzy hledanim aproximace zpétného
vztahu mezi vystupy a vstupy. V Clanku je ukazana, v posledni dobé nejcCastéjsi, aplikace
s vyuzitim umélych neuronovych siti. Jsou probrany nékteré aspekty tohoto pfistupu a jejich
dilezitost je komentovéana na ptikladu identifikace materidlovych parametrii mikroploskového
modelu betonu.
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