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Summary: In the article we formulate two simple mathematical models in robotics,
where delay differential equations are utilized. The first model is the case of bounded
(constant) delay and the second one is the case of unbounded (proportional) delay.
Both models are supplemented by some results from qualitative analysis of solutions
of delay differential equations.

1. Úvod

V současné praxi se ukazuje, že diferenciálnı́ rovnice se zpožděnı́m majı́ své nezastupitelné
mı́sto při modelovánı́ řady nejen technických problémů, např. v oblasti optimálnı́ho řı́zenı́,
v robotice, strojı́renstvı́, logistice, astrofyzice, kvantové mechanice, biologii, medicı́ně apod.
(viz např. Kolmanovskii & Myshkis (1999)). Řadu procesů totiž nelze popsat klasickou oby-
čejnou diferenciálnı́ rovnicı́, nebot’ je nutné zahrnout člen obsahujı́cı́ hodnotu závisle proměnné
v posunutém časovém okamžiku (obvykle v minulosti). Tedy namı́sto klasické obyčejné dife-
renciálnı́ rovnice

ẋ(t) = f(t, x(t)) (1)

uvažujeme diferenciálnı́ rovnici

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− τ(t))), τ(t) ≥ 0, (2)

kde τ(t) je tzv. zpožděnı́ a člen t− τ(t) nazýváme zpožděný argument.
Jak se ukazuje, diferenciálnı́ rovnice se zpožděnı́m už ve velice jednoduchých přı́padech

vykazujı́ diametrálně odlišné kvalitativnı́ vlastnosti (asymptotika řešenı́, oscilace, apod.) než
odpovı́dajı́cı́ obyčejné diferenciálnı́ rovnice (viz např. Kundrát (2003)). Navı́c v drtivé většině
přı́padů nelze nalézt obecné analytické řešenı́, a je tedy nezbytné využitı́ numerických metod
k nalezenı́ řešenı́ přibližného. Ovšem v některých přı́padech i numerické řešenı́ může selhat
v tom smyslu, že dává zcela zavádějı́cı́ výsledky, které jsou v rozporu s kvalitativnı́ analýzou
řešené zpožděné diferenciálnı́ rovnice. Tento jev bývá v numerické analýze nazýván ”numeri-
cal nightmare” (viz např. Liu (1997)). Tyto aspekty potvrzujı́ nezbytnost zahrnout do analýzy
výsledků i kvalitativnı́ analýzu řešené diferenciálnı́ rovnice.
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Cı́lem tohoto článku je ilustrovat na vybraných modelech (z oblasti robotiky) některé vý-
sledky kvalitativnı́ analýzy řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic se zpožděnı́m. V kapitole 2 je uveden
přı́klad aplikace diferenciálnı́ rovnice s ohraničeným zpožděnı́m (tj. sup τ(t) < ∞) a v kapitole
3 přı́klad neohraničeného zpožděnı́.

2. Model s ohraničeným zpožděnı́m

Nejčastěji se vyskytujı́ přı́klady modelů s ohraničeným zpožděnı́m. Patřı́ zde totiž přı́pad kon-
stantnı́ho zpožděnı́ (τ(t) ≡ τ, τ ∈ R+). Uved’me např. model obráběcı́ho nástroje, kde je
zahrnuto chvěnı́ vznikajı́cı́ při obráběcı́m procesu, transportnı́ zpožděnı́, které je způsobeno
konečnou rychlostı́ paliva proudı́cı́ho dlouhým potrubı́m, procesnı́ zpožděnı́ před spuštěnı́m
chemické reakce, komunikačnı́ zpožděnı́ v souvislosti s konečnou rychlostı́ šı́řenı́ rádiového
signálu v prostoru při komunikaci (řı́zenı́) na velkou vzdálenost. Dále v počı́tačově řı́zených
systémech často existuje nezanedbatelné výpočetnı́ zpožděnı́, způsobené množstvı́m operacı́
a složitostı́ řidı́cı́ch algoritmů.

V dalšı́m se budeme podrobněji zabývat modely z oblasti robotiky. V robotice je celá řada
problémů týkajı́cı́ch se stability, kde zpožděnı́ v robotickém systému hraje nezanedbatelnou
roli. Toto zpožděnı́ může vzniknout v řidı́cı́m systému robota, při přenosu informacı́ či v me-
chanické části robota. Systém MASTER-SLAVE je typickým přı́padem, kde zpožděnı́ vzniká
v řı́zenı́. Např. v systému člověk–stroj vnášı́ prodleva reflexu lidského operátora zpožděnı́ do
řı́zenı́ MASTER-SLAVE systému. Jedná se o vı́ce než 0.1 sekund. Analogii této situace lze
nalézt např. u manipulátoru on-line řı́zenému počı́tačem. Vzorový čas digitálnı́ho řı́zenı́ sloužı́
jako základ pro hodnotu zpožděnı́, který je obvykle kolem 0.01 až 0.001 sekund.

Dalšı́ významnou skupinou problémů je zpožděnı́ vznikajı́cı́ při přenosu informacı́. Tento
zpožd’ujı́cı́ efekt bývá rozhodujı́cı́ při operacı́ch ve vesmı́ru či ve velkých hloubkách pod hladi-
nou moře. Prodleva je rovna času potřebnému k tomu, aby ultrasonická či elektromagnetická
vlna urazila vzdálenost mezi MASTER a SLAVE. Toto zpožděnı́ může dosahovat 0.1 - 1.0
sekund.

Jestliže robot pracuje při obráběcı́m procesu jako je frézovánı́, soustruženı́ apod., může
rovněž vzniknout zpožděnı́ ve zpětné vazbě čistě mechanické části robota. Bývá nepřı́mo úměr-
né relativnı́ rychlosti nástroje a materiálu. Tento fenomén bude diskutován v následujı́cı́m od-
stavci, kde bude vyšetřován jednoduchý matematický model mechanického robota, viz Stépán
(1989).

Na obrázku 1 je popsán elastický robot s řı́zenı́m polohy s jednı́m stupněm volnosti. Poloha
q2 konečného efektoru je detekována přı́mo. Řı́zenı́ robota vycházı́ z principu kinematického
sebeovládánı́. To znamená, že aktuátor působı́cı́ na prvnı́ těleso v tomto modelu způsobuje
rychlost q̇1, která je určována polohou konečného efektoru:

q̇1(t) = −Kq2(t− τ), (3)

kde K > 0 a τ = konst. reprezentuje zpožděnı́ v řı́zenı́. Zavedenı́m nové proměnné v = q̇2 lze
tento systém popsat soustavou lineárnı́ch rovnic s konstantnı́m zpožděnı́m

 q̇1(t)
q̇2(t)
v̇(t)

 =

 0 0 0
0 0 1
α2 −α2 −2κα


 q1(t)

q2(t)
v(t)

+

 0 −K 0
0 0 0
0 −2Kκα 0


 q1(t− τ)

q2(t− τ)
v(t− τ)

 , (4)
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Obrázek 1: Model elastického robota

kde α =
√

s/m2 je přirozená frekvence netlumeného a nekontrolovaného systému, a κ = f
2m2α

je relativnı́ tlumı́cı́ faktor. Následujı́cı́ věta (viz Stépán (1989)) udává podmı́nky pro nastavenı́
parametrů modelu tak, aby byla zachována stabilita netlumeného systému.
Věta. Uvažujme zpožděnou diferenciálnı́ rovnici (4), kde κ = 0. Jejı́ triviálnı́ řešenı́ je asym-
ptoticky stabilnı́, právě když existuje takové k > 0, k ∈ N vyhovujı́cı́ relacı́m
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Graf stability pro netlumený systém (4) je ilustrován na obr. 2. v souřadnicı́ch bezrozměrných
parametrů (τα) a (K/α). Výsledky pro tlumený systém lze nalézt v Stépán (1989).
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Obrázek 2: Graf stability netlumeného systému (4); N - nestabilnı́, S - stabilnı́

V dalšı́ kapitole bude formulován problém s neohraničeným (proporcionálnı́m) zpožděnı́m,
kde se budeme zabývat asymptotickými odhady řešenı́ dané zpožděné diferenciálnı́ rovnice.
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3. Model s neohraničeným zpožděnı́m

Nejdřı́ve popı́šeme jistou fyzikálnı́ situaci, která dává vzniknout funkcionálnı́ diferenciálnı́ rov-
nici s proporcionálnı́m zpožděnı́m, tuto zobcnı́me a uvedeme relevantnı́ asymptotický odhad
řešenı́ tohoto zobecněného problému. Uvažujme napnutou strunu v gravitačnı́m poli, jejı́ž ver-
tikálnı́ vychýlenı́ Y (x, t) je dostatečně malé. Budeme vyšetřovat jednorozměrný vlnový pohyb
o rychlosti c > 1 způsobený silou pohybujı́cı́ se podél struny jednotkovou rychlostı́. Necht’ tato
sı́la vytvářı́ nespojitost v derivaci [∂Y/∂x]+− přı́mo úměrnou jejı́ vertikálnı́ rychlosti dy/dt, kde
y(t) = Y (t, t) + Ys(t) a Ys(x) je statická poloha, a necht’ tato sı́la se blı́žı́ k bodu x = 0, kde
jsou předepsány podmı́nky [Y ]+− = 0 a κ[∂Y/∂x]+− = Y . Řešenı́ této vlnové rovnice lze vyjádřit
ve tvaru Y = Fi(ct − x) + Gi(ct + x), a to v šesti oblastech i = 1, 2, . . . , 6 (viz obr 3). Jsou
dány tyto okrajové podmı́nky: poloha Y je nulová pro velké hodnoty x podél ct± x = konst.,
F4 ≡ 0 ≡ G6. Podmı́nky spojitosti vyžadujı́ G1 ≡ G6, F3 ≡ F4, a F1(0) = F6(0), G3(0) =
G4(0).
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Obrázek 3: Oblasti řešenı́ i = 1, 2, . . . , 6

Podmı́nka na x = t dává

F1(ct− t) = F2(ct− t) + G2(ct + t),

a po jistých úpravách

G2(t) = αy(
t

c + 1
),

kde α je vhodná konstanta úměrnosti. Podmı́nka na x = 0 dává

G3(t) = F2(t) + G2(t) = κ[G′
2(t)− F ′

2(t)−G′
3(t)],

a poloha y(t) = F1(ct− t) + Ys(t).

Eliminacı́ F1, F2, G2 a G3 obdržı́me(
1 +

2κ

c− 1

d

dt

)
y(t) +

α

1− α
y(λt) = Ys +

2κ

c− 1

dYs

dt
, (5)
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kde λ = (c − 1)/(c + 1). To je již lineárnı́ funkcionálnı́ diferenciálnı́ rovnice s konstantnı́mi
koeficienty. Nehomogennı́ člen vede na partikulárnı́ integrál, který pro jednoduché funkce Ys(t)
lze snadno řešit.

Uved’me nynı́ zobecněnı́ předchozı́ho modelu v přı́padě aplikace sběrače proudu elektrické
lokomotivy. Je-li budı́cı́ sı́la působı́cı́ na strunu (resp. drát trolejového vedenı́) generována
pantografem lokomotivy, jehož model sestává ze dvou těles spojených pružinou a tlumičem
a spodnı́ těleso je ke střeše lokomotivy připojeno pružinou a působı́ na něj konstantnı́ přı́tlačná
sı́la, dostáváme klasický model sběrače elektrického proudu (viz Ockendon & Tayler (1971)).
V blı́zkosti opor pak je celý systém popsán vektorovou diferenciálnı́ rovnicı́ s proporcionálnı́m
zpožděnı́m, tzv. rovnicı́ pantografu:

ẋ(t) = Ax(t) + Bx(λt), 0 < λ < 1, t ∈ [0,∞), (6)

kde A a B jsou nenulové komplexnı́ matice n× n a λ ∈ R.
Vybrané kvalitativnı́ vlastnosti rovnice pantografu (6) byly studovány v několika článcı́ch,

např. Lim (1976), Iserles (1997). Uvedeme asymptotický odhad řešenı́ rovnice pantografu, který
je použitelný ve výše zmı́něné aplikaci:

Věta (Lim) Necht’ 0 < λ < 1 a matice A je diagonalizovatelná. Jestliže všechny reálné části
vlastnı́ch čı́sel matice A jsou záporné, pak existuje taková konstanta γ, že pro všechna řešenı́
rovnice (6) platı́:

xi(t) = O(tγ) při t →∞, i = 1, . . . , n. (7)

Speciálně pro A = diag (a11, . . . , ann), kde Re a11 ≤ Re a22 ≤ . . . ≤ Re ann < 0 a necht’
B = (bij). Jestliže parametr γ je dán vztahem

γ =
log(

max
1≤i≤n

∑n

j=1
|bij |

−Re ann
)

log λ−1
, (8)

pak každé řešenı́ x rovnice (6) je O(tγ) při t →∞, tj. ||x(t)|| ≤ Ltγ při t →∞, kde L > 0 je
vhodná reálná konstanta a || || je vhodná vektorová norma.

4. Závěr

Kvalitativnı́ odhady řešenı́ zpožděných diferenciálnı́ch rovnic majı́ zásadnı́ význam při vyše-
třovánı́ stability řešenı́. Pro posouzenı́ stability řešenı́ rovnice (6) lze využı́t vztahu (8). Je-li
speciálně γ ≤ 0 (tj. platı́-li relace max

1≤i≤n

∑n
j=1 |bij| ≤ −Re ann), pak každé řešenı́ je stabilnı́. Je-

li navı́c γ < 0 (tj. max
1≤i≤n

∑n
j=1 |bij| < −Re ann), dostáváme pak asymptotickou stabilitu řešenı́.

Tyto kvalitativnı́ úvahy jsou často nezbytným předpokladem pro úspěšné zvládnutı́ numeri-
ckého řešenı́ daných problémů.
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Lim E. B. 1976: Asymptotic Behavior of Solutions of the Functional Differential Equation
x′(t) = Ax(λt) + Bx(t), λ > 0, J. Math. Anal. Appl. 55, 794–808.

Liu, Y. 1997: Numerical investigation of the pantograph equation, Appl. Numer. Math., Vol. 24,
309–317.

Kolmanovskii, V. & Myshkis, A. 1999: Introduction to the Theory and Applications of Func-
tional Differential Equations, Kluwer Academic, Dordrecht.

Ockendon J. R. & Tayler A. B. 1971: The Dynamics of a Current Collection System for an
Electric Locomotive, Proc. Roy. Soc. Lond. A. 322 447–468.

Stépán, G. 1989: Retarded dynamical systems: stability and characteristic functions, Longman
Scientific & Technical, Burnt Mill.

6 Engineering Mechanics, Svratka 2006, #359


