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MATHEMATICAL MODELING VIA DELAY DIFFERENTIAL
EQUATIONS

P. Kundrat !

Summary: In the article we formulate two simple mathematical models in robotics,
where delay differential equations are utilized. The first model is the case of bounded
(constant) delay and the second one is the case of unbounded (proportional) delay.
Both models are supplemented by some results from qualitative analysis of solutions
of delay differential equations.

1. Uvod

V soucasné praxi se ukazuje, Ze diferencidlni rovnice se zpoZdénim maji své nezastupitelné
misto pfi modelovani fady nejen technickych problémd, napf. v oblasti optimélniho fizend,
v robotice, strojirenstvi, logistice, astrofyzice, kvantové mechanice, biologii, mediciné apod.
(viz napf. Kolmanovskii & Myshkis (1999)). Radu procest totiZ nelze popsat klasickou oby-
Cejnou diferencialni rovnici, nebof je nutné zahrnout ¢len obsahujici hodnotu zdvisle proménné
v posunutém ¢asovém okamziku (obvykle v minulosti). Tedy namisto klasické obycejné dife-
rencialni rovnice

#(t) = f(t,x(t)) (D)

uvazujeme diferencidlni rovnici
w(t) = f(t,x(t), 2(t — 7(2), 7(t) =0, 2)

kde 7(t) je tzv. zpoZdéni a Clen t — 7(t) nazyvame zpoZdény argument.

Jak se ukazuje, diferencidlni rovnice se zpozdénim uz ve velice jednoduchych pfipadech
vykazuji diametrdlné odlisSné kvalitativni vlastnosti (asymptotika feSeni, oscilace, apod.) nez
odpovidajici obycejné diferencidlni rovnice (viz napt. Kundrat (2003)). Navic v drtivé vétSiné
piipadl nelze nalézt obecné analytické feseni, a je tedy nezbytné vyuZiti numerickych metod
k nalezeni feSeni pfiblizného. OvSem v nékterych piipadech i numerické feSeni mize selhat
v tom smyslu, Ze dava zcela zavadéjici vysledky, které jsou v rozporu s kvalitativni analyzou
feSené zpozdéné diferencidlni rovnice. Tento jev byvéd v numerické analyze nazyvin “numeri-
cal nightmare” (viz napf. Liu (1997)). Tyto aspekty potvrzuji nezbytnost zahrnout do analyzy
vysledkd i kvalitativni analyzu feSené diferencidlni rovnice.
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Cilem tohoto ¢lanku je ilustrovat na vybranych modelech (z oblasti robotiky) nékteré vy-
sledky kvalitativni analyzy feSeni diferencidlnich rovnic se zpoZzdénim. V kapitole 2 je uveden
piiklad aplikace diferencialni rovnice s ohrani¢enym zpozdénim (tj. sup 7(¢) < o0o) a v kapitole
3 ptiklad neohranic¢eného zpozdéni.

2. Model s ohranicenym zpozdénim

Nejcastéji se vyskytuji piiklady modeld s ohrani¢enym zpozdénim. Patii zde totiZ pfipad kon-
stantniho zpozdéni (7(t) = 7,7 € RT). Uved me napf. model obrdb&ciho ndstroje, kde je
zahrnuto chvéni vznikajici pfi obrdbécim procesu, transportni zpozdéni, které je zplisobeno
konecnou rychlosti paliva proudiciho dlouhym potrubim, procesni zpozdéni pred spuSténim
chemické reakce, komunikacni zpozdéni v souvislosti s konecnou rychlosti Siteni radiového
signélu v prostoru pii komunikaci (fizeni) na velkou vzdalenost. Dale v pocitacové fizenych
systémech Casto existuje nezanedbatelné vypocetni zpozdéni, zpiisobené mnoZzstvim operaci
a slozitosti fidicich algoritmu.

V dalSim se budeme podrobnéji zabyvat modely z oblasti robotiky. V robotice je celd fada
problému tykajicich se stability, kde zpoZdéni v robotickém systému hraje nezanedbatelnou
roli. Toto zpoZdéni miize vzniknout v fidicim systému robota, pii pfenosu informaci ¢i v me-
chanické ¢asti robota. Systém MASTER-SLAVE je typickym pfipadem, kde zpozdéni vznika
v fizeni. Napt. v systému Clovék—stroj vnasi prodleva reflexu lidského operatora zpozdéni do
fizeni MASTER-SLAVE systému. Jedna se o vice nez 0.1 sekund. Analogii této situace lze
nalézt napf. u manipulatoru on-line fizenému pocitatem. Vzorovy Cas digitalniho fizeni slouzi
jako zdklad pro hodnotu zpoZzdéni, ktery je obvykle kolem 0.01 az 0.001 sekund.

Dalsi vyznamnou skupinou problému je zpozdéni vznikajici pii pfenosu informaci. Tento
zpozd ujici efekt byva rozhodujici pfi operacich ve vesmiru ¢i ve velkych hloubkach pod hladi-
nou more. Prodleva je rovna Casu potfebnému k tomu, aby ultrasonickd ¢i elektromagneticka
vlna urazila vzdalenost mezi MASTER a SLAVE. Toto zpoZzdéni mize dosahovat 0.1 - 1.0
sekund.

JestliZe robot pracuje pii obrabécim procesu jako je frézovani, soustruzeni apod., muze
rovnéz vzniknout zpozdéni ve zpétné vazbé Cisté mechanické Casti robota. Byva nepiimo umér-
né relativni rychlosti nastroje a materidlu. Tento fenomén bude diskutovan v nésledujicim od-
stavci, kde bude vySetfovan jednoduchy matematicky model mechanického robota, viz Stépan
(1989).

Na obrdzku 1 je popsdn elasticky robot s fizenim polohy s jednim stupném volnosti. Poloha
¢> kone&ného efektoru je detekovana pifmo. Rizeni robota vychazi z principu kinematického
sebeovladani. To znamend, Ze aktudtor pusobici na prvni té€leso v tomto modelu zpisobuje
rychlost ¢;, kterd je ur€ovana polohou kone¢ného efektoru:

@(t) = —Kq(t — ), 3)

kde K > 0 a7 = konst. reprezentuje zpozdéni v fizeni. Zavedenim nové proménné v = ¢» lze
tento systém popsat soustavou linedrnich rovnic s konstantnim zpozdénim

=

1(t) 0 0 0 ql(t) 0 -K 0 ql(t - T)
Rt |=1 0 0 1 @) |+ 0 0 0 @et—7) 1, 4
0(t) o —a? —2ka v(t) 0 —2Kka 0 v(t —7)

=
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Obrazek 1: Model elastického robota
kde o = y/s/my je pfirozena frekvence netlumeného a nekontrolovaného systému, a k = WJ;Q

je relativni tlumici faktor. Nésledujici véta (viz Stépan (1989)) udava podminky pro nastaveni
parametrii modelu tak, aby byla zachovana stabilita netlumeného systému.

Véta. Uvazujme zpozdénou diferencidlni rovnici (4), kde x = 0. Jeji trividlni feSeni je asym-
ptoticky stabilni, pravé kdyz existuje takové k > 0, £ € N vyhovujici relacim
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Graf stability pro netlumeny systém (4) je ilustrovan na obr. 2. v soufadnicich bezrozmérnych
parametrl (7a) a (K /). Vysledky pro tlumeny systém lze nalézt v Stépan (1989).
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Obrazek 2: Graf stability netlumeného systému (4); N - nestabilni, S - stabiln{

V dalsi kapitole bude formulovan problém s neohrani¢enym (proporciondlnim) zpozdénim,
kde se budeme zabyvat asymptotickymi odhady feSeni dané zpozdéné diferencidlni rovnice.
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3. Model s neohranicenym zpozdénim

Nejdiive popiSeme jistou fyzikalni situaci, kterd dava vzniknout funkcionélni diferencidlni rov-
nici s proporciondlnim zpozdénim, tuto zobcnime a uvedeme relevantni asymptoticky odhad
feseni tohoto zobecnéného problému. UvaZzujme napnutou strunu v gravitacnim poli, jejiz ver-
tikalni vychyleni Y (z, t) je dostate¢né malé. Budeme vySetfovat jednorozmérny vinovy pohyb
o rychlosti ¢ > 1 zptisobeny silou pohybujici se podél struny jednotkovou rychlosti. Necht tato
sila vytvafi nespojitost v derivaci [0Y/0x] pfimo dmérnou jeji vertikdlni rychlosti dy/dt, kde
y(t) = Y(t,t) + Y,(t) a Yy(x) je statickd poloha, a necht tato sila se bliZi k bodu = = 0, kde
jsou predepsany podminky [Y]* = 0 a x[0Y/0z]t = Y. ReSeni této vinové rovnice lze vyjadiit
ve tvaru Y = F(ct — x) + G;(ct + z), a to v Sesti oblastech ¢ = 1,2,...,6 (viz obr 3). Jsou
dany tyto okrajové podminky: poloha Y je nulova pro velké hodnoty x podél ct + = = konst.,
F, = 0 = Gg. Podminky spojitosti vyzaduji G; = Gg, F3 = Fy, a F1(0) = F5(0), G5(0) =
G4(0).

x=-ct

Obrazek 3: Oblasti feSeniz = 1,2,...,6

Podminka na z = ¢ dava
Fl(Ct - t) = FQ(Ct - t) + GQ(Ct + t),

a po jistych upravach
L
c+17

kde « je vhodna konstanta imérnosti. Podminka na x = 0 dava

Ga(t) = ay(

Gs(t) = Fa(t) + Ga(t) = K[Gy(t) — F3(t) — G3(t)],

apoloha y(t) = Fy(ct — t) + Yi(t).
Eliminaci F}, F5, G5 a G'3 obdrzime

2k d « 2k dY,
142 Y M) =Y, 4 s
(14 2 ) o0+ w0 v 20 ®
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kde A = (¢ — 1)/(c + 1). To je jiz linedrni funkciondlni diferencidln{ rovnice s konstantnimi
koeficienty. Nehomogenni ¢len vede na partikuldrni integral, ktery pro jednoduché funkce Y ()
1ze snadno fesit.

Uved me nyni zobecnéni pfedchoziho modelu v piipadé aplikace sbérace proudu elektrické
lokomotivy. Je-li budici sila plisobici na strunu (resp. drat trolejového vedeni) generovana
pantografem lokomotivy, jehoZ model sestdva ze dvou téles spojenych pruzinou a tlumiem
a spodni téleso je ke stieSe lokomotivy pfipojeno pruzinou a pusobi na néj konstantni pfitlacna
sila, dostdvame klasicky model sbérace elektrického proudu (viz Ockendon & Tayler (1971)).
V blizkosti opor pak je cely systém popsan vektorovou diferencidlni rovnici s proporciondlnim
zpozdénim, tzv. rovnici pantografu:

x(t) = Ax(t) + Bx(\t), 0<A<1, te€]0,00), (6)

kde A a B jsou nenulové komplexni matice n x na A € R.

Vybrané kvalitativni vlastnosti rovnice pantografu (6) byly studovany v nékolika c¢lancich,
napt. Lim (1976), Iserles (1997). Uvedeme asymptoticky odhad feSeni rovnice pantografu, ktery
je pouzitelny ve vySe zminéné aplikaci:

Véta (Lim) Nechf 0 < A < 1 a matice A je diagonalizovatelnd. Jestlize vSechny redlné ¢asti
vlastnich ¢isel matice A jsou zaporné, pak existuje takova konstanta -, Ze pro vSechna feseni
rovnice (6) plati:

zi(t) =0({") pi t—o0,i=1,...,n. (7
Specidlné pro A = diag (a11, ..., an,), kde Rea;; < Reagy < ... < Rea,, < 0 a necht
B = (b;;). Jestlize parametr +y je din vztahem
o2 2= ]
987 Re
— ann 8
’)/ ],Og )\_1 ) ( )

pak kazdé feseni x rovnice (6) je O(t7) pfi t — oo, tj. ||x(¢)|| < Lt” pfit — oo, kde L > 0 je
vhodna redlnd konstanta a || || je vhodnd vektorova norma.

4. Zavér

Kvalitativni odhady feSeni zpoZdénych diferencidlnich rovnic maji zdsadni vyznam pfi vySe-
trovani stability feSeni. Pro posouzeni stability feSeni rovnice (6) lze vyuzit vztahu (8). Je-li
specidlné v < 0 (4. plati-li relace nax > |b;;| < —Reayy,), pak kazdé feseni je stabilni. Je-
li navic v < 0 (4. nax Z?Zl b;;| < —Re a,,,), dostdvame pak asymptotickou stabilitu fesent.

Tyto kvalitativni uvahy jsou Casto nezbytnym piedpokladem pro tspésné zvladnuti numeri-
ckého feseni danych problémd.
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