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MODEL OF TOTAL KNEE REPLACEMENT

J. Kien', L. Hyn¢ik?, K. Koudela®

Summary: The problem of the non-Newtonian fluid flow is solved. The basic
equations are derived based on the Newtonian-fluid flow but using special
constitutive equation for the viscosity. The spatial discretization is done using the
finite element method (FEM). The algorithm is tested on a simple axial-symmetric
flow in a horizontal tube and comparison to Newtonian fluid is stated. Application
for the synovial fluid flow modeling in the total knee replacement is presented.
The model is simplified as a planar model and the pressure distribution due to the
interaction between femur and tibia in the synovial fluid is computed.

1. Uvod

Totalni nahrada kolenniho kloubu (tzv. aloplastika) je metoda lécby téZce destruovanych
kolennich Kkloubu, kterd méa za sebou vice nez 120 let vyvoje chirurgickych technik,
biomechanickych koncepti a materidlovych studii. Cilem tohoto snazZeni je co nejuplngjsi
rekonstrukce funkce kolenniho kloubu. Hlavnimi atributy jsou pohyb, stabilita a pochopitelné
bezbolestnost. Nej¢astéjSimi indikacemi pro implantaci totalni nahrady je pokrocila artroza,
destrukce kolenniho kloubu pii revmatoidni artritide, tumoru a posttraumatickych stavech.
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Nesoustiedné zakiiveni kondyla femuru, relativné mélké Stérbiny kondylu tibie spolu
s funkénim vlivem vazivového aparatu umoZzniuji kolenu pohyby ve vsech tiech osach
souradnicového systému vcetné rotaci. Jednd se vzdy o relativni pohyb ve vazbé femuru
s tibii. Je ziejmé, Ze pti modelovani umélé nahrady kolenniho kloubu musime vyjit predevsim
z prirozené funkce fyziologického intaktniho kloubu. Z pohledu matematického modelovani
aloplastiky kolenniho kloubu se tedy musime zajimat o kinematicko-geometrické poméry
vazby femur-tibie (relativni pohyb), statické a dynamické namahani tohoto komplexu
(predevsim femurotibidlni kontaktni sila) a tribologické poméry umelé nahrady kolenniho
kloubu (kompletni kolenni nahrada je zndzornéna na obr. 1, odpovidajici MKP model nahrady
je uveden na obr. 2).

2. Fyzikalni model kolenni nadhrady

Prostorovy fyzikéalni model aloplastiky kolenniho kloubu je znézornén na obr. 2. S ohledem
na slozitost a komplikovanost feSeni celého problému se v tomto piispévku omezime pouze
na rovinny model aloplastiky. Pro posouzeni tribologickych poméri nahrady muzeme
piijmout rovinny model znazornény na obr. 3. Tento model piedstavuje rovinny problém
dotyku dvou pruznych valcu, ktery je preveden, pfi zachovani relativni kiivosti, na model
pruzny véalec a dokonale tuha rovinna podlozka (u intaktniho kolena tento model dobie
vyhovuje dotyku lateralnich kondyld femuru a tibie). Pokud vyjdeme z teorie pruzného
poloprostoru zatizeného osamélou silou, tak tloustku filmu synovialni kapaliny h(x,t)

Vv mist¢ x muzeme vyjadrit ve tvaru (Kien, 1979)

2

v _ x
! h(x,t)_ho(t)+2R+W2(x,t)+w3(x,t), (1)

kde w,,;(x,t) je deformace interagujicich

valci a R je polomér krivosti nahradniho
vélce. Vyjadiime-li tyto deformace na zakladé
teorie pruzného poloprostoru (Sitka deformacni
plosky je podstatné mensi nez poloméry valcu),

SYNOVIALNI lh”“’ tak ziskame rozloZeni tloustky synovialni
i x kapaliny podél osy x ve tvaru (K¥en, 1979)
@ Vyy @
2
h(x,t)=hy(t)+—— t)In———d&,(2
() =hy(t)+- ﬂEjp(g) X §| £.,2)
Obrazek3 Rovinny model ndhrady kolena  kde pro R a E plati
i_iJri_ 1 11v2+1—v32
R R, R’ E 2 E, E, )

Ve vztahu (2) je E néhradni (ekvivalentni) Yongtv modul pruznosti, p(&,t) je rozlozZeni
tlaku mezi valci ve stykove oblasti a funkce h,(t) je minimalni vzdalenost tuhého valce od

rovinné podlozky, 2b je 3itka kondyla. Jests podotknéme, Ze sila F (obr. 3) odpovida
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femorotibialni sile, resp. je to sila, kterou je nahradni valec pritlacovan k rovinné podloZce a
kterd je v rovnovaze s vyslednou tlakovou silou v synoviélni kapalingé. Velikost této sily se
pohybuje v rozmezi cca 2,8 az 4,3 nasobku vlastni tihy lidského téla (v zavislosti na pohybu —
chtize, béh, chtize do schodt atd.; Rybka et al., 1993).

Kinematicko-geometrické poméry fyzikalniho modelu kolenni nahrady samoziejmé
vyplyvaji z pohybu fyziologického intaktniho kolena. Presné feSeni této problematiky je v3ak
velmi slozitym problémem, ktery by sam o sob¢ vyZadoval samostatné korektni reSeni. Pfi
definovani pohybu kloubu se proto obvykle spokojujeme sodhadem potiebnych
kinematickych zavislosti. Geometrické poméry modelu v dotykové oblasti valci se vSak daji
pomérné dobie definovat stim, Ze bud vhodné pi#imo zvolime aproximacni kiivky
spoluzabirajicich kondyli femuru a tibie (napi. elipsa a kruznice) nebo napi. vyuZijeme
sagitalniho rentgenového snimku kolene a nebo provedeme 3D naskenovani komponent
aloplastiky. Potom odmétime vybrané body obrysa kondyla a piisluSnou mnoZinu boda
proloZime regresnimi kiivkami (mtZeme napi. pouZit Bézierovy-Bernsteinovy polynomy).
Podminku z&béru kiivek komponent kolena je potom mozné vyjadrit ve tvaru

dr, (1) di, ()

lecrz(u) =T13DI’3(V), du dv

, 3)

kde C=D je dotykovy bod zabirajicich kiivek, T; jsou piislusné transformacni matice
(transformace z prostoru j do i) a r; jsou polohové vektory bodi C a D v piislusném

prostoru. Druhy ¢len potom vyjadiuje spolec¢nou teénu kiivek v dotykovém bodé. Vztahy (3)
piedstavuji soustavu ¢ty nelinearnich transcendentnich rovnic pro nezndmé parametry u(e),

v(p), w(p), A(p), kterou teSime napi. Newtonovou-Raphsonovou metodou. Na zékladé
znalosti ktivek 1 (u) a r,;(v) miizeme potom definovat jejich kiivosti.

3. Proudéni nenewtonskych kapalin

Dalsi dlohou teSeni uvedeného problému tribologie kolenni nahrady je urceni rozlozZeni tlaku
v synovialni kapaliné. RozloZeni tlaku v této kapaliné je vstupem do rovnice (2) a ptimo se
podili na deformaci nahradniho valce. Uloha se v3ak ponékud komplikuje, nebot’ synovie je
nenewtonskou kapalinou, tj. jeji dynamicka viskozita je obecn¢ funkci smykové rychlosti,
resp. tenzoru rychlosti deformace (napi. Fung, 1990).

Ridici rovnice pro feSeni hydrodynamickych tloh nenewtonskych kapalin jsou odvozeny
ze stejnych principi mechaniky jako proudéni Newtonovy kapaliny. Pfi izotermickém
proudéni téchto kapalin se ziejmé bude nakonec jednat o rovnici kontinuity (bilance
hmotnosti) a o Navierovu-Stokesovu rovnici, kterd vyjadifuje bilanci hybnosti na drovni
jednotkového objemu kapaliny. Respektovani konkrétniho typu vlastnosti kapaliny je potom
vyjadieno prislusnym konstitutivnim vztahem. Samoziejmé tento systém rovnic musi byt
obecn¢ doplnén piislusnymi pocate¢nimi a okrajovymi podminkami.

Uvazujme pro jednoduchost izotermicke, laminarni a nestacionarni proudéni nestlacitelné
nenewtonské kapaliny. P#i odvozeni pohybové rovnice této kapaliny vyjdeme napt.
z 1. impulsové véty pro soustavu hmotnych bodi, kterd musi platit i v rdmci mechaniky
kapalin. Plati tedy ( D/Dt materialova derivace, AQ < Q - oblast proudéni kapaliny)
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— |pvaVv =F,, 4
Dt“j)pv. . 4)

piislusny objem kapaliny (objemové a povrchove sily), v, jsou slozky vektoru rychlosti. Za
piedpokladu, Ze element hmotnosti dm = pdV nezavisi na ¢ase, mtzeme rovnici (4) vyjadrit
ve tvaru

jpv.dv jp V= Jpdv. (5)

Zde a, je ziejme slozka vektoru vysledného zrychleni uvazovaného elementu dm kapaliny,
pro kterou plati (x; - Eulerovy soutadnice)

a = Dv, 6\/ +vj%. (6)
Dt ot OX.

]

Ve s

it
O0AQ

Fo= [pfdVv+ [znds 7)
AQ

a budeme-li na druhy ¢len tohoto vztahu aplikovat Gaussovu-Ostrogradského vétu, tak
muzeme pohybovou rovnici (4) vyjadrit ve tvaru

ot

[paav = [pfdv + [—Ldv, (8)
AQ AQ AQ 6Xj

resp. po dosazeni za a, ze vztahu (6) a se zohlednénim, Ze tato pohybova rovnice plati pro

libovolnou oblast AQ, dostdvame zékladni tvar Navierovy-Stokesovy rovnice. Plati

8V aV
— 14 f+ 9

U uvaZovaného kontinua musime dale vyjédfit bilanci hmotnosti. Pfislusnou rovnici
kontinuity piSeme v obecném tvaru, tj. plati (napt. Kien & Rosenberg, 2002)

op O
&Jra (pv;) =0. (10)

MUY

Pro dalSi reSeni je nutno predpokladat, Ze zname konstitutivni vztah uvaZzované nenewtonské
kapaliny. P#i psani zaékladniho tvaru konstitutivniho vztahu je piirozené vyjit z modelu
Newtonovy kapaliny. Tuto relaci zapiSeme obecné ve tvaru

T, =—PS&; + Ty, (11)

kde T; =T; (v;) je disipacni ¢ast tenzoru napjatosti (take se pouzivaji terminy pridavné napéti,

zvlastnl napetl) a tento tenzor je jistou funkci rychlostniho pole kapaliny, resp. smykoveé
rychlosti.
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Omezme se dale na teSeni nestacionarniho, izotermického a laminarniho proudéni
nestlacitelné vazké nenewtonské kapaliny s konstantni mérnou hmotnosti ( o =konst.). Po

dosazeni konstitutivniho vztahu (11) do pohybové rovnice (9) je takto definovana uloha
hydromechaniky popsana nasledujicim systémem rovnic a podminek:

Navierova-Stokesova rovnice

—+pVv,—=——F—+ pf,, te(0,T), xeQ; 12
P P o o o (0T1) (12)
rovnice kontinuity
oV
—=0, te(0,T), xeQ; 13
o (0.7), xe (13)
okrajové a poc¢atecni podminky
v.(x,t)=V.(x,t), te(0,T), xedQ,;
;N =(=pd&; +Tn, =6, te(0.T), xeoQ,; (14)
V,(x0)="V,(x), t=0, xeQ.

Zde stfiSka oznacuje danou velicinu a 0Q,,0Q, jsou disjunktni ¢asti hranice
(0QQ=0Q,U0Q,) oblasti . Nezndmé v takto definované uloze jsou {v,(x,t),p(xt)} a
reSime tzv. smiSenou Ulohu (rychlost i tlak v kapaling feSime soucasng).

Pro odvozeni slabeho teSeni uvedené ulohy hydromechaniky budeme aplikovat
Galerkinovu metodu. Za piedpokladu, Ze testovaci funkce ov;,dp —cW;? jsou definovany na
uzaveéru oblasti Q = QU aQ, tak vychozi integrélni identity Galerkinovy metody maji tvar

ot OX.  OX.

[ j

8V aV 0 8T.
I Tl —p——‘—pfi}owidho, j@p—= (15)
X

resp. po Upravé pomoci Greenovy véty (tieti a ¢tvrty ¢len v hranaté zavorce) piejdou tyto
integralni identity do tvaru

Jp%é\/idx—i_;';pngﬂx;&/idx_b[paaxi X+ IT —Ldx= jpfé\/dx+ Ia&/dx (16)

J 082,
[ i g, (17)
Q aXi

Dalsi feSeni je jiZz jednozna¢né zavislé na volb¢ vlastniho nelinedrniho konstitutivniho vztahu,
tj. jakou funkci pridavného napéti T; =T, (v;) pouzijeme u piislusné nenewtonské kapaliny.

Pfimo se piirozené nabizi pouZzit formalne stejny konstitutivni vztah, ktery se aplikuje u
Newtonovy kapaliny. V této spojitosti se potom hovoti o tzv. zobecnéné newtonské kapaliné,
jejiz nelineérni konstitutivni vztah se uvaZzuje ve tvaru (napt. Béhme, 2000)

Tij =2n(y) Dij ' (18)
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kde D; =1/2(dv, /ox; +dv; /dx;) je tenzor rychlosti deformace a y° =2tr[Dij ]2 je smykova

rychlost kapaliny. Nedilnou soucasti tohoto konstitutivniho vztahu je znalost funkce viskozity
n=n(y), kterd se odvozuje z vysledki experimentalniho meéfeni na viskozimetrech. Velmi

rozSifenym modelem je tzv. mocninovy model kapaliny, kdy se funkce viskozity obvykle voli
ve tvaru (napi. Lai et al., 1993, Pnuli & Gutfinger, 1992)

n@y)=m; ", (19)

kde 7, je konstantni slozka viskozita (konzistentni faktor), n je index mocniny (vyjadiuje
odchylku od Newtonovy kapaliny, pro kterou ziejmé plati n=1) a 1, :1/2Dij D; je druhy

invariant tenzoru rychlosti deformace (1. invariant je nulovy, zavislost na 3. invariantu nebyla
zjisténa, resp. u rovinného proudéni se zavislost na 3. invariantu neprojevi).

Zabyvejme se dale pouze modelem zobecnéné newtonské kapaliny. Dosadime-li
konstitutivni vztah (18) do integralni identity (16), dostaneme slabé feSeni uvaZzované ulohy
hydomechaniky nenewtonské kapaliny ve tvaru

J.p%&/idx+ jpv?ﬁ&/idx— Ip%dx+ J.n(;}*)%%dx:
5 ot o OX, 50X 5 OX; OX;
(20)
= '[pfi&/idx+ Ic}iévidx; IﬂcSp dx =0.
Q I, ani

o

4. Proudéni synovialni kapaliny

Dalsi ulohou teSeni uvedeného problému tribologie kolenni nahrady je urceni rozloZeni tlaku
v synovialni kapaliné. Z matematického hlediska se jednd o teSeni siln¢ vazané ulohy
interakce nenewtonské kapaliny s poddajnym valcem a s volnou hranici interagujicich
kontinui (obr. 3, nezndme polohu hranice a,b kapaliny, nezndme doptedu deformaci
nahradniho valce — hranice interakce). Hned zde poznamenejme, Ze vlastni Ulohu interakce
feSime nesdruZenou metodou.

2 Zavislost viskozity na smykové rychlosti

*  Experimentalni data
Carreaulv model

Viskozita [Ns/m2]

-2
10

-3
10 -2 0 2
10 10 10 10
Smykova rychlost [1/s]

Obrazek4 Funkce viskozity synovialni kapaliny
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Pti teSeni Ulohy proudéni synovialni kapaliny v modelu kolena (obr. 3) vyjdeme ze
slabého teSeni problému (20) a ze zndmého konstitutivniho vztahu synovialni kapaliny. Pro
dalSi teSeni je tedy nutno znat funkci viskozity n(y) synovialni kapaliny. Zde se casto
vyuZivaji dve¢ ctyiparametrické funkce, které jsou znamé pod nazvy Carreautv (0= 35 N
sm? 5,=0, 7c=0.09s", m=0.35) a Crossiv (0= 24 N sm? 7,=0, y.=0.05s", m=
0.7) model synovialni kapaliny (obr. 4). Funkce viskozity maji tvar (Fung, 1993)

Carreauuv model: Crosstuv model:
n=nw+—(’7°_nw)m,2 i '7=77m+—(;7°._7.7°°)m- (21)
L+ (/7. ) 1+(7/7c)

Dale je nutno jest¢ doplnit okrajové podminky (14). Upiesnéne okrajové podminky maji
pro uvazovany model kolenni nahrady (obr. 3) tvar (nadale predpokladdme o = konst.)

v, (x,1) =0 (x,t), te(0.T), xeo,;
(22)
dp =0, te(0,T), xeo0,.

7;n; =(-pd; +T;)n; =6,, resp. p|X:a = p|X:b =
dx|,_,

5. Prostorova a ¢asova diskretizace problému

Nyni provedeme prostorovou diskretizaci oblasti vypInéné synovialni kapalinou pomoci
MKP. Omezime se piimo na rovinné proudéni synovidlni kapaliny. Pfi pouZiti
izoparametrickych interpolac¢nich funkci jsou slozky rychlosti (v, =u,v,=Vv) a tlak p
aproximovany vztahy (napt. Kien et al., 2001)

u(€,m,t)=N"(&nu(t); v(&7.t) =N (& mv(L);

(23)
P& m.t)=H" (& m)p(t),

kde N (kvadratické funkce) a H (linearni funkce) jsou sloupcové matice interpola¢nich funkci
definované lokalné pro kazdy element a u,v,p jsou sloupcové matice uzlovych hodnot sloZek
rychlosti a tlaku. Dosazenim diskretizace (23) do vztaht (20) ziskame tii systémy rovnic,
které zapiSeme v maticovém tvaru ( p = konst., konstrukce prislusnych matic je evidentni

z vySe uvedenych vztaht). Plati

Au+B,(u Vv )u+D(7 )u+C,p=E,,
AV+B,(u VvV WV+D(y WV+C,p=E,, (24)
K,u+ K,v=0.

Vyjadiime-li dale ¢asovou zménu rychlosti pomoci dopiedného diferenéniho schématu

: (25)
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muZeme piedchozi soustavu rovnic (24) zapsat v kompaktnim maticovém tvaru

A O B u (n+1) El (n+1) Fl (n)
0 A Clv| =4E,]| +|F]| , (26)
K, K, 0fp 0 0

kde n je casovd hladina a tento maticovy zapis piedstavuje soustavu nelinearnich
algebraickych rovnic, kterou reSime Newtonovou-Raphsonovou metodou na kazdé ¢asoveé
hladin¢. Dosud nedefinované matice ve vztahu (26) maji tvar

A=A +4t(1- B)B(u V)™ 1+ D7 )"V], B=4t@-B)C,, C=a(-p)C,,
F={A - atp[B,(u" V) + D, () fu® —atpe, p (27)

F, = (A —Ata[B,(u",v)® + D, () v —atpc, p®

a soucinitel S nabyva hodnot

0 pro u= lJ(n+l),v — V(n+l), p — p(n+l);
1 u(rH'l) + u(n) V(n+1) +V(n) p(n+1) + p(n)

p= 5 pro u= > V= 5 ,p= > : (28)
1 pro u=u®v=v® p=p".

Pti zkraceném zapisu soustavy rovnic (26) ve tvaru (x reprezentuje vektor neznamych ulohy
proudéni)
K(n+1)X(n+1) — f(n) (29)

je itera¢ni postup vypoctu fizen vztahy (n — ¢asova hladina, r — itera¢ni krok uvniti aktualni

¢asove hladiny)
X(n+1),(r+l) — X(n+1),(r) -J -1 R(n+l),(r);(n),(0),

(n+1),(r)
RODIRMO) ¢ (D) 5 (1) _ f (M) (30)

tj. rychlosti a tlaky ve vektoru f"*%jsou ,konstanty” napoétené z koncovych hodnot

v predchozi ¢asové hladiné a v prab¢hu iterace na aktualni ¢asové hladiné se nemeéni.
Jacobiova matice ma potom tvar

A 0 C
JeO =l 9 A C,]|, (31)
K, K, 0
Bl( U*,V* )(n+1),(r)+(aaB*# +§B*# ju(n+1),(r)+
_ u Vv
kde A=A +4(1-p)

\ oD, oD ’
+D. (7 (n+1)(r) +( 1 1 ju(ml),(r)
1(7/ ) au*T a *T



A =A+4(1-5)
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Bl( U* ,V* )(n+1),(r) + (SB:T + aavB*# jv(ml),(r) + (32)
u
. oD oD
+ D . (n+1)(r) + 1 + 1 V(n+1),(r)
(7) ouT v

6. Numericke reSeni modelovych uloh

Podle vyse uvedeného postupu feSme nejdiive proudéni nenewtonské kapaliny v tuhé trubce.
Numerické vysledky ziskané pro laminarni, stacionarni a izotermické proudéni vazké
kapaliny jsou graficky znazornéné na obr. 5 (validace a verifikace metody reSeni).

Obréazek5 RozloZeni rychlosti (vlevo) a tlaku (vpravo), proudéni v trubce

Dle vySe uvedeného postupu feSime dale problém interakce synovialni kapaliny (synovie)
s deformovatelnym valcem néahradniho modelu (obr. 3, femorotibialni spojeni v kolennim
kloubu). Tento problém interakce feSime nesdruZzenou metodou, jejiz algoritmus se rozpada
na relativné samostatné teSeni proudéni synovialni kapaliny a na teSeni deformace vélce.
Dosazené ilustrativni vysledky na vybrané ¢asové hladiné jsou graficky zpracovany na obr. 6

az obr. 8.

¥[m]

Diskretizace oblast
0.025 T T T

0.02 -
0015
001

0.005 -] —
/
! /
i L —+—1
1] —t }

4005 -004 003 002 001 o oo 0oz 003 004 0.058
X[m]

B R %y

5

Obrazek6 Tloustka mazaci vrstvy synovie
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Obrazek7 RozloZeni tlaku v kontaktni oblasti Obrazek8 Zavislost sily F(h,)

Pri teSeni je respektovana zména dynamické viskozity synovie a je hledana poloha
nahradniho valce tak, aby byla splnéna podminka nulové derivace tlaku na vystupu z kanalu
modelu totalni nahrady kolenniho kloubu (aloplastiky). llustrativni vysledky jsou graficky
zpracovany pro ¢lovéka o hmotnosti 70 kg, ktery kra¢i pomalou chiazi (w=3 radls,
v, =V, =0, v,y =V, =0).
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