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Summary: The paper presents an ability of finite element method in the fluid
dynamics, particularly in a civil engineering. It compiles examples of air flow
around a structure, fluid-structure interaction, drag and lift cal culations or problems
of aeroelastic stability. The solution is based on the Navier-Stokes equations of
incompressible fluid. The equations are solved in FEMLAB software which allows
to formulate a weak form of differential equations. Because of this possibility we
can define a stabilized technique of NSfor solutions of problems with high Reynolds
number.

1. Uvod

Interakci télesa a kapaliny, jenz je vyznamnym faktorem mnoha inzenyrskych obord, 1ze zjed-
noduSené charakterizovat jako jev, pfi kterém dochazi k vzgemnému ovlivnéni pohybujiciho
se télesa a proudici kapaliny [Morand, Ohayon 1995]. Dlllezitou roli plni v navrhovani doprav-
nich prostfedkl, konstrukci letadel, mostnich konstrukci, vyskovych budov a také v posudcich
bezpeCnosti. Interakci télesa atekutiny |ze s vyuzitim vypocCetni techniky vySetfovat numericky.
Tento zplisob je vyhodny pro svou financni nenaroénost, rychlost av nékterych pripadech prove-
ditelnost. VétSina dnednich vypotetnich programtl je zaloZzena na Gal erkinové formulaci metody
konecnych prvkll (MKP), jenz se priblizné v padesatych letech stala jednou z nejvyznamnéjSich
numerickych metod k feSeni okrajovych Uloh kontinua. Tato formulace se osvédCila pri FfeSeni
problémt teorie pruznosti, vedeni tepla apod. V sedmdesatych letech 20. stol. bylo snahou apli-
kovat Galerkinovo vyjadreni k feSeni dynamiky tekutin, které se pozdgji ukézalo jako méne
vhodné vzhledem k numerickym nestabilitam. Z tohoto diivodu byly navrzeny tzv. stabilizani
metody, které maji odstranit numerické nestability v rovnicich dynamiky tekutin s vysokym
Reynoldsovym ¢islem (Re) a zachovaji feSeni plivodniho problému [Tezduyar 1992].

Tento ¢lanek je zamé&'en nasimulaci interakce neaerodynamického profiluv proudu vzduchuve
dvou dimenziona nim prostoru, nicméné vsechny rovnicelzerozsifit nafeSeni vetfech dimenzich.

1 Ing. Radomil Krél, Dr. Stanislav Pospiil, Dr. Jifi Naprstek, Institute Fof Theoretical and Applied Mechanics,
Prosecka 76, 190 00 Prague 9, e-mail kral @itam.cas.cz



2 Engineering Mechanics, Svratka 2006, #129
2. Numericky model

Numericky model interakce télesa a kapaliny se sklada ze tfi hlavnich oblasti: oblast proudént,
na které je feSena NS; oblast télesa, na které jsou definovany rovnice pruznosti; a hranice mezi
télesem a kapalinou.

2.1. Euler-Lagrangeova metoda popisu soufadnic

V hodna volba popisu souradnic z kinematického hlediska je diilezitym predpokladem pro sprav-
nou simulaci interakceté esaakapaliny. Pohyb spojitého prostiedi | ze studovat dvojim zplisobem.
PFi prvnim, ktery se prevazné vyuzivav teorii pruznosti, jednotlivé uzly diskretizované oblasti
nasledu;ji deformaci oblasti po celou dobu, po kterou nas pohyb kontinua zgjima. Pfi druhém sle-
dujeme zmény velicin v pevné zvoleném bodé diskretizované oblasti, ktera se prtibéhu vypoctu
nemeni. Jak jiz bylo vySe feCeno, Lagrangeova metoda je vhodna pro popis deformace tuhych
téles, aproto ji aplikujeme na oblast obtékaného télesa. Eulerova metoda, jenZ je uvedena jako
druhg, je Sroce aplikovana v dynamice tekutin, avsak jejim hlavnim nedostatkem je, Ze ji |ze
jen obtizné vyuzit k ssmulaci proudéni se vzajemnym plisobenim jiného materialu nebo média.
Kombinaci Langrangovy a Eulerovy metody (ALE) ziskame UCinnou metodu, jenz 1ze Uspédné
pouZit k FeSeni interakce télesa a kapaliny.

Koncept ALE metody byl poprvé predstavem pfi feSeni Glohy pomoci koneCnych diferenci.
Pozdgji byla metodaimplementovana do MKP [Donea, Huerta 2003]. Princip metody spocivav
definovani algoritmu, ktery transformuje soufadnice urcitého prostoru do druhého. ALE metoda
je vhodna k FeSeni problému interakce s relativné malymi deformacemi vypocetni oblasti. Pri
nadmérné deformaci dochazi k vzgemnému prekryti prvkll a numerické nestabilité vypottu.
Nadmérné deformaci 1ze predejit vytvorenim nove sité prvk jiZz na deformované oblasti feseni.

Transformacni vztah mezi pevnym kartézskym souradnym systémem a pohyblivym kFivoca-
rym souradnym systémem mlizeme vyjadrit zapisem

(X, Y, t),y(X,Y,t), XY € Qp,z,y € Qq,t € (0,7)

kde velka pismena zna€i soufadnice bodll pevné oblasti €2, mala pismena pfislusi soufadnicim
bodt deformované oblasti 2, at je as. Naoblasti proudéni definujme nasledujici Gtyfi rovnice

V2, =0 (1)
V23/t20 2
T
x:X+/ xydt 3
0
T
y=Y + [yt o

ReZenim Laplacovych rovnic (1), (2) obdrZime rychlost pretvoreni bodl oblasti, zbylé inte-
gréni rovnice (3), (4), jenz jsou zavislé na feSeni dvou predchozich rovnic, predstavuji predpis
pro vypocet soufadnic deformované oblasti 2.

Transformaci soufadnic |ze maticovym z&pisem zapsat nasledovné

dx Tx T dX dx
[dy] N lyj; y:] [dY] =7 ldY] 5)
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Prenasobime-li predchozi rovnici (5) inverzni Jacobiho matici J ! zleva, ziskameinverzni trans-

formaci
daX| . |dz
)= ®
kde
1 — Ix. 1
-1 _ & | Yy —Ty| _ | IxziXy — _
J a DJ [_yX rx []Y:E ]Yy ' aDJ XYy Tryx

Pomoci vySe odvozenych vztahll (5) a(6) miizeme definovat derivace s vyuzitim proménnych
pevného soufadného systému, tj.

Tta Yo | _ g1 |Tex Yex | _ TixIxe + 2y lye YixIxe + YivIlye @)
Tty Yty Try Yry TixIxy + Teylyy YxIxy + Yy lyy

jenz vyuzijeme k substituci v zapisu slabého FeSeni soustavy rovnic ALE metody (1) az (4).

Okrajové podminky rovnic (1) az (4) jsou spinény pomoci Lagrangeovych multiplikatord,
tzn, Ze Dirichletovy okrajové podminky nejsou uplatnény klasickym zptisobem plynouci z Ga-
lerkinovy formulace, nybrz je sestavena soustava algebraickych rovnic vyhovujici nasledujicim
podminkam

Ty —us =0
Y — v, =0 naofl;
Tt =0
naosl.,
yr =0 !

kde u, a v, znaCi rychlost télesa ve sméru pevného soufadného systému, 0€2; je hranice mezi
médiem a télesem a 02.,; jsou zbyvajici externi hranice. Pfedpokladejme, ze v Caset = 0 je
pevna a pohybliva oblast totozna ajednotlive uzly sité se prekryvaji. Z toho plyne, ze pocatecni
podminky ALE metody v kazdém uzlu sité splfiuji podminky z = X ay =Y.

2.2. Oblast proudéni

Abychom vy&etfili pohyb nestlatitelné viskozni tekutiny, hledejme FeSeni Navier-Stokesovy
rovnice zalozené na formulaci rychlosti a tlaku. Vzhledem k zavedeni ALE algoritmu je NS
upravena do nasledujiciho tvaru (objemoveé sily tekutiny jsou zanedbany)

P (o) 0 (Vu+ (T0)T)] 4 (U= %) V) u=0 ©

ot
—V-u=0 9

kde p je hustotakapaliny, u = {u, U}T jerychlostni pole proudéni ve sméru os X, Y, p znaci tlak,
n dynamickou viskozitu kapaliny a | je jednotkova diagonalni matice. x;, jak jiz bylo zminéno,
reprezentuje rychlost pretvoreni oblasti proudeni.

Stabilita numerického feSeni rovnice je znatné ovlivnéna velikosti Reynoldsova Cidla, jenz
vyjadfuje v charakteristickych velicinach pomér sily setrvacnosti k sile vnitfniho tfeni. Hlavnimi
pricinami numerické nestability NS v Galerkinové formulaci je pfitomnost nelinearni konvek-
tivniho ¢lenu v rovnici (8) a nevhodna volba aproximacnich funkci. Pfitomnost konvektivniho
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¢lenu zplisobuje uzlovou oscilaci FeSeni, prevazné v poli rychlosti proudéni, ktera narlista s do-
minanci Clenu. K uzlové oscilaci dochéazi v mistech se strmym gradientem feSeni. Nevhodna
volba aproximacnich funkci rychlosti proudéni atlaku miize zapricinit uzlovou nestabilitu v poli
tlaku nezavide na velikosti Re. Splnénim tzv. Ladyzhenskaya, Babuska, Brezzi kompatibilnich
podminek (LBB) pro aproximacni funkce Ize pomérné snadno tuto numerickou nestabilitu od-
stranit, avsak musime pouZzit aproximacnich polynomt vySSiho stupné, nez pripoudti funkcional
NS rovnice. Nestability vSak nejsou charakteristické pouze pro tuto formulaci a k podobnym
nestabilitam dochazi u jinych standardnich diskretizaCnich metod, jako jsou metoda konecnych
objem{l nebo metoda konecnych diferenci.

Stabilizace feSeni NS miizeme docilit vhodnou kombinaci Galerkinovy metody a metody
nejmenSich Stvercll (GLS) [Tezduyar 1992], kterou |ze povaZzovat jako zobecnéni tzv. stabilizace
streamline-upwind/Petrov-Galerkinovy metody [Donea, Huerta 2003]. Do plivodni soustavy di-
ferencianich rovnic (8) a(9) vliozime nové Cleny, které obdrZzime ze zakladni podminky variacni
metody nejmensich Gtvercl:

/ (p% =V [(=p) 1+ (Vu+ (Vu)")] +p((u=x)- V) u) D;dS; +

Nel

ou
—i-zl/(pa—nAu+p(u-V)U+Vp>7(—77AO+p(u-V)Cl—i—Vﬁ)Ddee,f:

— [ a-hpjdon, (10)
—V-u=0 (11)
kde h = [(—p) I+ (Vu + (Vu)Tﬂ - n zna€i Neumannovu okrajovou podminku.

Vlozené ¢leny jsou prenasobeny stabilizatnim koeficientem 7, jenz urcuje podil ¢lenli na
zobecnéném feSeni daného problému. Vyraz pro koeficient 7, stanoveny pro FeSeni loh pomoci
semi-diskretnich metod, je

1N 2\ )

T‘((em) +< n ) +9<h2>) ’ (12)
kder jekinematickaviskozita, At jevelikost Casového kroku ah prisludi velikosti prvku. Hodnota
parametru # zavisi na zvolené metodé Casove diskretizace. V naSem pripadeé je vyuZita metoda
Backward Euler, z ¢ehoz plyne # = 1. Podobneé jako jsme zavedli transformaci soufadnic u
ALE metody, vyuZijeme odvozeného vztahu derivaci také pro NS rovnici. Derivace funkci podie
soufadnic pohyblivého soufadného systému, jenz jsou obsazeny v NS, nahradime vztahem (7).

Poznamenegjme, ze GL SmetodajevhodnaprofeSeni problémuinterakce. Vzhledemk zavedeni
stabilizaénich ¢lenli do plivodni NS rovnice jsou automaticky splnény LBB podminky stability a
do vypoctu |ze aplikovat aproximacni polynomy prvniho stupné pro aproximaci rychlosti i tlaku.
Takto se snizi pocet stupill volnosti daného problému a minimalizuji se potfebné matematické
operacek vyreSeni soustavy. V pripadé, Ze chceme aproximovat feSeni pomoci polynomtl vySSich
fad, koeficient 7 definovany v rovnici (12) nelze pouZzit, viz. [Donea, Huerta 2003].

Okrajové podminky Navier-Stokesovy rovnice jsou podobné jako ALE metody spinény po-
moci Lagrangeovych multiplikatorf. Rychlost kapaliny na hranici obtékaného télesa se musi
rovnat rychlosti télesa, z ¢ehoz plyne

u=u, naoQ; (13)
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2.3. Oblast télesa
Na oblasti télesa definujme pohybovou rovnici vynuceného tlumeného systému, pro kterou plati

M U+ C,ug + KX = Fy (14)

kde M, C, aK, je matice hmotnosti, Gtlumu a tuhosti. Vektor x, oznaCuje posun télesa; rych-
lost, resp. zrychleni reprezentuje vektor u,, resp. U,. Za pravou stranu rovnice (14) dosadime
Lagrangeovy multiplikatory, které ziskame z podminky (13), €imz zajistime nejen Gcinek proudu
kapaliny ve sméru normaly povrchu télesa, ale také preneseni viskbzniho napéti z kapaliny na
téleso.

3. Priklad numerického modelu interakce

Teoretické podklady, uvedené v pfedchozim textu, davaji dostateCny zaklad pro vytvoreni nu-
merického modelu interakce mezi télesem a kapalinou. Zaméfme se nyni na konkrétni feSeni
GCinku vétru a odezvy stavebni konstrukce jim zatizené. M&me obdénikovy priifez télesa,
jenz znazornuje zjednoduSeny priifez mostovky visutého mostu, Obr. 1. Cilem bylo zjistit, zda
dojde ke ztraté tzv. aerodynamické stability télesa pri kritické rychlosti vétru stanovené expe-
rimentem [Dyrbye, Hansen 1997]. Déale bylo nutné prokazat numerickou stabilitu GLS metody
Navier-Stokesovy rovnice s vysokym Re Cislem. V pripadé, Ze by kritickarychlost vétru urCena
numericky nebyla hodnotou blizka naméFené kritické rychlosti vétru, 1ze pfedpokladat, ze GLS
stabilizace méni plivodni fyzikalni vyznam Navier-Stokesovy rovnice.

Analyzavysedki bylaprovedenaprotfi obdélnikové priifezy spomeéry stran vyska/Sirka=10 x
20, 10 x 30, 10 x 40cm s délkou 80cm. Geometricke, fyzikalni a modéni vlastnosti télesa byly
odvozeny z dynamickych charakteristik experimentu. Béhem experimentu ve vétrnem tunelu byla
méfena nejen odezva télesana proud vzduchu, ale také tlak pomoci dvanacti senzorli umisténych
na povrchu modelu.

Oblast proudéni a ALE
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Obr. 1. Schéma numerického modelu interakce télesa s kapalinou; okrajové podminky oblasti.
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Obr. 2. Detail nestrukturované deformované Obr. 3. Stanoveni kritické rychlosti vétru;
sité prvka pri flutteru. oblast tlakového pole s proudnicemi.

Obrazky 2. a 3. zachycuji pohyb télesa vlivem GC€inku vétrného proudu pfi hledani kritické
rychlosti vétru.

Numericky stanovené kriticke rychlosti, frekvence atlaky znazorfiuje Tab.1. Ty jsou srovnany
svysedky experimentu. Mizeme vidét, Ze velikost frekvence kmitani souhlasi s experimentem

pro vSechny testované télesa. Podobné, kriticka rychlost vzduchu numerického modelu se jen
malo liSi od experimentu.

Tab. 1. Kritickarychlost vétru afrekvence kmitani pfi ztraté aerodynamické nestability.

1/2 1/3 14
Experiment | Num. | Experiment | Num. | Experiment | Num.
Kritickarychlost [ms™1] 8 8.25 6 6.85 5 4.75
Frekvence kmitani [H z] 2.38 2.30 2.02 212 19 1.85

4, Zavér

V ¢lanku je popsana metoda numerického feSeni modelu interakce télesa a proudu vzduchu s vy-
sokym Reynoldsovym ¢islem. Plivodné nestabilni chovani feSeni Navier-Stokesovy rovnice bylo
odstranéno zavedenim kombinace Galerkinovy metody a metody negjmensich tvercil. Byl uka-
zan zplisob FeSeni problémi s nestacionarni vypoctovou oblasti, na niz byla zavedena Eulerova-
L agrangeovametoda popisu souradnic. Spolehlivost metody bylaovéfenanakonkrétnim prikladé
interakce. Cilem Glohy bylo stanovit a porovnat kritickou rychlost vétru s experimentem. Déle
byla prokézana numericka stabilita upravené Navier-Stokesovy rovnice s vysokym Re Cislem.
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