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ESTIMATION OF GENERALIZED STRESS INTENSITY FACTORS BY
MEANS OF MEAN VALUE OF STRAIN ENERGY DENSITY FACTOR

J. Klusak™

Summary: The contribution deals with bi-material wedges whose stress field is
characterized by two stress singular terms. The exponents of stress singularity are
generally in the interval (0; 1). For these cases each of the singularities covers
both normal and shear mode of loading. Because of the inherently combined
loading mode, it is advantageous to utilize the strain energy density concept. A
mean value of the strain energy density factor taken from a numerical solution of
particular materials junction is compared to its analytical representation to
ascertain values H; and H,. These values enter to stability criterion to indicate if
crack is initiated in the wedge tip.

1. Uvod

Moderni technické konstrukce ¢asto vyzaduji pouziti materiald slozenych z vice komponent.
Rozhrani mezi nimi pak plsobi jako koncentrator napéti. Zvlast nebezpecnym mistem
konstrukci se tak stdva bi-materidlové rozhrani vystupujici na volny povrch soucasti. Tato
mista lze ve vypoctech Uspé€Sné modelovat jako bi-materidlové vruby (obr. 1). Takové
singularni koncentratory napéti maji na rozdil od trhliny exponent singularity napéti obecné
v intervalu (0; 1). Navic v naprosté vétSin€ piipadil existuji dvé singularity, z nichZ kazda
v sob¢ zahrnuje jak normalovy, tak smykovy zatézovaci mod. V procesu posouzeni zivotnosti
obecnych singularnich koncentratori napé€ti je nutnym krokem stanoveni hodnot zobecnénych
soucinitelll intenzity napéti. Vzhledem k apriorni existenci kombinovaného médu zatézovani
se jevi vyhodné vyuzit faktor hustoty deformacni energie, resp. jeho stfedni hodnotu
vypoctenou pies jistou vzdalenost od vrcholu vrubu. Pro vypocet hodnot zobecnéného
souCinitele intenzity napéti (ZSIN) je v prispévku pouzita pfima metoda srovnani vysledkii
z numerického feSeni s odpovidajicimi analytickymi vztahy. Vyhodou této metody je, ze
vyuziva standardnich numerickych systémi MKP. Ziskané hodnoty H; a H, slouzi jako vstup
do kriteria stability rozhodujiciho, zda ve vrcholu vrubu k iniciaci trhliny za danych podminek
dojde, ¢i nikoli.
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Material 1

2 Material 2

obr. 1. Bi-materidlovy vrub s odpovidajicim polarnim soufadnym systémem

2. Rozdéleni napéti

V ptipad¢ bi-materidlového vrubu studovaného v ptispévku (ostry radius vrubu, skokova
zména materidlli pfes rozhrani, dokonald adheze v rozhrani) ma pole napéti singuldrni
charakter a je ur¢ovano kombinaci analytickych a numerickych postupt (Hilton, P.D. & Sih,
G. C. 1973; Owen D.R.J, Fawkes A.J. 1983). Ve vétsing€ piipadil je rozloZeni napéti popsano
dvéma singularitami s exponenty p; a p,. Na rozdil od trhliny jsou exponenty obecné razné od
2, a lezi v intervalu (0; 1). Kazdy singularni ¢len navic zahrnuje kombinovany zatéZovaci
mod. Ostatni  (nesinguléarni) ¢leny Williamsova rozvoje jsou zanedbany. V polarnich
soufadnicich (r, @) lze rozloZeni napéti zapsat v nasledujicim tvaru:
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Index m = 1, 2 rozliSuje materialy 1 a 2 v nichZ je rozloZeni napéti ur¢ovano. Hodnota H
je tzv. zobecnény soucinitel intenzity napéti (ZSIN) a je urCovan znumerického feSeni
konkrétni geometrie s danymi materidly a okrajovymi podminkami. Koeficienty @k, bk, Cts
dui pro k=1, 2 jsou znamé parametry odpovidajici exponentim singularity napéti py a zavisi
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na kombinaci materialt (Dundursovy parametry o, B, Dundurs, J. (1967)) a na geometrii
vrubu. Exponenty singularity napéti (0 < px < 1) plynou z geometrie a materidlové kombinace
(Klusdk J. & Knésl Z. 2004).

V dal§im ptedpoklddame existenci dvou singularnich clend. K Gplnému popisu pole
napéti pted vrcholem bi-materidlového vrubu je nutno uréit hodnoty ZSIN H; a H,. Tyto

budou urceny z numerického feSeni konkrétniho vrubu pomoci znalosti rozloZeni faktoru
hustoty deformacni energie.

3. Faktor hustoty deformacni energie

V ptipad¢€ inherentné kombinovaného zatézovaciho médu je vyhodné vyuzit k popisu iniciace
trhliny konceptu hustoty deformacni energie (SED). Na pocatku 70. let ukazal Sih (Sih, G.C.
1973), Ze porusovani materialu l1ze popsat pomoci faktoru hustoty deformacni energie S, ktery
je pro trhlinu definovan nésledujicim vztahem:

S=rdW/dv =r[ode (2)
0

Analogicky miize byt zaveden SED faktor X pro bi-materidlovy vrub:

S=rdW/dV = rjadg
0 (3)

Omezime-li se na rovinné problémy, pfejdeme na vztah:

2m = r(zamﬂﬁo-mrr (km - 1) + (Gmﬁgz + O-mrrz)(km + 1) + 40_]{7’92)/8#”1 (4)

kde k,=(1-v, )/(1+v,) plati pro rovinnou napjatost a k, 6 =(1-2v, ) pro rovinnou

deformaci, W, je modul pruznosti ve smyku, v, je Poissonovo ¢islo, a index m oznacuje
materidl. Dosazenim vztahti (1) pro slozky napéti do (4) dostavame vztah pro rozloZeni
faktoru hustoty deformacni energie v okoli vrcholu bi-materidlového vrubu. Poznamenejme,
7e na rozdil od trhliny, X z4visi na radidlni vzdalenosti  :

1
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a T, :F’ [m 2 1jvyjadruje pomér zobecnénych soucinitelll intenzity napéti. Tato
1
veli¢ina nemd konkrétni fyzikadlni vyznam, pouze vyjadiuje piispévek jednotlivych
singularnich ¢lenti do rozdéleni napéti. Nesouvisi tedy s ptispévky jednotlivych zatézovacich
madi, jako tomu je u trhliny ¢i ostrého vrubu v homogennim prostiedi.
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Vzhledem k zavislosti na radialni soufadnici 7, je vhodné jako veli¢inu rozhodujici o
iniciaci trhliny uvazovat sttedni hodnotu faktoru X pfes jistou vzdalenost d od vrcholu vrubu:

_ 1 d 1 d2*2P1 2-2py dZ*PPPZ
Zm = _IZ dr = HIQ( U F§1U2m + —2F21U12mj (6)

m+
dy 8du, '\2-2p " 2-2p, 2-p -p,

Integraéni vzdalenost d zde do vypoctl vstupuje jako strukturni parametr, resp. parametr
souvisejici s mechanismem porusovani. Voli se v piipadé kiehkého poruseni napi. ve
velikosti zrna materidlu, v ptipad¢ tnavového poruseni ve velikosti plastické zony.

4. Smér iniciace trhliny versus pomér zobecnénych souciniteli intenzity napéti

V praci (Klusék, J., Knésl, Z. 2006) je ukazéano, Ze uhel iniciace trhliny nezavisi na absolutni
hodnoté ZSIN, ale zavisi pouze na jejich poméru I';;. Vzhledem k tomu je mozno také na
zaklad& znalosti Ghlu iniciace uréit pomér I'y; = Ho/H,. Uhel piedpokladaného pocateéniho
sméru Sifeni je tedy ur€en pomoci n€kter¢ho z kritérii z numerického feSeni, napi. vyhledanim
maxima tangencidlniho napéti, ¢i minima faktoru hustoty deformacni energie. Kvuli zévislosti
téchto veli€in na » je opét mozné sledovat rozdéleni jejich stfednich hodnot. Naptiklad pro
nalezeni minima stfedni hodnoty faktoru hustoty deformacni energie musi byt splnény
nasledujici dvé podminky:
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Z numerického feseni je mozné ze zavislosti veliCiny Z na polarni soufadnici urcit thel
& predpoklddané iniciace trhliny. Ze znalosti tohoto uhlu je mozné urcit pomér I
z podminky (7), tedy z nasledujici kvadratické rovnice:
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Z moznych dvou feSeni pro dal$i postup bereme pouze to I, které v uhlu 6, implikuje
minimum stfedni hodnoty faktoru SED (tj. spliiuje podminku (8)).

5. Uréeni hodnot H1 a H2

Zname-li pomér hodnost I';; = Hy/H, (viz predchozi odstavce), zbyva ke kone¢nému urceni
hodnot zobecnénych soucinitelll intenzity napéti pouhé dosazeni do nasledujiciho vztahu:
-1

1 d¥2m 42 drnr 2
H == U, +—F§lU2m +——2IU,,, (10)
> 8du, \2-2p, 2-2p, 2=-p—p,
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Hodnota Z je vysledkem vypoctu numerického modelu, d je integracni vzdalenost, na
niz je vyhodnocovéna stiedni hodnota SED faktoru. Tu je tifeba volit s ohledem na
mechanizmus porusovani. Napt. pro kiehky lom d odpovida velikosti zrna, pro Gnavové
poruseni je mozno d volit ve velikosti plastické zony. Pro urceni hodnot ZSIN je teoreticky
mozno brat stfedni hodnotu faktoru SED v libovolném sméru. Jako logické se vSak jevi
doporuceni vypoctu hodnot H; a H, z hodnoty Z_m ve sméru @, predpokladané iniciace
trhliny.

Hodnota druhého soucinitele H; se urci zpétné z poméru I;:
H,=T,H, (11)

Poznamenejme, Ze béhem celého feseni se pro kazdou z materidlovych oblasti li§i vztahy
pro konstanty amk, bk, Cmks dmi- TO se promita také do rozlozeni napéti, a dalSich odvozenych
velic¢in. Proto je tfeba pro kazdou oblast pouzit spravné vstupni udaje. Konstanty a,x, bk, Cmis
dmnr v sob€ navic zahrnuji moznost rozliSit, zda se jednd o pfipad rovinné napjatosti, ¢i
deformace.

Nutné je také pfipomenout fakt, ze zatimco analytickd cast feSeni pocita pouze se
singularnimi Cleny rozvoje napéti, numericky vypocet zahrnuje vSechny ¢leny rozvoje. To
vSak spliiuje zakladni cil: pomoci singularnich ¢lenti aproximovat realné pole napéti.

6. Numericky priklad

Ovéfteni navrzeného postupu bylo provedeno na numerickém piipadu. Geometrie a zatizeni
bi-materialového vrubu jsou ziejmé z obr. 2. Uhly @y = 90° a @, = 180°, zatdZujici napéti Oapl
= 50 MPa. Materidlové charakteristiky: £; = 200 GPa, £, = 300 GPa, v; = v, = 0,3. Na
zaklad¢ geometrie a materidlovych charakteristik byly odvozeny exponenty singularity napéti
p1=0,432, p, = 0,058. Béhem feseni byl uvazovan piipad rovinné napjatosti.

obr. 2. Geometrie a zatizeni modelovaného bi-materialového vrubu

Detail sit¢ v okoli vrubu (viz obr. 2) byl volen s ohledem na kvalitni vyhodnoceni
rozloZeni napéti a ostatnich veli€in v zavislosti na polarni soutadnici 6.

Z konecno-prvkového feSeni zadané soustavy byl vyhodnocen ptedpokladany uhel
iniciace trhliny & = -63°. Ten byl vyhodnocen kritérii maximdlniho tangencidlniho napéti,
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minima hustoty deformacéni energie 1 minima stfedni hodnoty SED. Posledni zminéné je
ukazano na obr. 3.

Ze zndmeého predpokladané thlu iniciace trhliny je uren pomoci vztahti (7), resp. (9) a
(8) pomeér zobecnénych soucinitell intenzity napéti I5; = -1,929. Konecné absolutni hodnoty
ZSIN H, a H, je mozno urcovat v kterémkoli sméru. V tomto piipadé byl opét zvolen smér
predpokladané iniciace & = -63°, kde je stfedni hodnota faktoru hustoty deformacni energie

Y ,=9,5614 pro integracni vzdalenost d = 3,6x10° m.

20

Stredni hodnota faktoru hustoty deformacni energie

215

6o =-63° 0[]

-200 -150 -100 -50 0

obr. 3. Kritérium sméru iniciace trhliny zalozené na minimu stiedni hodnoty faktoru SED

Tak pomoci vztahii (10) a (11) jsou ur¢eny hodnoty zobecnénych souciniteli napéti H, =
8,07 MPa.m®*? a H, = -17,81 MPa.m®*®. V praci (Klusak, 2005) je pouzita piima metoda
vypoc¢tu hodnot ZSIN srovnanim vztahli pro napéti s numericky zjisténymi hodnotami ve
dvou smérech ptred vrcholem vrubu. Touto metodou byly pro stejnou konfiguraci ziskany
hodnoty H, = 9,034 MPa.m®*? a H, = -15,912 MPa.m***. Z uvedeného je vidét, ze obé
metody vedou k podobnym vysledkiim.

7. Zavér

Stanoveni hodnot zobecnénych soucinitell intenzity napéti je nutnym krokem ke kone¢nému
uréeni rozlozeni napéti v okoli singularnich koncentratorti napéti. Zaroven tyto hodnoty slouzi
jako vstup do kritérii stability, kterd posuzuji, zda v daném koncentratoru napéti dojde
k iniciaci trhliny nebo nikoli. Navrzeny postup urceni hodnot H, a H, je nésledujici: (i) MKP
vypocet rozloZeni napéti a hustoty deformacni energie kolem vrcholu vrubu, (ii) urceni
predpoklddaného sméru 6 iniciace trhliny (z numerického feSeni), (iii) Stanoveni poméru
hodnot ZSIN I, = Hy/H, z jednoznacné zavislosti tohoto poméru na sméru iniciace 6. (iv)
Urceni hodnot H; a posléze H, pomoci stfedni hodnoty faktoru hustoty deformacni energie.
Vyhodou tohoto postupu je jednak vyuziti konceptu faktoru hustoty deformacni energie, ktery
je zvlast vhodny pfi kombinovaném zatézovani, a také moznost implementace postupu do
MKP systému a tedy automatizace vypoctu bez zasahu uzivatele. Pro vypocet je nutné pouze
zadat integra¢ni vzdalenost d, kterd souvisi s mechanismem poruSovani, piipadné se
strukturou materialu.
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