
THE ROPES BEAR MORE.Z. Kalousek1, M. Vy¹anská2Summary: The paper deals with the properties of the ropes during their lon-gitudinal loading. The internal structure of the ropes implies some additio-nal radial tensions accompanied by the lose of the transversal isotropy of thedeformation inside the rope body. The change of internal geometry has itsconclusions observable externally; the in
uence on the mechanical propertiesof the rope may be signi�cant in some cases. The results of the numericalsimulations are presented; sometimes they are surprising.1. Deformace délkových útvarù s vnitøní strukturouPøi modelování vlastností materiálù s komplikovanìj¹í vnitøní strukturou bývá úèelnézavést rùzná zjednodu¹ení; ta èasto dovolí nahradit strukturu s mno¾stvím individuálníchprvkù kontinuem. Pokud ov¹em takovéto zjednodu¹ení není provedeno s nále¾itou opatr-ností a ohledem na efekty, které do chování materiálu mù¾e jeho vnitøní struktura vnést,stává se vypovídací hodnota modelu pochybnou.Jedním z nejjednodu¹¹ích materiálù popsaného typu jsou lana, multi�ly a pøíze {vesmìs se jedná o délkové útvary tvoøené systémem jednodu¹¹ích délkových útvarù (vlá-ken) uspoøádaných do dané geometrie. Pomineme pøípad staplových pøízí, jejich¾ chovánímù¾e být podstatnì ovlivnìno koneènou délkou pou¾itých vláken, a budeme se nadálezabývat pouze lany a multi�ly tvoøenými nekoneènými vlákny (pøesnìji: vlákny, jejich¾konce se nenacházejí uvnitø namáhané oblasti lana).Dosud publikované práce, napøíklad [2], pohlí¾ejí na lana jako na klasické kontinuum.Pøi jejich podélné deformaci se sice sleduje sní¾ení tuhosti dané sklonem vláken v multi�lu,ov¹em zcela se pomíjejí svìrné úèinky vnìj¹ích vrstev v lanu na jeho jádrové oblasti. Cílemèlánku je provést výpoèty, které tento vliv zohledòují.2. Geometrie multi�lu a jeho protahováníV dal¹ím textu se budeme zabývat pouze multi�ly, co¾ jsou nejjednodu¹¹í typy lan tvo-øené nekoneènými vlákny jednoho druhu, umístìnými na ¹roubovicích se spoleènou osou(osa lana). Stoupání ¹roubovic popsané úhlem � (obr.1), který svírá teèna ke ¹roubovicis osou lana, mù¾e záviset na vzdálenosti r vláknové ¹roubovice od osy; pro v¹echna vláknana té¾e hodnotì r v¹ak musí být spoleèné.1RNDr. Zdenìk Kalousek, CSc., Technická univerzita Liberec, fakulta strojní, katedra aplikovanékybernetiky, e-mail zdenek.kalousek@tul.cz2Ing. Monika Vy¹anská, Technická univerzita Liberec, fakulta textilní, katedra textilních technologií,e-mail monika vysanska@hotmail.com
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Z hlediska praktického pou¾ití lan je nejvýznamnìj¹ím typem jejich deformace prota-hování ve smìru osy. Ostatním mo¾né deformace (torze, zkosy, ohyby) pomineme. Prota-hování lana popí¹eme relativním prodlou¾ením ". Souèasnì se vlákna, která se nacházelana polomìru r, pøemístí na polomìr %(r). Deformace vláken popí¹eme relativními prodlou-¾eními v hlavních smìrech { ve smìru osy vlákna to bude prodlou¾ení "z, prodlou¾ení vesmìru radiálním vzhledem k ose lana oznaèíme "r a ve smìru kolmém na oba pøedcházejícíto bude prodlou¾ení "t.Úhel �(r), který svírala pøed deformací vlákna s osou lana,se po deformaci zmìní na hodnotu ��(r), pøièem¾tg �� = %(1 + ")r tg � :Pro jednotlivá prodlou¾ení v hlavních smìrech deformacedostaneme "z = (1 + ") cos �cos �� � 1 = �z � 1 �� " cos2 � � �1� %r� sin2 � ; (1)"r = %0(r)� 1 ; (2)"t = % cos ��r cos � � 1 = %(1 + ")r�z � 1 � (3)� " sin2 � � �1� %r� cos2 � ; (4)kde jsme zavedli�z = s(1 + ")2 cos2 � + %2r2 sin2 � :Vztahy (1) a (4) jsou aproximacemi pou¾itelnými tehdy, kdy¾jsou deformace malé, tj. "� 1, %r � 1 a %0 � 1.
�

Obr.1. Geometriemulti�luVýsledky (3), (4) nacházejí uplatnìní pouze v pøípadì, ¾e je pøi deformaci (natahování)lana zachován kontakt vláken v teèném smìru, podobnì (2) platí pouze tehdy, dotýkají-lise navzájem vlákna na rùzných polomìrech. Pokud jsou hodnoty "z, "r takové, ¾e na nìvlákna reagují ve tøetím smìru deformací "0t, která je men¹í ne¾ hodnota "t udávaná vztahy(3), (4), dojde k rozvolnìní kontaktu v teèném smìru a k urèení hodnoty "0t potøebujemeznát kromì geometrických parametrù ", r, %, � i materiálové vlastnosti vláken. Podobnáúvaha se týká i pøípadù, kdy dojde k rozvolnìní kontaktu vláken v radiálním smìru,popøípadì v teèném i radiálním smìru, av¹ak tyto situace nastávají velmi zøídkakdy.3. Lineární materiálové modelyPøi malých deformacích lze zpravidla aproximovat závislost napìtí na deformaci Ho-okeovým zákonem; v jeho dùsledku lze vyjádøit hustotu deformaèní energie pro transver-zálnì izotropní materiál podle [1] v pøípadì, kdy jedna z hlavních os deformace splývá
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s osou symetrie materiálových vlastností, jakow = 12E1 h("r + "t)2 � 2(1� �12)"r"ti+qE1E3�13("r + "t)"z + 12E3"2z ; (5)pro izotropní materiál dostaneme polo¾ením E1 = E3 = E a �12 = �13 = �w = 12E h"2r + "2t + "2z + 2�("r"t + "r"z + "t"z)i : (6)Pøipustíme-li situaci, ve které nedochází ke kontaktu vláken ve smìru teèném k lanu,indukují dané hodnoty "z, "r takovou deformaci "0t, aby byla hustota energie (5) minimální,tedy "0t = ��12"r �qE3E1�13"z : (7)Vztahu (7) pou¾ijeme namísto (3) v situaci, kdy bude"0t < "t ; (8)pøitom v mezním pøípadì rovnosti v (8) je mo¾no pracovat s obìma velièinami "t, "0t.4. Øe¹ení úlohy s kontaktem v teèném smìruPøedpokládejme, ¾e ostrá nerovnost v (8) neplatí pro ¾ádnou hodnotu r, materiál jeizotropní a Hookùv zákon platí v celém rozsahu deformací. Mno¾inu ¹roubovicových vlá-ken nyní nahradíme kontinuem, jeho¾ deformaèní vlastnosti budou vycházet z popsanégeometrie, a tedy budou urèeny hustotou deformaèní energie (6). Úlohou je nejprve najítneznámou funkci %(r). Ta bude mít takový prùbìh, aby minimalizovala celkovou defor-maèní energii, její¾ délkovou hustotu dostaneme integrací výrazu (6) pøes celý prùøez lanao polomìru R: wl = �E Z R0 r h"2z + "2r + "2t + 2� ("z"t + "r("z + "t))i dr : (9)Minimalizace integrálu Z ba !(r; %(r); %0(r))drvede (viz napø. [3]) na Lagrangeovy rovnice druhého druhu@!@% = ddr  @!@%0! : (10)Realizací této rovnice pro integrand z (9) jer%00 + %0 = 1 + (�z � 1) % sin2 �r�z +  %(1 + ")r�z � 1! (1 + ")3 cos2 ��3z ++� "(�z � 2)�1 + "�z � 1�+ �%r � 2� 1� %(1 + ")r�2z ! % sin2 �r�z �� 1� %(1 + ")r�2z ! %2r2 � (1 + ")2! sin 2�2�z r� 0# : (11)
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Deformaci lana bude popisovat takové øe¹ení výsledné diferenciální rovnice druhéhoøádu na intervalu h0; Ri, které bude vyhovovat okrajovým podmínkám%(0) = 0 ; (12)�r(R) = @w@"r �����r=R = E "%0(R)� 1 + �  �z(R) + %(R)(1 + ")R�z(R) � 2!# = 0 : (13)První podmínka je dùsledkem toho, ¾e body osy lana se posouvají pouze ve smìru pro-tahování, druhá podmínka je ekvivalentem nulové Neumannovy podmínky na povrchulana.Kromì uvedených dvou podmínek má smysl po¾adovat, aby øe¹ení takto formulovanéúlohy vyhovovalo je¹tì dal¹ím fyzikálnì podlo¾eným po¾adavkùm: funkce %(r) musí býtrostoucí na h0; Ri a její derivace musí být omezená na (0; R). Pokud najdeme øe¹ení úlohypro rovnici (11) vyhovující podmínkám (12) a (13), které uvedené po¾adavky nesplòuje,je ¾ádoucí uva¾ovat o smysluplnosti zadání øe¹ených rovnic.5. Linearizované øe¹ení problému s kontaktem.Pokus o analytické øe¹ení rovnice (11) je vzhledem ke komplikovanosti její pravé stranyodsouzen k nezdaru. Pro malé deformace lze v¹ak vyu¾ít pøibli¾ných vztahù (1), (4), co¾spolu s dal¹ími zanedbáními nekoneènì malých velièin druhého a vy¹¹ích øádù rovnici (11)znaènì zjednodu¹í.Pøi "� 1, %r � 1 a %0 � 1 dostaneme linearizací (11)r%00 + %0 � �1� 2(1� �) sin2 � cos2 �� %r = 2(1� �)(1 + ") sin2 � cos2 � ; (14)okrajová podmínka (13) bude mít pøi malých deformacích podobu%0(R)� 1 + �  "+ %(R)R � 1! = 0 : (15)Vlastnosti øe¹ení této úlohy budou urèujícím zpùsobem ovlivnìny závislostí úhlu �na vzdálenosti r vlákna od osy lana. Úloha je nejjednodu¹¹í pøi konstantním �; tehdydostaneme Bernoulliho rovnici. V triviálním pøípadì � = 1 nebo sin 2� = 0 má okrajováúloha dobøe známé øe¹ení %(r) = �1� �1+� "� r, v ostatních situacích je øe¹ením funkce%(r) = (1 + ")r � (1 + 2�)"Rq1� 2(1� �) sin2 � cos2 � + � � � rR�p1�2(1��) sin2 � cos2 � :Toto øe¹ení není uspokojivé. Lze snadno zjistit, ¾e v¾dy existuje hodnota r0 2 (0; R)taková, ¾e pøi r < r0 je %(r) < 0, jsou proto namístì pochybnosti o správnosti zadáníúlohy. Tu lze buï odmítnout jako konstrukènì nerealizovatelnou (problémem je vytvoøení¹roubovicových vláken s konstantním úhlem stoupání � pøi r ! 0), nebo je nutno zavrh-nout hookeovský koncept (6). Ukazuje se, ¾e samotné opu¹tìní linearizace rovnice (11)kvalitativnì jiné výsledky nedává.Charakter øe¹ení úlohy se podstatnì zmìní, pøidáme-li technologicky podmínìný po-¾adavek limr!0�(r) = 0 : (16)
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Tato formulace je je¹tì málo obsa¾ná, av¹ak lze vyslovit tvrzení, které je splnìním (16)podmínìno:Vìta 1: Nech» je Z R0 sin2 �(t) cos2 �(t)t dt = q � 1 + �2(1� �) (17)pro nìjaké q < 1 a platí (16). Pak pro ka¾dé " < 1�q�1+�+q existuje dvakrát derivovatelnárostoucí funkce %(r), která øe¹í rovnici (14) pøi okrajových podmínkách (12) a (15)Dùkaz: Zavedeme funkci u(r) = 1� %r :Je-li funkce u omezená, je daná okrajová úloha ekvivalentní integrální rovnici pro u(r)u(r) = �1 + � "+ (1� �) Z r0 �1� �1 + � tR2 + tr2 � (u(t) + ") sin2 �(t) cos2 �(t)dt++(1� �) Z Rr �1� �1 + � tR2 + 1t � (u(t) + ") sin2 �(t) cos2 �(t)dt : (18)Zobrazení �, které funkci u(r) pøiøazuje funkci de�novanou výrazem na pravé stranìrovnice (18), je kontraktivní na mno¾inì funkcí nezáporných a omezených na intervaluh0; Ri, koe�cient kontrakce nepøevy¹uje hodnotu q. Podle Banachovy vìty má rovnice (18)na Ch0; Ri právì jedno nezáporné øe¹ení a toto øe¹ení lze získat jako limitu posloupnostiPicardových aproximací u = limn!1un ;kde u1 2 Ch0; Ri libovolná, un = �(un�1) pro n > 1. Z vlastností kontraktivního zobrazenívyplývají i ostatní tvrzení vìty. 2Nalezené øe¹ení úlohy bude pou¾itelné, pokud v ¾ádném bodì intervalu h0; Ri nebudeplatit nerovnost (8). Linearizace nerovnosti opaèné k (8) vede po dosazení z (4) a (7) proizotropní materiály na nerovnici, která mù¾e být splnìna pouze za pøedpokladuh� + cos2 �(R)i (1� �) � (1� q)(1 + �) : (19)Ukazuje se, ¾e tento po¾adavek je pomìrnì silný. Kupøíkladu pro ideální kroucené lano,které je charakterizováno závislostítg �(r) = k � r = tg �(R) � rR (20)dostaneme q = 1��1+� sin2 �(R), a pro takovéto q není (19) splnìna nikdy.Musíme tudí¾ pøipustit rozvolnìní mezivlákenných kontaktù v povrchových oblastechlana. Podobné výsledky lze oèekávat pro vìt¹inu technologicky významných prùbìhùfunkcí �(r).6. Øe¹ení úlohy bez kontaktu vláken v povrchové oblastiNa základì pøedcházejících výpoètù budeme pøedpokládat, ¾e v povrchové èásti lanabude platit nerovnost (8), zatímco ve vnitøní èásti lana kontakt vláken ve v¹ech smìrech
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nastávat bude. V povrchové oblasti je tøeba je¹tì sestavit Lagrangeovy rovnice (10). Tyvedou po linearizaci nar%00 + %0 = %r sin4 � + cos2 �(1 + sin2 �) + " cos2 � �sin2 � � �1 + ���� 2�r1 + � �%r � 1� "� sin� cos �� 0 ; (21)Neumannova okrajová podmínka má nyní tvar(1 + �) (%0(R)� 1) + � "" cos2 �(R) +  %(R)R � 1! sin2 �(R)# = 0 : (22)Nech» rK je hranièní bod mezi oblastí, na ní¾ platí rovnice (14), a oblastí platnosti(21). V tomto bodì musí platit rovnost charakterizující pøechod mezi obìma oblastmi, tj." sin2 �(rK)�  1� %(rK)rK ! cos2 �(rK)++� "%0(rK) + " cos2 �(rK)�  1� %(rK)rK ! sin2 �(rK)� 1# = 0 : (23)Tato podmínka spolu s po¾adavkem spojitosti funkce % a radiálního napìtí v bodì rKzaji¹»uje i spojitost funkce %0(r).Problémem je chybìjící informace o poloze hranièní hodnoty rK . V první fázi øe¹ení alemù¾eme vycházet z pøedpokladu, ¾e tuto hodnotu známe. Na intervalu h0; rKi lze vyu¾ítpostupu z pøedcházejícího odstavce. Odli¹ná okrajová podmínka (23) v pravém krajnímbodì intervalu dává rovniciu(r) = " sin2 �(rK) + � cos2 �(rK)cos2 �(rK) + � �1 + sin2 �(rK)� ++1� �4 �Z r0 tr2 (u(t) + ") sin2 2�(t)dt+ Z rKr 1t (u(t) + ") sin2 2�(t)dt�� (1� �) cos2 �(rK)cos2 �(rK) + � �1 + sin2 �(rK)� Z rK0 tr2K (u(t) + ") sin2 2�(t)dt9=; : (24)Za pøedpokladu je¹tì o nìco slab¹ího ne¾ (17) lze øe¹ení integrální rovnice (24) dostatznovu jako limitu posloupnosti Picardových aproximací, nebo» platíVìta 2: Nech» je splnìna nerovnostZ R0 sin2 �(t) cos2 �(t)t dt = q � 11� � (25)pro nìjaké q < 1. Pak pro ka¾dé rK 2 (0; Ri a ka¾dé " < 1�q12�+q existuje funkce u(r), kteráøe¹í rovnici (24), a pøitom funkce % = r � ru je rostoucí a lipschitzovská na intervaluh0; rKi, .Dùkaz: Je velmi podobný dùkazu Vìty 1, proto jej neuvádíme. 2
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Rovnici (21) na intervalu hrK; Ri mù¾eme po její formulaci pro funkci u(r) interpre-tovat jako soustavu dvou lineárních rovnicu0 = v ; (26)v0 = �3rv � h 1r2 (1 + sin2 �) cos2 � + 2�(1+�)r sin� cos �� 0i u�� h 1r2 cos2 � �sin2 � � �1+��+ 2�(1+�)r sin� cos �� 0i " : (27)Pokud je funkce cos2 �(r) lipschitzovská na h0; Ri, je pro ka¾dé rK > 0 soustava rovnic(26), (27) s poèáteèními podmínkami u(rK) = uK, v(rK) = vK øe¹itelná jednoznaènì nahrK; Ri. Poèáteèní hodnoty uK, vK = u0(rK) jsou urèeny hodnotami øe¹ení (18) v bodì rK.Je-li pro dané rK zkonstruováno øe¹ení u(r), v(r), lze vypoèítat hodnotu radiálníhonapìtí �R(z) = �r(R)jrK=z. Napìtí �r je vyjádøeno pomocí funkcí u, v jako�r(r) = E(1� �) n(1 + �) [�u(r)� rv(r)] + � h" cos2 �(r)� u(r) sin2 �(r)io :Hodnotu kontaktního polomìru rK pak urèíme numericky jako øe¹ení rovnice�R(rK) = 0 :Existence tohoto øe¹ení dosud není zaruèena. Lze v¹ak dokázat, ¾e pro funkce �(r)neklesající na h0; Ri je podmínka(1� �) cos2 �(R) + � [2q � (1 + �)] � 0 (28)postaèující pro to, aby hodnota �R(R) byla záporná. Dále je mo¾no odhadnout napìtí �Rpøi volbì kontaktního polomìru rK ! 0. Zavedeme funkci�(r) = eR [1� �1+� sin2 �(r)]dr�r(r)E(1� �)(1 + �) : (29)Za pomoci funkce �(r) mù¾eme vyslovit pøi splnìní urèitých postaèujících podmínek zá-vìry týkající se hodnoty napìtí �R(0):Vìta 3: Nech» je �(r) spojitá na h0; Ri, �(0) = 0 a funkce tg 2�(r)r je nerostoucí na (0; Ri.Pak je hodnota �R(0) = limrK!0 �R(rK)pro kladné prodlou¾ení lana " kladná.Dùkaz: Pro funkci � lze ukázat, ¾e je pøi rk ! 0 rostoucí a nezáporná na nìjakém pravémokolí bodu r = 0 { to vyplývá z pøímého výpoètu napìtí �r. Kdyby tato funkce mìla býtv nìjaké èásti intervalu (0; R) klesající, musela by mít uvnitø tohoto intervalu stacionárníbod rs. Výpoètem lze ovìøit, ¾e v takovémto stacionárním bodì by muselo platit� 00(rs) > � 1 + 2�(1 + �)2 f̂(rs) cos4 �(rs)" tg 2�(r)r !0rs � 0 :Výsledkem je spor, nebo» funkce � má v bodì rs svého pøedpokládaného lokálního maximakladnou druhou derivaci. Funkce � musí tedy být rostoucí, a v dùsledku toho i kladná, nacelém intervalu (0; Ri, a dále z (29) vyplývá i kladné znaménko napìtí �r(r) na (0; Ri. 2Ze spojitosti funkce �R(rK), z její kladnosti pøi rK = 0 za pøedpokladù Vìty 3. a z jejízáporné hodnoty pro rK = R pøi splnìní (28) vyplývá, ¾e existuje hodnota rK 2 (0; R) tak,¾e �R(rK) = 0, tedy deformace popsaná nalezenou funkcí %(r) vyhovuje nulové Newtonovìokrajové podmínce na povrchu lana.
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7. Numerické experimentyV první fázi budeme hledat výsledky pro aspoò jednu distribuci �(r), která vyho-vuje postaèujícím podmínkám existence øe¹ení formulovaným v pøedcházejícím odstavci.Takovou distribucí je � = arctg �kpr� = arctg �r rRtg �R� ; (30)nebo» vyhovuje pøedpokladùm Vìty 3, a pokud jde o podmínku Vìty 2, dává vztah (25)q = (1� �) Z R0 k2tt(1 + k2t)2dt = (1� �) sin2 �R < 1 :Funkce �(r) je neklesající, proto lze hledat takové hodnoty parametru �, aby platilo (28);výpoèet ukazuje, ¾e této podmínce nepochybnì vyhovují v¹echny hodnoty � � 12 .Na grafech na obr. 2. a¾ 5. jsou znázornìny prùbìhy funkcí u(r)" { tento zlomek pøedsta-vuje v jistém smyslu ekvivalent Poissonova pomìru { pøi rùzných hodnotách parametrù� a povrchových úhlù �R = �(R). Hodnotì �R = 0 odpovídá konstantní u = �1+� . Polohapolomìru rK, na kterém dochází ke ztrátì kontaktu, je vyznaèena prázdným krou¾kem.Pro materiály s velmi malou hodnotou parametru � = 0; 05 je pøi dostateènì malýchpovrchových úhlech (do �4 ) zachován plný kontakt mezi vlákny v celém prùøezu struktury.

r0

u"

�1+�0:51
2
3

RObr.2. Pøíèné deformace, tg � = kpr,� = 0; 05

�R = �16�R = �8�R = 3�16�R = �4�R = 5�16�R = 3�8
r0

u"
�1+�0:51 RObr.3. Pøíèné deformace, tg � = kpr,� = 0; 35Ukazuje se, ¾e pro materiály s malou hodnotou parametru � lze pøi úhlech �R mírnìpøesahujících hodnotu �4 vytvoøit v oblasti osy lana extrémní stlaèení dosahující nìkoli-kanásobku hodnoty relativního prodlou¾ení. Pro nìkteré hodnoty povrchových úhlù lze
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navíc dosáhnout pomìru mezi relativním pøíèným zkrácením u a relativním prodlou¾ením" vìt¹ího ne¾ 12 v celém prùøezu multi�lu; lano se tedy chová navenek jako materiál s jinaknedosa¾itelným Poissonovým pomìrem vìt¹ím ne¾ 12 .

r0

u"
�1+�0:5
1

RObr.4. Pøíèné deformace, tg � = kpr,� = 0; 65

�R = �16�R = �8�R = 3�16�R = �4�R = 5�16�R = 3�8
r0

u"�1+�0:5
RObr.5. Pøíèné deformace, tg � = kpr,� = 0; 95Vra»me se nyní ke krouceným multi�lùm s distribucí �(r) popsanou vztahem (20).Tato závislost sice nevyhovuje postaèující podmínce existence øe¹ení úlohy z Vìty 3, ov¹empøesto lze zkusit, zda tato podmínka není pøíli¹ silná; je v¹ak nutno poèítat s mo¾nostíneúspìchu. Pøi numerickém testování taková situace nenastala.V kapitole 5. jsme dále dokázali, ¾e pro zkoumaný materiál nelze dosáhnout nulovéhonapìtí �r bez rozvolnìní kontaktù mezi vlákny v teèném smìru; je tedy v¾dy �R(R) < 0.Grafy na obr. 6. a¾ 9. znázoròují prùbìhy funkcí u(r)" pøi stejných hodnotách � a �Rjako u multi�lù s distribucí (30). Efekty pozorovatelné pro lana se závislostí (30) zdenastávají rovnì¾, pouze v ménì výrazné podobì.Zajímavé je vyhodnocení pomìru modulu pru¾nostiY = 1�R2 d2wld"2 ;a modulu pru¾nosti Y0 materiálu bez struktury. Délková hustota deformaèní energie wlse dostane integrací (6) analogicky k (9), je v¹ak tøeba uvá¾it, ¾e pro r > rK je nutnopracovat s deformací "0t.Závislost modulu pru¾nosti na sklonu povrchových vláken �R pøi rùzných materiálo-vých parametrech � je pro obì sledované distribuce úhlu � uvnitø multi�lu znázornìna nagrafech v obr. 10, 11. Pro ideální kroucené lano (obr.11) je tato závislost pomìrnì blízkáprùbìhu funkce cos2 �R, co¾ je výsledek uvádìný [2]; odchylky ale nelze v oblastech úhlùblízkých �R � �4 zanedbat.Pøi orientaci vláken v multi�lu popsané vztahem (30) stojí za pozornost pøedev¹ímzvý¹ení modulu pru¾nosti pøi � <� 0; 1 v oblasti úhlù kolem �4 nad hodnotu modulu pru¾-nosti samotného materiálu. Tento efekt nás opravòuje tvrdit to, co je uvedeno v názvupøíspìvku, nehledì na to, ¾e vìt¹í pevnost takovéhoto multi�lu bude pravdìpodobnì je¹tìdoprovázena vzrùstem ta¾nosti { ta bývá radiálními tlaky ovlivòována pozitivnì.
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RObr.6. Pøíèné deformace, tg � = kr,� = 0; 05

�R = �16�R = �8�R = 3�16�R = �4�R = 5�16�R = 3�8
r0

u"
�1+�0:5 RObr.7. Pøíèné deformace, tg � = kr,� = 0; 35

r0
u"�1+�0:5

RObr.8. Pøíèné deformace, tg � = kr,� = 0; 65 r0
u"�1+�0:5

RObr.9. Pøíèné deformace, tg � = kr,� = 0; 95
� = 0:05� = 0:10� = 0:20� = 0:35� = 0:65� = 0:95

�R

YY0

0 �4 �20:20:40:6
0:81:0
Obr.10. Moduly pru¾nosti, tg � = kpr

� = 0:05� = 0:35� = 0:65� = 0:95
�R

YY0
0 �4 �20:20:40:6

0:81:0
Obr.11. Moduly pru¾nosti, tg � = kr
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8. Test výsledkù na dvojmo skaných pøízíchJednoduchým reprezentantem struktur podobných multi�lùm jsou dvojmo skané pøíze.Elementární jednotkou je zde jednoduchá pøíze; dvojmo skaná pøíze vznikne zakroucenímdvojice pùvodnì rovnobì¾ných jednoduchých pøízí. Prùøez takto vzniklého materiálu mù¾ebýt s dobrou pøesností aproximován elipsou s nepøíli¹ velkou excentricitou a ponìkudhrubìji kruhem.Byly sledovány moduly pru¾nostidvojmo skaných prstencových bavlnìnýchpøízí s rùznými skacími zákruty ovlivòu-jícími povrchový úhel �R. Namìøené po-mìry modulù pru¾nosti dvojmo skaných ajednoduchých pøízí s rùznými jemnostmi(délkovými hustotami) jsou znázornìny nagrafech v obr. 12.S výjimkou pøíze 25 tex lze na v¹echostatních grafech pozorovat tendenci k vy-tváøení maxima závislosti modulu pru¾-nosti na úhlu �R; pro hrub¹í pøíze setoto maximum nachází v blízkosti hod-noty �R = �5 , pro pøízi 10 tex by totomaximum bylo blízko hodnoty �10 . Bohu-¾el, pro pøíze 10 a 25 tex nebylo k dis-pozici více experimentálního materiálu,tak¾e rozsah zpracovávaných dat nemádostateènou vypovídací hodnotu.

10 tex25 tex42 tex50 tex
�R

YY0

0 �8 �40:20:4
0:60:8
1:0

Obr.12. Závislost modulu pru¾nostidvojmo skané pøíze na sklonupovrchových vláken.Rozborem vlastní vnitøní struktury jednoduchých pøízí dojdeme k závìru, ¾e rozlo-¾ení orientací vláken tvoøících jednoduché pøíze ve výsledné dvojmo skané pøízi odpovídáspí¹e pøípadu popsanému vztahem (30), tedy rùst úhlu �(r) je zpoèátku strmý, pozdìjipozvolný. Pak ov¹em existence lokálních maxim pomìru YY0 ani hodnota tìchto pomìrùpøesahující v nìkterých pøípadech jednièku není pøekvapující.9. Øe¹ení úlohy pro dvouvrstvá lanaØada prakticky pou¾ívaných lan (napøíklad horolezecká lana) je konstruována jakovícevrstvé systémy. Jádrová oblast je tvoøena rovnobì¾nými vlákny (prakticky se ov¹emznovu pou¾ívá sada rovnobì¾ných slabých kroucených ¹òùr), vnìj¹í { pomìrnì slabou {vrstvu tvoøí oplet. Jádro mívá zpravidla men¹í modul pru¾nosti3.Deformaèní úlohu pro takto vytvoøené lano lze øe¹it analyticky. Materiálové parame-try jádra oznaèíme E1, �1, pro oplet budeme pracovat s hodnotami E2, �2. Je-li opletdostateènì slabý, lze pova¾ovat sklon vláken v opletu za konstantní.V jádrové oblasti bude problém popsán rovnicí (14) pøi � = 0; tato rovnice má zapodmínky (12) øe¹ení %(r) = k � r : (31)V oblasti opletu bude hledaná funkce %(r) øe¹ením rovnice (21), ve které ale díky3a vìt¹í ta¾nost, co¾ není z hlediska malých deformací, kterými se zabývá èlánek, podstatné
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nezávislosti úhlu � na promìnné r vypadne poslední èlen na pravé stranì. K okrajovépodmínce (22) pøibude poøadavek spojitosti radiálního napìtí v bodì rK. Zjednodu¹enárovnice (21) má obecné øe¹ení%(r) = C1rsin2 � + C2r� sin2 � +  1 + sin2 � � �21+�21 + sin2 � "! r ;koe�cienty C1, C2 urèíme spolu s koe�cientem k v (31) z okrajové podmínky (22) a zespojitosti funkce %(r) a napìtí �r na hranici mezi jádrem a opletem. Lze dokázat, ¾evýsledná soustava tøí lineárních rovnic je v¾dy jednoznaènì øe¹itelná.Vezmìme modelovou situaci typickou pro horolezecká lana { úhel � = �4 , polomìrjádra rK = 0; 75R. Dále budeme pøedpokládat hodnoty �1 = 0; 2, �2 = 0; 5, a pomìrhodnot E1 = 16E2. Øe¹ením rovnic rovnováhy v opletu je funkce%(r) = r + 24�0:45178prR� 0:01467sR3r + 19r35 " ;v jádru dostáváme %(r) = (1� 0:43315")r :Dal¹ím výpoètem bychom zjistili, ¾e energie potøebná na elastickou deformaci jádra jev tomto pøípadì pøibli¾nì o 10% vìt¹í ne¾ pøi jeho prostém relativním prodlou¾ení ".Vhodnou manipulací s parametry �1;2, E1;2 a úhlem � lze dosáhnout je¹tì výraznìj¹íchefektù. Schopnost lana absorbovat pøi deformaci energii (napøíklad pro horolezecká lanato je typicky energie pádu lezce) ve formì ménì ohro¾ující jeho u¾itné vlastnosti je dal¹ímdùvodem pro tvrzení z názvu èlánku.10. ZávìryProvedené výpoèty dokumentují, ¾e vhodným uspoøádáním vláken v multi�lu a vol-bou vlákenného materiálu lze vytvoøit strukturu, která má témìø libovolné mechanickévlastnosti; pøitom jsme ani nepøihlí¾eli k mo¾nosti vytvoøit lano komponované ze sadymulti�lù, co¾ je ov¹em bì¾ná praxe.Vyhodnocené experimenty napovídají, ¾e na nìkteré pøekvapující výsledky vytvoøe-ného modelu lze narazit u reálných materiálù; je pravdou, ¾e porovnání modelu a mìøeníje trochu znehodnoceno faktem, ¾e pøíze samotné jsou materiálem velmi pravdìpodob-nostního charakteru, a proto se na získané èíselné hodnoty nelze pøíli¹ spoléhat.Podìkování: Práce vznikla s podporou VCTII { 1M4674788501.Literatura:[1] Èernych, K. F.: Vvedìnije v anizotropnuju uprugos», Nauka, Moskva, 1988.[2] McKenna, H. A., Hearle, J. W. S., O'Hear, N.: Handbook of �bre rope technology,Woodhead Publishing, Cambridge, 2005.[3] Okrouhlík, M. et al.: Mechanika poddajných tìles, numerická matematika a superpo-èítaèe, Ústav termomechaniky, Praha, 1997.
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