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Summary: The paper studies how wheel and rail unevennesses effect behaviour and
life of wheel-rail system. Unevenness can be caused by the production inaccuracy
or by the wear. To study this, a computational model was created which considers
three possible ways of behaviour: rolling, sliding and movement without the contact
of the wheel with the rail. The computations revealed the unevennesses bring
oscillations into the system which for one thing significantly increase the forces in
the contact and for another cause reducing the load and that leads to the sliding or
even the loss of the contact. The sliding causes friction which creates heat which can
lead to material changes and/or increased stress. The loss of contact leads to the
impact. This proves unevennesses have very negative effect on the wheel-rail system.

1. Úvod

Na životnost kol kolejových vozidel a kolejnic má významný vliv, k jakému opotřebenı́ docházı́
v důsledku provoznı́ch podmı́nek. Pro zkoumánı́ chovánı́ v kontaktu kola a kolejnice se běžně
použı́vajı́ modely, které použı́vajı́ ideálnı́ geometrii kol a kolejnic, tedy kola s kruhovým tvarem
a rovná kolejnice [Pejchal 2005]. Reálná geometrie kola je však odlišná. Už tvar nových kol je
zatı́žen výrobnı́mi nepřesnostmi, odchylky od kruhového tvaru se dále prohlubujı́ opotřebenı́m.
Nejčastějšı́m druhem opotřebenı́ je vytvářenı́ plošek při zablokovánı́ kol při prudkém brzděnı́
nebo při dlouhodobé odstávce. Kolo tak časem zı́skává tvar n-úhelnı́ku. Podobně kolejnice může
mı́t nerovnosti, které mohou být způsobeny nepřesnostmi při výrobě, nepřesným uloženı́m nebo
změnou tvaru v důsledku změn teploty prostředı́ a také lokálnı́m opotřebenı́m, které může být
způsobeno brzděnı́m vozidel.
Tyto nerovnosti se projevujı́ vibracemi, které se mohou přenášet do vozidla a vyvolávat nežá-
doucı́ hluk. Na životnost kol a kolejnic tyto nerovnosti působı́ tak, že silové působenı́ mezi kolem
a kolejnicı́ se měnı́ z konstantnı́ho na pulzujı́cı́, což může být přı́činou únavových trhlin. Dále
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v Brně; Technická 2, 616 69 Brno; tel.: +420-541142858; e-mail: petruska@fme.vutbr.cz
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tyto nerovnosti mohou způsobit drobné prokluzy, které jsou přı́činou vytvářenı́ tepelného pole
s nežádoucı́mi účinky na životnost [Ekberk and Kabo 2003], či dokonce krátkodobou ztrátu
kontaktu kola s kolejnicı́, které vede k nárazům, které jsou přı́činou dalšı́ho snı́ženı́ životnosti
kol a kolejnic.
Tento článek se zabývá dynamikou soustavy kola a kolejnice s uvažovánı́m nerovnostı́. Ne-
rovnosti kol a kolejnic majı́ obecně náhodný charakter, zde ovšem byly zjednodušeny tak, aby
nerovnosti měly charakter deterministický, konkrétně byly nahrazeny harmonickou funkcı́. Kolo
tak dostalo tvar pravidelného n-úhelnı́ku se zaoblenými hranami, kolejnice má tvar sinusoidy.
Byly počı́tány simulace chovánı́ při různých amplitudách nerovnostı́ se záměrem zjistit, jak
ovlivňujı́ silové působenı́ mezi kolem a kolejnicı́ a vzájemný pohyb kola a kolejnice.

2. Výpočtový model

Použitý výpočtový model byl odvozen pro pohyb kola po vodorovné rovině, přičemž se uvažujı́
obecně 4 stupně volnosti: horizontálnı́ poloha soustavy x, výchylka středu kola z rovnovážné
polohy yk, výchylka vozidla z rovnovážné polohy yv a úhel natočenı́ kola ϕk.
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Obrázek 1. Schéma použitého modelu soustavy.

2.1. Popis nerovnostı́
Při popisu geometrie kola bylo opotřebenı́ původnı́ho kruhového tvaru zahrnuto do funkce
r (ϕk). Poloměr kola tak byl popsán funkcı́

R (ϕk) = R0 − r (ϕk) (1)

kde R0 je původnı́ poloměr kola. Pro výpočty byly nerovnosti tvaru zjednodušeny a funkce r
zvolena

r (ϕk) = rm · (1 + cos 27ϕk) (2)

kde rm je amplituda nerovnostı́. Vzniklý tvar kola je takový, že na jeho obvodu vzniká
27 zploštěnı́, s kterými připomı́ná pravidelný 27-úhelnı́k se zaoblenými hranami.
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Podobně nerovnosti kolejnice byly popsány harmonickou funkcı́

w (x) = wm · cos 2π
lv

x (3)

kde wm je amplituda nerovnostı́ a lv délka vlny nerovnosti.

2.2. Kinematické závislosti
Když je kolo v kontaktu s kolejnicı́, je poloha středu kola yk funkcı́ ujeté vzdálenosti x a natočenı́
kola ϕk. Podobně při valenı́ existuje závislost mezi polohou x a úhlem otočenı́ kola od začátku
valenı́, tedy úhlem ϕk. Při tvorbě modelu byla provedena určitá zjednodušenı́. Kontakt kola
s kolejnicı́ byl uvažován přesně pod středem kola. Funkce polohy středu kola yk a jejı́ časové
derivace jsou:

yk = w (x) +R (ϕk)−R0 (4)

ẏk =
dw
dx

· ẋ+ dR
dϕk

· ϕ̇k (5)

ÿk =
d2w
dx2

· ẋ2 + dw
dx

· ẍ+ d
2R

dϕ2k
· ϕ̇2k +

dR
dϕk

· ϕ̈k (6)

Při stanovenı́ závislosti mezi x a ϕk při valenı́ byl vliv nerovnostı́ kolejnice uvažován jako
nepodstatný. Vztah pro x pak je

dx = R (ϕ) · dϕ (7)

x = x0 +

ϕk∫

ϕk0

R (ϕ) · dϕ (8)

ẋ = R (ϕk) · ϕ̇k (9)

ẍ = R (ϕk) · ϕ̈k +
dR
dϕk

· ϕ̇2k (10)

kde x0 a ϕk0 jsou polohy na začátku valenı́.

2.3. Pohybové rovnice soustavy
Pohyb vozidla může probı́hat třemi způsoby. Dokud kolo udržuje kontakt a nedocházı́ k prokluzu,
odvaluje se. Když tečná sı́la v kontaktu překoná adhezi, dojde k prokluzu a kolo se pohybuje
smýkánı́m. Třetı́ způsob, jak se kolo může pohybovat, je, když ztratı́ kontakt s kolejnicı́. Tehdy
je nulové působenı́ sil mezi kolem a kolejnicı́. Jednotlivé způsoby pohybu jsou popsány vlastnı́
soustavou diferenciálnı́ch rovnic a pohyb soustavy je řešen jako střı́dánı́ módů při splněnı́
podmı́nek pro změnu.

2.3.1. Vertikálnı́ pohyb vozidla
Vertikálnı́ pohyb vozidla (yv) nezávisı́ na tom, jakým způsobem probı́há pohyb kola. Řı́dı́ se
diferenciálnı́ rovnicı́

mv · ÿv = Fk + Fb −mv · g (11)
kde mv je hmotnost vozidla na kolo, Fk je sı́la, kterou působı́ pružina na vozidlo, Fb je sı́la
tlumenı́ a g je tı́hové zrychlenı́.
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2.3.2. Valenı́
Při valenı́ je kolo v kontaktu s kolejnicı́ a nedocházı́ k prokluzu, pro x a yk tedy platı́ rovnice
(4) - (10). Z diferenciálnı́ rovnice vertikálnı́ho pohybu kola se určı́ normálová sı́la v kontaktu N

N = mk · ÿk + Fk + Fb +mk · g (12)

kde mk je hmotnost kola a jeho uchycenı́, které se pohybuje s nı́m. Tečná sı́la v kontaktu T se
určı́ z diferenciálnı́ rovnice horizontálnı́ho pohybu

T = (mv +mk) · ẍ+ Fz (13)

kde Fz je sı́la, do které je zahrnutý odpor proti pohybu, např. odpor vzduchu. Sı́ly N a T jsou
dosazeny do diferenciálnı́ rovnice otáčenı́ kola

I · ϕ̈k =MM − e ·N − T ·R (14)

kde I je moment setrvačnosti kola a pohonu, MM je hnacı́ moment a e je rameno valivého
odporu. Z rovnic (4) - (10), (12) - (14) se vyjádřı́ ϕk a integruje se soustava dvou nelineárnı́ch
diferenciálnı́ch rovnic druhého řádu s neznámými yv a ϕk.
Podmı́nky, které musı́ být splněny pro valenı́, jsou:

T ≤ fs ·N (15)
N ≥ 0 (16)

kde fs je součinitel adheze v kontaktu kola s kolejnicı́. Při nesplněnı́ podmı́nky (15) dojde
k prokluzu, při nesplněnı́ podmı́nky (16) dojde ke ztrátě kontaktu kola s kolejnicı́.

2.3.3. Smýkánı́
Při smýkánı́ je stále kolo v kontaktu s kolejnicı́ a docházı́ k prokluzu, pro yk tedy stále platı́
rovnice (4) - (6). Normálová sı́la v kontaktu N se opět určuje z diferenciálnı́ rovnice vertikálnı́ho
pohybu kola (12). Poloha x se ovšem tentokrát stanovı́ podle diferenciálnı́ rovnice horizontálnı́ho
pohybu

(mv +mk) · ẍ = −f ·N − Fz (17)

kde f je součinitel smykového třenı́, který je funkcı́ rychlosti prokluzu v kontaktu vr = ẋ−R·ϕ̇k.
Vliv třenı́ se projevı́ i do diferenciálnı́ rovnice otáčenı́ kola

I · ϕ̈k =MM + f ·N ·R (18)

Z rovnic (4) - (6), (12), (17) a (18) se vyjádřı́ ϕk a x a integruje se soustava třı́ nelineárnı́ch
diferenciálnı́ch rovnic druhého řádu s neznámými yv, ϕk a x.
Podmı́nky, které musı́ být splněny pro smýkánı́, jsou:

ẋ−R · ϕ̇k �= 0 (19)
N ≥ 0 (20)

Při nesplněnı́ podmı́nky (19) kolo přestane prokluzovat a začne se opět valit, při nesplněnı́
podmı́nky (16) dojde ke ztrátě kontaktu kola s kolejnicı́.
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2.3.4. Pohyb při ztrátě kontaktu kola s kolejnicı́
Když kolo ztratı́ kontakt s kolejnicı́, nepůsobı́ mezi kolem a kolejnicı́ sı́ly. Tentokrát se musı́
i vertikálnı́ poloha středu kola yk určit integracı́ diferenciálnı́ rovnice, a to

mk · ÿk = −Fk − Fb −mk · g (21)

Rovnice pro ϕk a x jsou

(mv +mk) · ẍ = −Fz (22)
I · ϕ̈k =MM (23)

Integruje se soustava čtyř diferenciálnı́ch rovnic druhého řádu s neznámými
yv, ϕk, x a yk.
Podmı́nka pohybu při ztrátě kontaktu je:

yk > w (x) +R (ϕk)−R0 (24)

Při nesplněnı́ podmı́nky (24) kolo dosedne na kolejnici a pohyb přejde ve valenı́ nebo smýkánı́.

3. Výsledky

Soustavy diferenciálnı́ch rovnic pro pohyb při valenı́, smýkánı́ a ztrátě kontaktu byly převedeny
na stavové funkce a numericky integrovány v časové oblasti pro rozjezd z klidu do ustále-
ného stavu. Pro výpočet byl použit program MATLAB, konkrétně řešič ode45 [Mathworks]
s drobnými úpravami pro lepšı́ detekci přechodů mezi jednotlivými způsoby pohybu. Parametry
soustavy pro výpočet nebyly stanoveny podle reálných náprav kolejových vozidel, ale zvoleny.
Jejich hodnoty jsou vypsány v tabulce 1.

Tabulka 1. Parametry soustavy

mk = 250 kg mv = 10 000 kg I = 12 kg ·m2 MM = 3200− 10 ϕ̇k [Nm]
fs = 0.1 R0 = 0.6 m g = 9.81 m · s−2 Fk = mvg − 106 (yv − yk) [N]
fd = 0.07 e = 5 · 10−5 m Fz = 2.5 ẋ [N] Fb = −2 · 105 (ẏv − ẏk) [N]

3.1. Pohyb kola s nerovnostmi po rovné koleji
Jako nejvýznamnějšı́ původce nežádoucı́ho chovánı́ soustavy kolo-kolejnice se jevily nerovnosti
kola. Při výpočtech byly použity amplituty nerovnostı́ rm o velikostech 0.01, 0.02, 0.05, 0.1,
0.2, 0.4 a 0.8 mm. Tyto nerovnosti se zásadně projevujı́ na normálové sı́le N . V klidu má
velikost pro danou soustavu 100kN, v důsledku pohybu vozidla a přı́tomnosti nerovnostı́ na
kole docházı́ k jejı́mu rozkmitánı́, při němž může být i několikanásobně zvětšena. Závislost
amplitudy normálové sı́ly Na na amplitudě nerovnostı́ rm a rychlosti vozidla ẋ je na obrázku 2.
Při aproximaci této funkce byla zjištěna závislost

Na = Cap · rm · ẋ2 (25)
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Obrázek 2. Graf závislosti ampliduty normálové sı́ly Na

na amplitudě nerovnostı́ kola rm a rychlosti ẋ.

Amplituda normálové sı́ly narůstá lineárně s amplitudou nerovnostı́ a s druhou mocninou rych-
losti vozidla. Pro nerovnosti většı́ než 0.1 mm při rychlostech nad 30 m · s−1 až nad 200 kN.
Nerovnosti tedy vedou jednak k až trojnásobnému zvýšenı́ sı́ly mezi kolem a kolejnicı́, přičemž
frekvence cyklovánı́ při rychlostech nad 30m ·s−1 je vyššı́ než 200 Hz, jednak k odlehčenı́, které
vede k tomu, že kolo začne prokluzovat, nebo k tomu, že dojde ke ztrátě kontaktu. Na obrázku 3
jsou zobrazeny grafy meznı́ch rychlostı́, jejichž překročenı́m při dané velikosti nerovnostı́ kola
začne docházet k prokluzu, respektive ke ztrátě kontaktu kola s kolejnicı́.
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Obrázek 3. Graf závislosti rychlosti vsm (minimálnı́ rychlost, při nı́ž dojde k prokluzu
kola - plná čára) a rychlosti vpm (minimálnı́ rychlost, při nı́ž dojde ke ztrátě kontaktu

kola s kolejnicı́ - přerušovaná čára) na amplitudě nerovnostı́ kola rm

3.1.1. Chovánı́ kola s nerovnostmi při valenı́
Jak již bylo řečeno, při pohybu kola s malými nerovnostmi nedocházı́ ani k prosmyku ani ke ztrátě
kontaktu. Kolo se stále valı́ a nerovnosti se projevujı́ pouze tak, že zanášejı́ pulzovánı́ do chovánı́
soustavy. Na obrázcı́ch nı́že jsou výsledky výpočtu při amplitudě nerovnostı́ rm = 0.05 mm
při rychlosti vozidla přibližně 40 m · s−1. Jak je vidět na obrázcı́ch 4 a 5, rychlost vozidla
ẋ i úhlová rychlost kola ϕk nejsou konstantnı́, ale malinko pulzujı́. Tyto projevy však nejsou
nijak významné. Podstatněji se nerovnosti projevı́ na silovém působenı́ mezi kolem a kolejnicı́.
Amplituda normálové sı́ly je polovičnı́ vůči střednı́ hodnotě (viz obrázek 6) a tečná sı́la už
se blı́žı́ adhezi kontaktu a hrozı́ proklouznutı́ (viz obrázek 7). Na obrázku 8 jsou zobrazeny
výchylky středu kola a vozidla. Kmitánı́ vozidla má řádově menšı́ amplitudu než kmitánı́ středu
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kola, což značı́, že nerovnosti na vozidlo působı́ jen mı́rnými vibracemi, které se projevı́ pouze
hlukem.
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Obrázek 4. Rychlost vozidla ẋ Obrázek 5. Úhlová rychlost kola ϕk
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Obrázek 8. Výchylka středu kola yk

(čárkovaná), výchylka vozidla yv (plná)

3.1.2. Chovánı́ kola s nerovnostmi když docházı́ k prokluzu
Při amplitudě nerovnostı́ 0.1 mm už při rychlosti kolem 40 m · s−1 docházı́ po odlehčenı́
k prokluzu. Aby bylo možné rozlišit chovánı́ soustavy při valenı́ a při smýkánı́, jsou tyto děje
rozlišeny tenkou čerchovanou čarou. Valenı́ je označenou čarou v hornı́ části grafu, smýkánı́ ve
spodnı́.
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Prokluz se projevı́ tak, že se v důsledku ztráty valivé vazby dočasně zvýšı́ úhlová rychlost kola
(viz obrázek 11) a naopak snı́žı́ rychlost vozidla (viz obrázek 10), protože smýkánı́ provázı́
třenı́, při kterém se mařı́ část energie. Pulzace normálové sı́ly se dále zvýrazňujı́, amplituda se
blı́žı́ střednı́ hodnotě a hrozı́ ztráta kontaktu (viz obrázek 11). Při odlehčenı́ se normálová sı́la
snı́žı́ natolik, že tečná sı́la dosáhne velikosti adheze a kolo proklouzne (viz obrázek 12). Kolo
začne prokluzovat, dokud se jeho úhlová rychlost nesnı́žı́ natolik, že se srovnajı́ rychlost kola
a kolejnice a kolo se začne opět valit (viz obrázek 14).
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Obrázek 11. Normálová sı́la N Obrázek 12. Tečná sı́la T (čárkovaná),
adheze kontaktu fs N (plná)
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Obrázek 13. Výchylka středu kola yk Obrázek 14. Relativnı́ rychlost kola
(čárkovaná), výchylka vozidla yv (plná) a kolejnice vr = ẋ−Rϕ̇k
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3.1.3. Chovánı́ kola s nerovnostmi když kolo ztrácı́ kontakt s kolejnicı́
Dalšı́ zvětšovánı́ nerovnostı́ (rm = 0.2 mm) vede k tomu, že normálová sı́la pulzuje natolik,
že dosáhne nulové hodnoty. V tento okamžik kolo ztratı́ kontakt s kolejnicı́. V grafech je opět
naznačeno čerchovanou čarou, který model pohybu je právě použit. Čára v hornı́ části grafu
značı́ valenı́, uprostřed smýkánı́ a v dolnı́ části grafu pohyb bez kontaktu kola s kolejnicı́.
Při ztrátě kontaktu na kolo přestanou působit všechny sı́ly mezi kolem a kolejnicı́. Na kolo tak
kromě hnacı́ho momentu a odporů v uloženı́ nepůsobı́ žádný dalšı́ brzdı́cı́ moment, což způsobı́
prudký nárůst úhlové rychlosti (viz obrázek 16). Ve směru jı́zdy však vozidlo ztratilo působenı́
pohonu a jeho pohyb ovlivňuje pouze odpor prostředı́, takže začne zpomalovat (viz obrázek
15). To se projevı́ prudkým nárůstem relativnı́ rychlosti kola a kolejnice, a zvýšı́ se tı́m podı́l
smýkánı́ po opětovném dosednutı́ kola (viz obrázek 20). Normálová sı́la při ztrátě kontaktu je
nulová, při dosednutı́ však dojde k nárazu, který se projevı́ takřka skokovou změnou normálové
sı́ly (viz obrázek 17). Na obrázku 22 je srovnána výchylka středu kola, kdyby kolo udrželo
kontakt, a výchylka, jakou se pohybuje. Z grafu lze vyčı́st, že setrvačnost kola je přı́liš velká na
to, aby začalo klesat podle nerovnosti.
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Obrázek 19. Výchylka středu kola yk Obrázek 20. Relativnı́ rychlost kola
(čárkovaná), výchylka vozidla yv (plná) a kolejnice vr = ẋ−Rϕ̇k
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Obrázek 21. Mezera mezi kolem Obrázek 22. Výchylka středu kola při
a kolejnicı́ h udrženı́ kontaktu yk,kon (plná),

reálná výchylka středu kola yk (čárkovaná)

3.2. Pohyb kola po koleji s nerovnostmi
Nerovnosti na kolejnici, pokud majı́ srovnatelné rozměry jako zmı́něné nerovnosti kola (řá-
dově v desetinách milimetru), majı́ na chovánı́ soustavy kolo-kolejnice mnohem menšı́ vliv než
nerovnosti kola. Nerovnosti kolejnice vyvolávajı́ kmity s řádově menšı́ frekvencı́. Amplituda
pulzovánı́ normálové sı́ly je funkcı́ frekvence kmitů, proto je i ona řádově nižšı́. Když se uvažuje
pohyb kruhového kola po nerovné kolejnici, tyto nerovnosti se projevı́ podobným způsobem
jako v části 3.1.1.
Při pohybu kola s nerovnostmi po nerovné kolejnici majı́ nerovnosti kolejnice vzhledem
k nerovnostem kola mnohem méně podstatný vliv. Chovánı́ soustavy je podobné jako při
pohybu kola s nerovnostmi po rovné kolejnici, pouze minimálnı́ rychlosti vozidla, když nastane
prokluz a ztráta kontaktu (viz obrázek 3) jsou nižšı́.

4. Závěr

Výsledky zveřejněné v tomto článku je třeba brát jako orientačnı́, protože při tvorbě modelu
byla použita zjednodušenı́, která zvláště při velkých nerovnostech vedou k nepřesnému vysti-
ženı́ reálného chovánı́ soustavy. Zejména když uvažujeme nerovnosti, kontakt obecně nenı́ pod
středem kola. Také je nutno zdůraznit, že vstupnı́ hodnoty modelu nejsou zı́skány z reálných
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vozidel, ale pouze zvoleny pro jeho testovánı́. Přesto tyto výsledky přispı́vajı́ k náhledu do
problematiky a uvědoměnı́ si rizik, která představujı́ nerovnosti pro životnost kol a kolejnic.
Nerovnosti kola a kolejnice vyvolávajı́ v chovánı́ soustavy kolo-kolejnice nežádoucı́ vibrace.
Ty se projevujı́ zvláště tı́m, že rozkmitávajı́ normálovou sı́lu mezi kolem a kolejnicı́. Ta tak
může nabývat až několikanásobně vyššı́ hodnoty oproti kolu bez nerovnostı́. Na druhou stranu
docházı́ k odlehčovánı́, které vede k prokluzům nebo až ke ztrátě kontaktu kola s kolejnicı́. Tyto
jevy jsou nežádoucı́. Při prokluzovánı́ kola docházı́ ke třenı́, které vytvářı́ teplo, které může
nežádoucı́m způsobem ovlivnit materiál kola a kolejnice. Toto teplo se také vytvářı́ na povrchu
kola a kolejnice a dovnitř tak vznikajı́ teplotnı́ gradienty, které způsobujı́ zvýšenı́ namáhánı́. Při
ztrátě kontaktu se navı́c připojujı́ nárazy, které provázejı́ dosednutı́ kola na kolejnici. Nerovnosti
kol a kolejnic, at’už výrobnı́, nebo způsobené opotřebenı́m, podstatně snižujı́ životnost a vedou
k urychlovánı́ opotřebenı́.
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