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Summary :  The beam with an axial force is coupled by an elastic layer of 
Winkler type with the pretensiled string.  It is subjected to a row of moving forces. 
The theoretical model corresponds to a prestressed bridge. The concrete bridges 
of this type are the most spread types appearing on both the road and railway 
bridges of small and medium spans. The governing equations form a coupled set 
of partial differential equations that are solved using the Fourier and Laplace-
Carson integral transformations. The closed form of the solution is – as yet – 
derived for the undamped case. 

 
 
1. Úvod 
 
Utlumit dynamické účinky vozidel při jejich pohybu po silničních a železničních mostech je 
dávnou snahou stavebních i strojních inženýrů. Pro tento účel byla vyvinuta celá řada 
systémů, např. pružné uložení mostních ložisek, odpružená vzpěradla s řízenými tlumiči nebo 
dvojité systémy nosníků či lan spojené pružnou vrstvou. Každý z těchto způsobů je účinný 
v určitých případech a ne všechny jsou i ekonomicky přijatelné. 

V poslední době se hojně používají předpjaté železobetonové silniční a železniční mosty o 
malých a středních rozpětích. Tento typ je u nás i ve světě nejrozšířenější a skládá se ze 
železobetonových nosníků a tažených strun, které způsobují příznivý tlak v nosnících. Struny 
jsou zabetonovány v kanálcích, ale často jsou uloženy i volně  (zvláště při rekonstrukcích a 
zesilování)  a opírají se do čel nosníků. 

 
2. Teoretický model 
 
S ohledem na dvojité systémy, které jsou v poslední době hojně propagovány, vznikla 
myšlenka spojit železobetonový nosník pružnou vrstvou s předpínacími strunami. Pružná 
vrstva může být opatřena i vhodnými tlumiči. Tak vzniká nová soustava, jež je schématicky 
zobrazena na obr. 1 a  která představuje teoretický model nosníku, předpjaté struny a pružné 
mezivrstvy, po které se pohybuje soustava nápravových sil. 
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Obr. 1. Teoretický model nosníku, předpínací struny a pružné vrstvy, který je zatížen 

řadou pohybujících se sil. 
 
Soustava parciálních diferenciálních rovnic popisuje chování Bernoulliho-Eulerova 

nosníku a struny : 
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Nápravové síly  se pohybují rychlostí c zleva doprava po prostě 

uloženém nosníku o rozpětí l . Nosník je namáhán osovou silou  (obecně tahem). Struna o 
témže rozpětí l  je tažena silou  (v praxi je ovšem ) a je rovněž prostě 
podepřena. Mezi oběma nosnými prvky je pružná vrstva Winklerova typu s charakteristikou  
k [ N/mm ] a viskózním útlumem  popř. . 
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E, I – modul pružnosti a moment setrvačnosti nosníku, 

iµ  - hmota nosníku , popř. struny  na jednotku délky, ( 1i = ) )( 2i =

( )xδ   -  Diracova delta funkce vystihující působení osamělé síly, 
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Okrajové a počáteční podmínky soustavy v okamžiku, kdy  na nosník vjíždí první síla 
,  jsou : 1F
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kde čárky a tečky označují  derivace podle x popř. podle t . 
Ve spřažené soustavě (1) a (2) bez útlumu se vyskytuje několik vlastních frekvencí, které 

charakterizují dynamické chování jednotlivých prvků a jejich spřažení. Tak vlastní kruhová 
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Dále se zde vyskytují vlastní frekvence pružné vrstvy 
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a konečně v dalším se použije i vlastní kruhová frekvence spřažené soustavy nosník a struna 
1/ 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1,2 1 2 1 2 1 2

1 1( ) ( )
2 4jk jk jk jk k kω ω ω ω ω ω⎡ ⎤Ω = + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

∓ (9)  

a frekvence vynucená pohybující se silou 

. (10)c
l

πω =  
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3. Řešení 
 
Pro řešení rovnic (1) a (2) se použije metody integrálních transformací, [1], a to Fourierovy 
 v proměnné x 
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Jestliže v první etapě řešení se neuvažuje útlum ( ), pak pro výrazy 0diω =
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Takto se najdou výsledné průhyby nosníku a struny podle (12) a (14) : 
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kde se využilo vzájemného vztahu (27.10) z [1]. 
Numerické řešení pro jednu pohybující se sílu  je zveřejněno v publikacích [2], [3] 

a [4] i pro několik zvláštních případů, jako  a   
1F F=

0c → .ijω = Ω
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4. Závěry 
 
 
V první etapě řešení se analyzovala dynamika nosníku a předpjaté struny, které jsou spojeny 
pružnou vrstvou Winklerova typu.  Soustava je namáhána řadou osamělých  sil, které se 
pohybují rovnoměrnou rychlostí po nosníku. Problém popisuje soustava spřažených 
parciálních diferenciálních rovnic, která se řešila metodami integrálních transformací. 
Transformované řešení se získalo pro tlumenou soustavu, zatímco netlumený případ se 
podařilo přivést až do uzavřených výrazů. 

Teoretický problém vystihuje předpjaté železobetonové mosty malých a středních rozpětí, 
u kterých se snažíme zmenšit dynamické účinky. V dalších etapách řešení se bude studovat 
okruh vstupních parametrů, pro které vycházejí dynamické účinky soustavy s pružnou 
mezivrstvou menší než u tytéž soustavy bez mezivrstvy. Ve stadiu příprav je také laboratorní 
výzkum jednoduchého modelu. Cesta k realizaci toho návrhu v praxi bude ještě dlouhá a 
obtížná. 
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