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DYNAMICS OF A BEAM COUPLED
WITH A PRESTRESSED STRING

L. Fryba', C. Fischer *

Summary : The beam with an axial force is coupled by an elastic layer of
Winkler type with the pretensiled string. It is subjected to a row of moving forces.
The theoretical model corresponds to a prestressed bridge. The concrete bridges
of this type are the most spread types appearing on both the road and railway
bridges of small and medium spans. The governing equations form a coupled set
of partial differential equations that are solved using the Fourier and Laplace-
Carson integral transformations. The closed form of the solution is — as yet —
derived for the undamped case.

1. Uvod

Utlumit dynamické Uc¢inky vozidel pfi jejich pohybu po silni¢nich a Zelezni¢nich mostech je
davnou snahou stavebnich i strojnich inZenyrt. Pro tento ucel byla vyvinuta celd tada
systéml, napf. pruzné ulozeni mostnich lozisek, odpruzena vzpéradla s fizenymi tlumici nebo
dvojité systémy nosnikil €1 lan spojené pruznou vrstvou. Kazdy z téchto zplsobl je Gcinny
v urcitych pfipadech a ne vSechny jsou i ekonomicky pfijatelné.

V posledni dobé se hojné pouzivaji predpjaté zelezobetonové silnicni a zelezni¢ni mosty o
malych a stfednich rozpétich. Tento typ je u nds i ve svété nejrozsifenéjsi a sklada se ze
zelezobetonovych nosnikil a tazenych strun, které zptisobuji pfiznivy tlak v nosnicich. Struny
jsou zabetonovany v kanalcich, ale Casto jsou ulozeny 1 volné (zvlasté pii rekonstrukcich a
zesilovani) a opiraji se do ¢el nosnikd.

2.  Teoreticky model

S ohledem na dvojité systémy, které jsou v posledni dob& hojné propagovany, vznikla
myslenka spojit Zelezobetonovy nosnik pruznou vrstvou s predpinacimi strunami. Pruzna
vrstva miize byt opatfena 1 vhodnymi tlumici. Tak vznika nova soustava, jez je schématicky
zobrazena na obr. 1 a kterd predstavuje teoreticky model nosniku, piedpjaté struny a pruzné
mezivrstvy, po které se pohybuje soustava napravovych sil.
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Obr. 1. Teoreticky model nosniku, pfedpinaci struny a pruzné vrstvy, ktery je zatizen
fadou pohybujicich se sil.

Soustava parcidlnich diferencidlnich rovnic popisuje chovani Bernoulliho-Eulerova
nosniku a struny :
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Napravoveé sily F,, n=1,2,3,..., N, se pohybuji rychlosti ¢ zleva doprava po prosté
uloZeném nosniku o rozpéti / . Nosnik je namahan osovou silou N; (obecné tahem). Struna o
témzZe rozpéti / je tazena silou N, (v praxi je ovSem N;=-N,) a je rovnéZ proste
podepfena. Mezi obéma nosnymi prvky je pruzna vrstva Winklerova typu s charakteristikou
k [ N/mm? ] a viskoznim Gtlumem Wy POpL. Wy; .

Dale je oznaceno :

vi(x,2), i=12 - svisly prihyb nosniku (i =1) a struny (i =2) v misté x a Gase ¢,

E, I — modul pruznosti a moment setrva¢nosti nosniku,

4; - hmota nosniku (i =1), popf. struny (i = 2) na jednotku délky,

d(x) - Diracova delta funkce vystihujici pisobeni osamélé sily,
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g,t)=h(t—t,)—h(t-T,) - funkce, kterd popisuje, zda se sila nachazi na nosniku nebo
ho jiz opustila,

h(t)=0 pro ¢<0 nebo h(t) =1 prot=0 - Heavisidova jednotkova funkce,

d, - vzdalenost n-té sily od prvni, d; =0,

t,=d,/c; T,=(+d,)/c,

x,=ct—d,.

Okrajové a pocatecni podminky soustavy v okamziku, kdy na nosnik vjizdi prvni sila

F, jsou:
(0.0 =1 0.0 =n (.0 =v(L1) = v, (0,0 =¥, (1,1) =0, 3)
v;(x,0)=v;(x,0)=0,i=1,2, (4)
kde carky a teCky oznacuji derivace podle x popt. podle ¢ .

Ve sptazené soustavé (1) a (2) bez utlumu se vyskytuje nékolik vlastnich frekvenci, které

charakterizuji dynamické chovani jednotlivych prvki a jejich spfazeni. Tak vlastni kruhova
frekvence prostého nosniku (bez struny a bez osové sily) je

4 4
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s osovou silou ( N; je tahem), ale bez struny
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zatimco vlastni kruhova frekvence struny s osovou silou N,
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Daéle se zde vyskytuji vlastni frekvence pruzné vrstvy
2 2
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a kone¢né v dal§im se pouZije i vlastni kruhova frekvence spfazené soustavy nosnik a struna
2 _ 1 5 2 [P I
Qir =—(0h + @ i) F| (@ jk — @ ji)” + Wi €))
2 4
a frekvence vynucend pohybujici se silou

w="C". (10)
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3. ReSeni

Pro teSeni rovnic (1) a (2) se pouzije metody integralnich transformaci, [1], a to Fourierovy
v proménné x

/
V(o) = [vi(x,0v;(x)dx, (11
0
EOED WL AVHIE 12)
j=1

a Laplaceovy-Carsonovy v proménné ¢

Vi ()= p[ Vil e P at, (13)
0
1
AV j —; (j, p)e?dp, (14)
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kde je oznaceno

vj(x)zsinﬂ, (15)
/
_ 2 _
V= juivj (xX)dx =112 . (16)
0
Po aplikaci (1 1) a (13) dostaneme transformované feSeni v tomto tvaru
20j A;
Vi), p) = Z o0 i=1,2, (17)
7 A’
kde se uziva oznaceni
‘WF, _ _
o =L Pt (1= cos jre N (p? + 20400+ B3 p0), (18)
M p™+j @
Ay = JOy 5 pz 5 e P (1=cos jme P!\ 2wy, p+ @) (19)
M p+jw

2 2 2 2 P 2
A =(p” +205p+ &y )(p~ + 2050+ @5 i) = 2wy p+ @i )20 p+ @3p).  (20)

Jestlize v prvni etap¢ feSeni se neuvazuje utlum (@,; =0), pak pro vyrazy
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2.2
F(p)=——— D) 1
(P + P (p? +QH(p* +Q3)
2
Fy(p)= L (22)1

(P +j°@*)(p* + Q1) (p” +Q3)
ze nalézt zpétné transformacni vztahy (27.54) a 27.56) v [1] :

f@)= %[(—QQB sin Q51+, Csin 4t — jwDsin jar) +

2
a)z—(]a)QlBsm Qrt— jakd,Csin Qi + Q5 Dsin jar)] (23)
JaX2€2

o2,

t)= @2 Bsin Qnt — jak2,Csin Q¢ + 2,825 D sin jwr 24

S ()= 60919214(] 1 2f — J@K2 11+ jar) , (24)
kde

A=BCD , (25)
B=j0" -9 , (26)
C=/0"-Q5 , (27)
D=0} -Q} . (28)

Takto se najdou vysledné prithyby nosniku a struny podle (12) a (14) :

v.(x,t) = Zzzij[fl(t t,)h(t —t,)—cos jz f(t— T, h(t - T)]sm%,i:I,Z,
—lnl
(29)

kde se vyuzilo vzajemného vztahu (27.10) z [1].
Numerické feSeni pro jednu pohybujici se silu F' = F] je zvetfejnéno v publikacich [2], [3]
a [4] 1 pro n€kolik zvlaStnich pfipadd, jako ¢ =0 a jo=Q; .
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4. Zavéry

V prvni etapé€ feSeni se analyzovala dynamika nosniku a ptfedpjaté struny, které jsou spojeny
pruznou vrstvou Winklerova typu. Soustava je namdhana fadou osamélych sil, které se
pohybuji rovnomérnou rychlosti po nosniku. Problém popisuje soustava spiazenych
parcidlnich diferencidlnich rovnic, kterd se feSila metodami integralnich transformaci.
Transformované feSeni se ziskalo pro tlumenou soustavu, zatimco netlumeny piipad se
podafilo pfivést az do uzavienych vyraza.

Teoreticky problém vystihuje predpjaté zelezobetonové mosty malych a stfednich rozpéti,
u kterych se snazime zmenSit dynamické ucinky. V dalSich etapach feSeni se bude studovat
okruh vstupnich parametri, pro které vychdzeji dynamické ucinky soustavy s pruznou
mezivrstvou mensi neZ u tytéz soustavy bez mezivrstvy. Ve stadiu piiprav je také laboratorni
vyzkum jednoduchého modelu. Cesta k realizaci toho navrhu v praxi bude jest¢ dlouha a
obtizna.
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