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STRESS RATE AND INCREMENTAL PRINCIPLE
OF VIRTUAL WORK IN FINITE DEFORMATIONS

Z. Fiala !

Summary: Solution of finite deformation problems is sought in the space of all
deformation tensor fields. Representation of a deformation process here as a tra-
Jectory makes us possible to further classify symmetric second-order tensor fields
either as points, vectors, or covectors, and, as a consequence, assign them the
corresponding time derivatives. However, as the space of all deformation tensor
fields has proved non-euclidean, the time derivative of vector, and covector fields
along the trajectory should be defined by the covariant derivative. This approach
enables us coherently to formulate an incremental principle of virtual work, and
propose the corresponding procedure in solving finite deformation problems. The
approach will be demonstrated in finite elasticity.

T. Frankel: "Physics and engineering readers would profit greatly if they
would form the habit of translating the vectorial and tensorial statements
found in their customary reading of physical articles and books into the
language of differential geometry, and of using its methods.”

[Frankel 1997, p.xxiii]

L. Schwartz: "Engineers and physicists should take note that virfual work
is simply the natural duality between cotangent and tangent bundles.”
[BAMS 2003, p.411]

1. Uvod

Mezi teorii malych (presnéji infinitezimalnich) a kone¢nych deformaci existuje jeden zdsadni
rozdil: Teorie malych deformaci vychazi z toho, Ze aproximuje deformaci pomoci infinitezim4l-
nich poli posunuti nad vychozi nedeformovanou konfiguraci télesa, kdeZto teorie konecnych
deformaci ji popisuje pfesné pomoci diferencovatelnych invertibilnich transformaci — difeo-
morfismié, transformujicich vychozi konfiguraci do jiné, aktudlni konfigurace. Casovd zména
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libovolné veli¢ny tak obsahuje nejenom jeji vlastni vyvoj v daném bodé¢, ale zahrnuje i samotnou
zménu geometrie télesa, tak jak se do této veli¢iny v prib&hu deformace promita.

Na rozdil od malych deformaci, neni deformacni proces z pohledu velkych deformaci ome-
zeny jen na jisty linedrni prostor, ale je reprezentovany trajektorii v jiném, nelinedrnim prostoru
M =Met(B) — prostoru viech deformacénich tenzorovych poli nad vlastnim télesem 5. Na tomto
prostoru lze ptirozenym zptsobem zavést Riemannovu metriku, coZ umoziuje vystizné, geome-
trickym zptisobem popsat kinematiku kontinua. I kdyZ se cely tento formalismus opira z hlediska
mechaniky kontinua o poné€kud neobvyklé koncepty diferencialni geometrie nekone¢né dimen-
zionalnich Riemannovych variet Riemannovych metrik, formalizmus neni samotucelny a zdaleka
neslouzi jen k elegantnimu preformulovani uz dobfe znamych vysledkd. Naopak, pravé tento
pristup umoziuje odvodit nékteré nové vysledky, které by byly pravdépodobné téZko dosazitelné
pomoci jinych postupi.

Predné plati, Ze prostor vSech deformacnich tenzorovych poli M neni euklidovsky prostor.
To vSak ale znamen4, Ze pokud k danému deformovanému stavu ur¢ime deformacni pfirtstek,
vyslednd deformace se neziska jednoduse, prostym pfi¢tenim pfirtistku k stavajicimu deformo-
vanému stavu, ale pomoci jist¢ého zobrazeni z ptisluSného tecného prostoru, ve kterém tento
pirtstek lezi, do vlastniho prostoru deformaci M.

Dale ukazeme, Ze pole napéti na télese B predstavuje z hlediska geometrie prostoru M
kovektor, a proto rychlost jeho zmény v pribéhu deformace vede na pravé jednu objektivni
¢asovou derivaci, konzistentni s geometrii samotného deformaéniho procesu. Podobné i ostatnim
symetrickym tenzorovym polim druhého fadu na BB bude pfifazena odpovidajici Casova derivace,
v zavislosti na tom, zda se z hlediska geometrie prostoru M chovaji jako vektory, kovektory,
nebo body.

Linearizaci deformacniho procesu spojenou s témito ¢asovymi derivacemi ddle ziskdme
inkrementalni princip virtudlnich praci, pomoci kterého lze pfirtstek posunuti a deformace vy-
pocitat ze zadanych piirdstkd externich sil a pfedepsanych posunuti. Nova, vysledna deformace
pak leZi na geodetice vychdzejici ze stdvajictho deformovaného stavu, ve sméru a vzdilenosti
odpovidajici pfirtistku deformace.

Co se tyCe osnovy prispévku, v dalsi ¢asti zopakujeme zakladni fakta o prostoru poli defor-
macnich tenzord M, zejména té€ch tykajicich se Riemannovy metriky. Treti ¢ast prispévku bude
vénovana Casové derivaci Casové zavislych deformovanych tenzorovych poli, jako dasledku
existence kovariantni derivace na Riemannové varieté M. Nové vysledky budou ndplni az
ctvrté Casti, kterd se tyka pole napéti a jeho ¢asové derivace, a paté ¢asti, kde bude odvozen in-
krementdlni princip virtudlnich praci. Cely formalizmus bude ilustrovan na obecné elastostatické
uloze. V pfiloze pak budou stru¢né shrnuty zakladni pojmy z kinematiky kontinua formulované

z pohledu diferencidlni geometrie s dirazem na jejich skute¢ny geometricky vyznam.

2. Prostor deformacnich tenzorovych poli

Novy pfistup k mechanice kontinua, ktery inicioval [Rougée 1997] a dale modifikoval
[Fiala 2003, Fiala 2004a, Fiala 2004b], umoZziinuje odvodit casovou derivaci tenzorovych poli
geometricky konzistentnim zpisobem, a to pomoci kovariantni derivace v prostoru nekonec¢né
dimenziondlni Riemannovy variety Riemannovych metrik.

Z pohledu velkych deformaci lze deformacni proces reprezentovat trajektorii v nelinedr-
nim prostoru M = Met(B), prostoru vSech deformaénich tenzorovych poli — zde pravych
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Cauchyho-Greenovych tenzort deformace C” (viz. (43)). ProtoZze deformaéni pole jsou vlastné
Riemannovymi metrikami, prostor M je tak tvofen v§emi Riemannovymi metrikami prostoru B,
a jako celek tvofi z matematického hlediska nekone¢né dimenziondlni varietu. V ptipadé malych
deformaci je pak deformacni proces reprezentovany trajektorii v linedrnim vektorovém prostoru,
ktery zde, v tomto kontextu, pfedstavuje te¢ny prostor Ty, M k varieté M v bodé C”, pfi¢emz
bod C” zdroven reprezentuje po¢atedni deformaéni stav télesa.

Klicovym momentem, s vyznamnymi ddsledky pro popis kinematiky kontinua pfedstavuje
zavedeni Riemannovy metriky I" na varieté M. S metrikou totiz ziskdvame kovariantni derivaci,
atedy i moZnost stanovitrychlost zmény tenzorovych poli podél trajektorie, neboli jejich asovou
derivaci béhem deformacniho procesu.

Necht kiivka C? reprezentuje deformacni proces C”: (to,t) — M, pak z hlediska geometrie
variety M predstavujf jeji te¢ny OC? vektory, a mnoZina téchto te¢en {OC?} vektorové pole
podél této kiivky. Dolni index ¢ navic zdlraznuje tu skutecnost, Ze toto vektorové pole je Casové
zavislé. Pomoci zobrazeni ®,, které je vlastné izometrii mezi dvéma Riemannovymi varietami
(B,C? = ®tg) a (S = ®,(B), g), 1ze nyni stanovit skaldrni soucin dvou vektord dC?” € Tes M
na zdkladé skaldrniho sou¢inu odpovidajicich tenzorovych poli 2d” = ®,,(0C?) z prostoru &3
(viz. (51)). Koeficient je zaroven volen tak, aby platil vztah (14).

L (9C),0CY) 1= 4@;[(d",d”),] = H@[(d"), D;(d¥)) w;(y) - ()
Skaldrni souc¢in symetrickych kovariantnich tenzorovych poli druhého fddu na S
(d",d”) = / 92(d", ) dv = / 9" 9" dy diy dv @)
S S

predstavuje rozsifeni skaldrniho soucinu g, (d”, d*) = g*g¥d} d?, tenzor v bod& x na ten-
zorova pole na S, a ten zase standardni rozsifeni skalarniho soucinu dvou vektord, tj. vyrazu
g:(u,v) = g u'v? (viz. (41)), na symetrické kovariantni tenzory druhého fadu. Timto postupem
ziskdme na M Riemannovu metriku T, tj. skalarni sou¢in libovolnych dvou vektor H* € TCf%M
vychdzejicich z libovolného bodu C? € M, ve tvaru

oo (H' H?):= (H' H?) = / C?BFBIH;H} dX (3)
B

kde Bi* reprezentuji slozky Piolova deforma¢niho pole Bf = &; (¢%) (viz. (44)).

V nasem kontextu budeme Riemannovu metriku I' na M nazyvat supermetrikou, abychom
ji tak odlisili od deformacnich tenzorovych poli Ctb, ktera jsou rovnéZ metrikami, ale na télese
B. Naproti tomu, supermetrika je metrikou na prostoru vSech Riemannovych metrik — zde
deformacnich tenzorovych poli C?, a proto prostor M z matematického hlediska predstavuje
nekonecné dimenziondlni Riemannovu varietu Riemannovych metrik.

Riemannovou geometrii téchto prostorii se zabyvaji ve svych ¢lancich [Freed et al. 1989],
[Gill-Medrano et al. 1991] a [Kriegel et al. 1997], ajak Ize ukazat v pfispévku [Fiala 2004c], 1na
tomto nekone¢né dimenzionalnim prostoru 1ze vhodnym zpisobem zavést soufadnice a vyjadfit
tak pomoci nich slozky afinni konexe a kovariantni derivace.

Jako jednodussi, kone¢né dimenziondlni prostor zavedl Riemannovu varietu M poprve
Rougée a své vysledky shrnul v knize [Rougée 1997]. V jeho piipadé prostor M tvoii deformacni
tenzory C”(X) v pevné zvoleném bodé X € B, s Riemannovou metrikou

1 . .
T o) (HY H?) = ZB;‘“B?H;H;. 4)
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Vzhledem k tomu, Ze Rougée se omezil pouze na tenzory, namisto tenzorovych poli, jeho varieta
je jen 6-dimenziondlni. Co se vSak ukdzlo pon¢kud necekané, byla skute¢nost, Ze jim odvo-
zend Casova derivace na zakladé kovariantni derivace je totozna se Zarembovou-Jaumannovou
derivaci. V nasem nekonecng dimenziondlnim piipads dodatecny &len C 2=y det(C?), ktery
zajiStuje nezdvislost supermetriky (3) na volbé soufadnic télesa, vSak modifikuje kovariantni
derivaci a vede tak k nové, modifikované Zarembové-Jaumannové casové derivaci.

3. Casova derivace tenzorovych poli

Podminka, Ze ¢asova derivace tenzoru je opét ten samy typ tenzoru, je znaéné obecnd, a proto
nepiekvapuje, Ze objektivnich ¢asovych derivaci je v mechanice kontinua celd fada. Na druhé
stran€, z geometrického hlediska je deformacni proces charakterizovan posloupnosti difeomor-
fismi ®, jednoznacné, a proto se jevi naprosto prirozené, aby i Casové derivace tenzorovych
poli, kterd jsou s timto procesem geometricky svdzand, byly i timto deforma¢nim procesem také
jednoznacné urceny.

Pti hledédni odpovidajici ¢asové derivace se nabizi jako pfirozené vychodisko formalizmus
spojeny s prostorem M. Jeho geometrie totiz ddle umoziiuje rozliSovat mezi tenzorovymi
poli druhého fadu v £3. ProtoZe body prostoru M jsou tvofeny metrikami, tedy symetrickymi
pozitivné definitnimi kovariantnimi poli v £, vektory prostoru M tvoii symetrickd kovariantni
tenzorovd pole (napt. 9C?) a kovektory symetrickd kontravariantni tenzorovd pole. Jak ukdZzeme
1 v nasledujici ¢asti, kovektorem v M je i pole napéti.

Toto rozliseni je zdsadni, protoZze umoziuje pfirozenym zptisobem prifadit jednotlivym ten-
zorovym polim v £? pfislusnou Easovou derivaci. Pokud odpovidajici vektory, resp. kovektory
téchto poli v M tvofi podél trajektorie vektorové, ¢i kovektorové pole, jejich casovou zménu
v prubéhu deformace vyjadiime pravé pomoci kovariantni derivace. Transformuji-li se vSak
tato pole do bodil a jejich posloupnost v samotnou trajektorii v .M, vystac¢ime si samoziejmé
s b&Znou ¢asovou derivaci (srovnej C? a C?), a pi pohledu z aktudlni konfigurace pak s Liovou
derivaci (srovnej g = @,,(C}) a2d” = L,, g = ©1.(0C}), viz. (43), (47) a (51) ).

Necht tedy kiivka C? predstavuje deformacni proces C” : (t,t) — M, a necht tenzorové
pole © podél kiivky reprezentuje Casovy vyvoj nékteré mechanické veli¢iny béhem deformac-
niho procesu. Vzhledem k tomu, Ze kovariantni derivace vyjadruje rychlost zmény tenzorovych
poli podél trajektorie, kdy jejimi body prochdzime ve sméru a rychlosti danou jejim tecnym
vektorem [Dodson et al. 1997], miZeme pak casovou derivaci Casové proménného tenzorového
pole ©, a jemu odpovidajiciho tenzorového pole 0 = @, (0) v 2, pfirozené ztotoZnit s aso-
vou derivaci vychézejici z kovariantni derivace vzhledem k rychlosti deformace OC? (srovnej
analogii s (53), kterd plati 1 s pfihlédnutim k Casové proménnym polim).

D 0
Ft@ = 8_(? + Vo © na prostoru M (5)
%9 = ®,, (%@) na prostoru S (6)

Symbol V zde pfedstavuje kovariantni derivaci asociovanou s metrikou I' na varieté M. Ko-
variantni derivace ve vztahu (5) zarucuje objektivitu ¢asové derivace automaticky. Na rozdil od
predchozich praci uvazujeme i ¢asové proménna pole, a co se tyce pritomnosti ¢lenu 00, staci
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odkdzat na [Abraham et al. 1988], pp. 245-247, a [Frankel 1997]. Kone¢né vysledky jsou stejné
jako ve [Fiala 2004c].

Casova derivace posloupnosti symetrickych kovariantnich tenzorovych poli druhého radu
u v aktudlni konfiguraci S, pokud tato pole transformovana do M ptedstavuji vektorové pole
U = ®:(u) podél trajektorie C?, je ddna vyrazem

D
mp

1
t 5 (9" ttab Aoy + 9"t U — A" ket i) = (7
1
— (uZJ)mp i 5 (gabuab A + gd,, Unmp — 4, gmp) '

Casova derivace posloupnosti symetrickych kontravariantnich tenzorovych poli druhého rddu
w v aktudlni konfiguraci S, pokud tato pole transformovana do M piedstavuji kovektorové pole
Q) = ®}(w) podél trajektorie C?, je ddna vztahem

D \Y y , o ‘
(EW) = (Lo, w)” + (@ dag” + 9" dapw™) +

1 iy g .
+ 5 (gapw™d” = g% dap 7 — P dap g7) = (8)
1

— (wZJ)l] + (gabwabdij . gabdab wz] o wabdab gZ]) )

2

Index ZJ oznacuje Zarembovu-Jaumannovu derivaci, kterd vznikne dipravou vyrazil v prvni
fadce ve vztazich (7) a (8) po rozepsani Oldroydovy casové derivace (viz. (46))

(Lo, w)y; = T + (d — w)ix g™+ wig gM(d + W)y 9)
(Ly, w)” =@ — (d+ w)* g w —wh gy (d — w)Y, (10)
pficem? antisymetrickd &dst rychlostniho gradientu w = [(V,;)’] - oznacuje vifivost.
Vyjadiime-li pak vyrazy (7) a (8) v béznych kartézskych soufadnicich, ziskdame
u® =4 — wu+ uw + 3 [tr(u)d + tr(d)u — (d : u)] (11)
w* =& — ww + ww + & [tr(w)d — tr(d)w — (v : d)]]. (12)

Vyznam symbold tr(d), d : u, w : d, tr(u), a tr(w) je jasny z kontexu.

4. Casova derivace pole napéti

Vykon vnitrnich sil (stress power) je ddn vztahem

0 ? = /(Uﬁ, db>TxS dv E/ O'Z]dij dv :/ gz(o-ba db) dv E/ nggﬂO-kl dl] dv
ot S S S S

— /BZkalEleij Jdv :/ JSID, dVE/(Pﬂ,Db)TXBdV (13)
B B B

_ /Bct2 B;kBnglez] dX = FC? (Eﬁr’ DﬂF) — <Eb1" DﬁF)TCIEM ,
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kde ¥’ = @0’ ¥ = ®iof a D’ = ®id® = %80;. Symbol o jako obvykle reprezentuje
Cauchyho napéti. Dale jsme pouzili vztah JdV = ®dv, a zdroven jsme vyjadfili objemovy
element vztahem dV = Gz dX a Jakobidn jako J = (C;/G)2. Symbolem P# = J¥! jsme
oznacili druhé Piolovo-Kirchhoffovo pole napéti.

Vykon vnitinich sil tak mizeme zapsat tfemi zpasoby:

oE;
== [ s do = [P D) rwdV = (5D (14)
S B t

To viak ale znamend, Ze veli¢ina X (C”(X)) : = ¥(X) se na prostoru M chov4 jako vektor
— podobng jako veli¢ina D (C%(X)): = D(X), zatimco veliGina X7 (C*(X)) = C224(X) =
G3PY(X) jako kovektor. Kovektor X € T7, M ziskime z vektoru ¥ € T, M pomoci
transformace X7 = I'Sfr kde I': T, M — T}, M je operdtor asociovany s metrikou I
(srovnej (42)). Rychlost zmény kovektorového pole ¥’ podél trajektorie C? v M je tak dana
vztahem (5).

Druhé Piolovo-Kirchhoffovo pole napéti P* jako funkce pole pravych Cauchyho-Greenovych
deformacnich tenzorti C” predstavuje na prostoru M také kovektor — podobné jako ¥’r. Pro
jeho ¢asovou derivaci béhem deformac¢niho procesu dostavame

D D
FtPﬁ — G—%Ezbf. (15)

Protoze d/dt(Cy ) = —1(0C,, B*)C~}, dle plati [Fiala 2004c], ref. (12))

D D —1 d ~1 1D
e (U B (n) DEEontn g
Dt Dt \! dt \ O
1 1D
— _ = A Bab Zﬁ - Pﬁ 16
2 (0Cu Bi?) ¥ + J Dt (16)

a pro ¢asovou derivaci pole napéti o* béhem deformacéniho procesu tak nakonec ziskdme

D D 1 D
ot =®,,| =2 = — (dy ™) ot + =,,| — P! . 17
o t{Dt ] (abg )U +J | Dy (17)

Oznacime-li deformacni proces jako trajektorii C”: (to, t) — M v prostoru poli deformaénich
tenzord M, pak zménu vnitini energie AE; v té€lese po zavrSeni tohoto procesu lze zapsat jako
kifivkovy integral

AE; = [ (DY, qdt = [ (31008 pmdt = [ 1T (18)
(to.t) “ (to.t) “ c;

Pokud se deformace odehrava v elastickém kontinuu, zména vnitini energie nezavisi na
integracni cesté a samotna vnitini energie je potencidlem na prostoru M, tj.

¥r = 2dME;, (19)

N 24

kde d™ predstavuje vnéji diferencidl na varieté M. Vyjadiime déle F; jako

Ei—/edv—/pgedv, (20)
B B
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pak vzhledem k lokdlnimu charakteru metriky I', a diky tomu, Ze I' na kazdém tecném prostoru
T'x B indukuje skaldrni soucin, plati

OF;
aC,;

Oe Oe
= 2/<aCZ]dCU)( )dVZZ/pB(aOZ]de)( ) dV 21)

. Oe 1 ~L . Oe _1 %
= 2/(8%(1@])( yJ e dX—2/pB(aC”dCU)( yJ 1Oz dX

Tento vztah pak mizeme lokalné zapsat nasledovné

o= 2dME; =2_-(C")dCy;

1 Oe 1 Oe
Yr(CP(X)) =27 C> o = 208 1C2 Tok (22)
a proto plati
1 Oe Oe
I:1)( = T2 br = 1 — 71_
YHX)=C"2% 2J" ETed = 2pgJ 507
g g Oe Oe
(P =J(ZH)7 = 24— =2ps (23)
8Cij an

Pfipomerime jen, Ze v kazdém bodé X € B pro izotropni elastické kontinuum plati [Marsden et
al. 1993] 528(11, [2, [3), kde

I = uC
I = %[(trC)Q—trCﬂ (24)
I; = detC = é [(trC)° = 3tr C tr O+ 2tr O] .

ProtoZze pak
% = ,G* - B (25)
B

0F = LG — IB* + CB*,

ze vztahu (23) dostavame

Oe Oe Oe Oe Oe Oe Oe
f_ _ i # #
P 280b 2 {(8]1 + ]1(9[2 + 128]3> G- (012 + ]1013) B+ 01, ¢B } (26)

a vyjadiime-li Jakobidn vyrazem J = (C/ G)%, pak ze vztahu (22) déle obdrzime

1 Oe Oe Oe Oe Oe Oe
oGz | [ = (== t OBt
> 2G [(8[1—’_[18 +128[3)G (8]2+]18]3>B +8[3 C’B} 27
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5. Inkrementilni podoba principu virtualnich praci

Téleso v deformovaném stavu, charakterizované polem deformaci C” a polem napéti ¥’r, resp.
of, které je vystaveno vné&jsimu zatizeni T, f a predepsanému posunuti wg, je vV rovnovize,
pokud virtudlni vykon externich sil (leva strana rovnice) je roven virtudlnimu vykonu vnitinich
sil (prava strana rovnice), tj. pokud pro libovolné virtudlni pole posunuti ¢ € T'S, kde zaroven
d’(y) = LL,g, plati princip virtudlnich pract

/ go(T, ) ds + / golf, ) do = / (0, " () ps dv 28)
13) S

St S

Uvazujeme-li nyni kvazistaticky deformacni proces popsany trajektorii v prostoru poli defor-
macnich tenzort C” : (ty,t) — M, pak vztah (28) musi platit pro kazdy bod této trajektorie.
Vyjadiime-li pak na zdklad€ vztahu (14) virtudlni vykon vnitinich sil (prava strana rovnice (28))
v prostoru M, dostdvame

5G| (8) = T (57 1 () = (7 P (U), 29)

t

kde H' € Tiy M, plicemz H™ (V) = H' (V) = ®;[d’(¢)] a ¥ = &;(1)).

Abychom ziskali princip virtudlnich praci v inkrementalnim tvaru, musime porovnat virtualni
vykony vnitinich sil v dvou riiznych, po sob& jdoucich stavech (C?, X07) v ase t, a (C? +dt E';Er i)
v Case t+dt. ProtoZe tyto vykony jsou vSak vyjadfeny veli¢inami z te¢nych a kote¢nych prostora
nad rznymi body C; a C? 4 prostoru M, jejich porovnéni Ize uskute¢nit jen pomoci paralelniho
pfenosu, v limité pak pomoci kovariantni derivace vzhledem k piirtistku deformace OC?. Protoze
pracujeme s ¢asové zdvislymi poli, ¢asovou derivaci vektorového i kovektorového pole podél
trajektorie C? v prostoru M tak vyjadiime ve tvaru (srovnej (5))

D 0
Dt~ ot

kde v =®5(v) € TB a v € TS (viz. (47), (51) a (54)).
Pro linearizaci virtudlniho vykonu vnitinich sil (29) podél trajektorie C? pak plati

D D D
— (' qH (T = ( =Y’ Hr (¥ ST — [ (T : 31
i W) <Dt  H (0) e (¥) . (31)

+ Vacvtb (v) > (30)

Protoze .J = (C;/G)z, pro prvni &len pak s vyuZitim vztahu (15) dostaneme

Dt T M g \ Dt T B

[, [P
_ L<J@t*{DtP},d(¢)>Tmsdv. (32)

Vzhledem k tomu, 7Ze U € T'B predstavuji testovaci funkce, a proto 9/0t(¥V) = 0, lze druhy
¢len na levé stran€ rovnice prepsat do tvaru

D ~
(G @) = (S Ty W), = (2 HRE))
b t

Dt Tc,t,/vt

- /8 <aﬁ, db(€v¢)>m dv, (33)

t
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pfiemZ rovnost Vyeu,y H (¥) = Vacirq H (V) = H'(V, ) plati v disledku samotné geo-

metrie, a V, ¥ = @;‘(@Uz/}) € T'B predstavuje vyjadieni kovariantni derivace v konvektivnich
soutradnicich (srovnej (54) - (56)).

Dosazenim vyrazl (32) a (33) do rovnice (31) tak ziskame

2 6E@ b br _ l 2 i b f b
D ( 5 (C}, % )) /S<J(I)t*{DtP] .d (¢)>Tzsdv —i—/s<a .d (Vv¢)>Tzde. (34)

Pro linearizaci virtudlniho vykonu externich sil plati

2 (%(f, T)) _ (% n $v> ( / o)+ J dv)

_ / 00T, ) ds + / 0 (f ) dv + (35)
0. S

ST

4 / 0 (T, S0 ds + / 00(f, S) do,

St
kde pro testovaci funkce ¢ € T'S opét plati 0/0t(¢)) = 0.

Vzhledem k tomu, ze Vi) € TS a Hr (%v\P) € T¢» M, plati na zéklad€ principu virtudlninch
praci rovnost

/a e T5,0)ds + [ 0,190 do = [(0% (o) o, (36)
ST S S
pomoci které ze vztahu (viz. (34) a (35))

D (4B, D (0B, ,

Di (W(f’ T)) = (W(Ctazt )) (37)

ziskdme inkrementdlni princip virtudlnich praci pro neznamou dC*(v), resp. d’(v), ve tvaru

/ 9:(T, ) ds +/ gz (f, ) dv —/ < Uj(fu),db(’z,))> dv, (38)
oSt Js Js \Dt 7.8
kde (viz. (8) a (17))

D i D 1
(m o%)) = <m o*(v) + (da 9*°) ai> (39)
- ((.)—ZJ) ’ + 5 (gab()_abdlj + gabdabo—lj - O—abdabgy> .

Vztah (38) samoziejmé plati pro libovolné virtudlni pole posunuti ¢/ € T'S. Vzhledem k definici
(5-6), Casovi derivace (39) piedstavuje linedrni funkciondl nad 0C"(v), resp. d(v).

Vypocteme-li pak na zakladé inkrementédlnitho principu virtudlnich praci ze zadanych pii-
rGstkd vn&j§iho zatiZeni a predepsaného posunuti k danému deformovanému stavu télesa C?
deforma¢ni piiriistek OC}, pak novd, vyslednd deformace C), », se ziskd zobrazenim tohoto
deformaéniho piirstku z vychoziho stavu C? do prostoru poli deformaénich tenzorti M — tj.
zobrazenim vektoru OC? z te¢ného prostoru TCth v bodé C? do prostoru M. Toto zobrazeni
1ze formalné zapsat geometricky, pomoci obecné formule

Clyar = Xy [ALOCT] (40)

Pro nas prostor M byl jeji konkretni tvar odvozen v préci [Freed et al. 1989], Theorem 2.3. Pro
euklidovské prostory se pak tato formule redukuje na prosté s¢itani.
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6. Zavér

Na zédkad¢é formulace kinematiky kontinua v rdmci nekone¢né dimenziondlni Riemannovy
diferencidlni geometrie byla odvozena Casové derivace pole napéti a inkrementdlni podoba
principu virtudlnich praci, a byl naznacen obecny postup feSeni tlohy s koneénymi deformacemi.

7. Podékovani

Ptispévek byl pfipraven v rdimci vyzkumného zdméru AV0Z20710524 .
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Priloha: Velmi stru¢ny prehled kinematiky kontinua

Necht téleso B zaujima souvislou oblast 3-dimenzionalniho Euklidovského prostoru [E3, ktery
budeme déle pojimat jako Riemannovu varietu £ [Dodson et al. 1997, Frankel 1997]. Defor-
maci télesa, kterou globaln& popiSeme pomoci difeomorfismu @ : B — &3, charakterizuje
z lokdlniho hlediska pole tenzoru deformaci — nejcastéji pravych Cauchyho-Greenovych de-
formaénich tenzord C°. Ozna¢ime-li totiz symbolem ¢ metriku na £2, tj. dostate¢né hladké,
symetrické, pozitivné definitni, kovariantni tenzorové pole druhého fadu, pak jeho hodnota v li-
bovolném bod& = € £ predstavuje tenzor, ktery definuje skaldrni soucin vektord s pocatkem
v tomto bod& — a tedy i geometrii okoli tohoto bodu. Skal4rni sou¢in dvou vektort u, v € T,&3,
s pocatkem v bodé€ x 1ze vyjadrit vztahy

ge(u,v) 1= giju'v! = uj0? = (u?, V)7, e . 41)
Metrika g kromé& toho umoZiiuje zavést zobrazeni g: T,E3 — T*E3 pomoci vztahu
g(u7 U) = <gu7 U>TXB I (42)

takze kazdému vektoru u lze pfifadit asociovany kovektor u’ = gu, a naopak, kazdému
kovektoru a asociovany vektor af = g~ la.

Pole pravych Cauchyho-Greenovych deformacnich tenzoru pak popisuje geometrii deformo-
vaného télesa z hlediska pozorovatele pevné spojeného s nedeformovanym télesem, coz pravé
vyjadiuje vyraz

C" = d*(g), tj. C’=GF'F=GC, (43)
kde pomoci GG oznac¢ime metriku na referen¢ni konfiguraci B.

Podobné, pro pole Piolovych deformacnich tenzorii ziskdme z kontravariantniho pole ¢*
asociovaného s metrikou g vztah

Bf = ®*(¢"), tj. B*=F 'F'G!'=BG. (44)
Pouzitd operace pull-back ®*, a k ni inverzni operace push-forward ®,, pfirozenym zptisobem

transformuje tenzorovd pole nad B a £ (viz. [Fiala 2001, Fiala 2003]).

Uvazujme nyni deformacni proces, tj. Casovou posloupnost difeomorfismi &, : B — &3,
a oznaéme symbolem S = ®,(B) aktudini konfiguraci. Pro obecné tenzorové pole § nad £2 pak
plati

) d .
(& + cv,)e Sy L AGE (45)
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kde symbol L,, oznacuje Liovu derivaci vzhledem k Eulerovu poli rychlosti v;. V nasem
pripadé, kdy pouzivame Casové zavisla tenzorova pole, je tfeba ji modifikovat parcidlni casovou
derivaci 0; na tvar [Abraham et al. 1988, Frankel 1997]

0

L,:= — o - 46
p= L (46)
Pritom plati [Frankel 1997]
9 _ _ <, \b _ o b
(E + L,,t) g=Log=2|(Vv) Lym — 2, (47)
kde N ‘ ‘
(Vo) = (v)i]j da’ @ dad (48)
a zaroven 3
_ f— t_ VAR — _9Jt
< =+ ,Cvt>g L, ¢ =2 [(wt) Lym 24", (49)
kde nyni N S A
(Vu)* = (v} 02" ® 027 (50)

Symbol \Y oznacuje kovariantni derivaci asociovanou s metrikou g v £3. Pozorovatel spojeny
s vlastnim télesem pak veli¢iny 2d” a —2d" z pravych stran rovnic (47), (49) interpretuje jako
0C” a OB* 5

oC": = aCb:QQIdb (51)

OB = %Bﬁ = —2®rd". (52)

Pokud vyjadiime Eulerovo zrychleni a, pomoci ndstrojii prostoru £3, ziskdme dal3{ uZitecny
vztah [Marsden et al. 1993]

ot

ve kterém c(t) = ®;(X) reprezentuje trajektorii zvoleného bodu X € B v prostoru &3,
a ¢ = v, . Kovariantni derivace ﬁé 0 podél trajektorie — obecné libovolného tenzorového pole
0 v £3, vyjadiuje rychlost zm&ny tenzorové veli¢iny 6(x) v bod& x, kdyZ bodem = = c(t)
piechdzime ve sméru a rychlosti danou odpovidajicimu te¢nému vektoru v, (z) = ¢(t).

a; = (2 + %) v (53)

ProtoZe Cauchyho-Greenovo tenzorové pole C” predstavuje konvektivni metriku na t&lese
B, (prostor B s metrikou C” je diky zobrazeni ®; izometricky s prostorem S s metrikou g), déle
plati [Simo et al. 1988]

dC” = L, C" =2 [(%t)b] (54)

sym

OB =L, B =2|(Vv)| (55)
sym
kde V = oy (@) oznacuje kovariantni derivaci asociovanou s konvektivni metrikou C” prostoru
B,aL,, = ®;(L,,), pfiemZ v; = ®*(v;) € TB oznaCuje konvektivni pole rychlosti. Pokud
zavedeme konvektivni pole zrychleni a, = ®*(a;) € TB, zdroveri také plati

0 ~
a; = <a + Vvt>vt . (56)



