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SELF-EXCITED OSCILLATION OF THE THIN-WALLED
ELASTIC TUBES
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Summary: The simulation of the fluid flow through elastic pipes has many
applications in a blood flow through human vessels — investigation of such
phenomena as an atherosclerosis generation in artery walls, the Korotkoff's
sounds generation or modeling of vascular mechanical substitutes (the so called
"stents") and is therefore widely studied. Aim task is to solve the blood flow
through the elastic tubes analytically, numerically and experimentally and to
analyze the relation of the mechanical properties of the blood and of the vessel
wall and flow instabilities, all focused on biomechanics of the cardio-vascular
system. The analysis shows that frequency of self-excited oscillations increases
with the decrease of arterial compliance.

1. Uvod

Tato prace se vénuje studiu samobuzeného kmitani tenkosténnych elastickych trubic vlivem
pritoku kontinudlniho toku kapaliny. Popsany experiment byl navrzen piedev§im pro
uplatnéni pfi zkoumani a pochopeni podobnych jevii objevujicich se v srde¢né¢ cévnim
systému ¢loveka. Nasim cilem bylo sestrojit experimentalni zafizeni, které by umoZnilo
ovéfeni matematickych modelti nejprve méfenim charakteristik samobuzené¢ho kmitani
tenkosténnych latexovych trubic, v budoucnu snad na vzorcich cév. Problém proudéni
kapaliny v elastické trubici se zabyva fada autor z nichZ uvadime alesponi (Shapiro, Fung,
Grotberg, S. Hayashi ...)

Nejznaméjsim jevem zplisobenym samobuzenymi kmity v kardiovaskuldrnim systému
jsou tzv. Korotkovovy zvuky (MarSik 2002). Vydava je pazni tepna po ¢asteCném uvolnéni
Skrtici manzety pti bézném meéteni tlaku. Danahy a Ronan popsali v roce 1974 dalsi jev:
huceni nebo bzukot mozkovych vén. Tento jev ma plvod v kmitani kréni Zzily, ktera se
zhroutila v disledku nizkého hydrostatického tlaku. Také kmitani korondrnich cév bylo
sledovano béhem chirurgickych operaci srdce (Tsuji et al. 1978).

Studiu samobuzenych kmith je velmi blizka 1 problematika kolapsu elastickych trubic.
Pravdépodobné toto borceni cév vyvolané prutokem krve hraje roli v autoregulaci dodavky
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krve k mnoha vnitfnim orgdniim. Na druhou stranu ale kolaps cév, v nichZ je ateroskleroticky
plak miize zpisobit prasknuti, uvolnéni nebo jiné mechanické poskozeni plaku, s naslednym
ucpanim cévy a vaznymi nasledky (Binns a Ku 1989, Ku 1997).

Obecné zmenSenim prifezu trubice, kterou protékd kapalina, dojde k lokalnimu
zvyseni rychlosti tekutiny a podle Bernoulliho zdkona dochézi k dalSimu poklesu vnitiniho
tlaku tekutiny v trubici. Nasledkem je dalsi zizeni elastické trubice. Tento princip mize vést
az ke kolapsu tenkosténné trubice.

Spontanni kmitani se v lidském téle objevuje 1 v jinych souvislostech: rizné dychaci
zvuky jako napt. sipani, chrapani, ... Tvorba feci a zpév jsou kontrolované vibrace hlasivek.
Podobné zpév ptakl zahrnuje kmita ni souboru membran v ptacim hrdle.

2. Popis materialovych vlastnosti proudici tekutiny a elastickych trubic

Pii experimentech simulujicich kardiovaskularni systém se pouzivad nékolik typl tekutin
nahrazujicich krev. Nejbézné¢jsi tekutinou je voda. Pii takovych experimentech se kapalina
(krev) povazuje za nestlacitelnou newtonskou tekutinu s konstantni viskozitou p a hustotou p.
Ve skutecnosti je krev tzv. tixotropni tekutina; jeji viskozita roste s klesajici rychlosti
deformace. Na viskozitu krve méd vliv i hodnota hematokritu, coZ je objemovy podil krevnich

Sastic k celkovému objemu krve. Cim vy$§i je hematokrit v krvi, tim v&tsi je rozdil hodnot
viskozity pii pomalém a rychlém pohybu. Pro hodnotu hematokritu kolem 45% (coz je
praimémé fyziologickd hodnota), se pii zvyseni smykové rychlosti z 0,1 s’ na 100 s se
viskozita p snizi desetkrat z 0,1 s/m” na 0,01 s/m?. Ve v&tsing literatury se akceptuje moznost
simulovat krev ve velkych cévach newtonskou kapalinou. Jinou, drazsi ale moderni moznosti
je pii experimentech pouziti tzv. magnetoreologickych tekutin. To jsou suspenze mikrocastic,
které se daji zmagnetizovat. Reologické vlastnosti téchto tekutin je mozné opakované ménit v
zéavislosti na koncentraci, velikosti a tvaru mikrocastic. Rozsah pouziti a vlastnosti téchto
latek se pohybuje od chovani kapaliny az po pevnou latku podle plsobeni a velikosti
magnetického pole. V soucasné dobé¢ se sleduji a popisuji rizné mikroskopické struktury a
porovnavaji se jejich reologické vlastnosti. (Liu 2002).

Vzorky tenkosténné trubice sniz jsme pracovali maji vnitini pramér 14 mm.
Povazujeme tedy pouziti vody jako kapaliny za piijatelné.

PoZadavkem bylo, aby se k experimentim pouzité tenkosténné trubice svymi
elastickymi vlastnostmi pfiblizily vlastnostem lidskych cév. Z téchto divodi porovname
fyziologické vlastnosti lidskych cév s vlastnostmi trubic pouzitych pii experimentu. Primérna
tloustka cévni stény aorty o priméru 20 mm se pohybuje v rozmezi 0,8 az 1,8 mm, u psa
okolo 0,7 mm (vnitini primér aorty cca 7mm). Je znamo, Ze pomér tlouStky stény ku
pruméru cévy se u lidi pohybuje v rozmezi od 0,03 u mladych jedinct, do 0,1 u starych lidi.
Také plati, ze ¢im je céva bliZ k srdci, tim je tento pomér nizsi (Valenta 1985).

V experimentu pouzité vzorky elastickych latexovych trubic mély pfi vnitinim
pruméru 14 mm tloustku stény 0,8, 1 a 1,2 mm. Pfedpokladdme-li, ze pro ucely studia
samobuzenych kmitl je smeérodatny pomér tloustky stény ku priméru trubice, uvedena
elasticka latexova trubice tyto podminky spliuje.
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3. Experimentalni zaiizeni

Byla navrZzena a zkonstruovdna experimentalni trat’ pro sledovani samobuzenych oscilaci
elastickych trubic (Obr. 1 a 2). Tekutina (prozatim destilovana voda) je ¢erpana do okruhu z
nadrze hydrodynamickym cerpadlem. Mnozstvi doddvané kapaliny do okruhu je moZné
regulovat ventilem na vytlaku ¢erpadla. Za ventilem proud kapaliny prochdzi ustalovacimi
komorami, ve kterych dojde k rozvétveni proudu kapaliny do ustalovacich segmentt.
Kapalina pokracuje ddle do zkoumaného vzorku tenkosténné elastické latexové trubice.
Vzorek je umistén v experimentalni komofe a je uchycen na axialné posuvnych trnech. Trny
jsou osazeny tlakovymi senzory a umoznuji nastavit pozadované axialni predpéti elastické
trubice. Za experimentdlni komorou jsou zatfazeny opét ustalovaci komory s ustalovacimi
segmenty. Zpét do nadrze se kapalina vraci pies regulacni ventil. Ustalovaci komory v okruhu
slouzi k odstinéni experimentalni komory se vzorkem od nezddoucich ruSivych jeva
odehravajicich se v kapalin¢ v pfivodni a odpadni vétvi (pied a za experimentalni komorou).

regulacni ventil

experimentalni komora

zkoumany vzorek

ustalovaci segmenty

ustalovaci komora

smér toku
kapaliny v okruhu

experimentalni komora

axialné posuvny
upinaci trn

zkoumany vzorek

tlakové cidlo

Obr. 2
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4. Experimentalni vysledky

M¢teni probihalo zatim na tiech elastickych latexovych trubicich ze stejného materialu
vyrobenych na zakdzku. Vnitini primér trubic byl 14 mm a tloustka stény jednotlivych
vzorki byla 0,8 mm, 1 mm a 1,2 mm. Trubice byly uchyceny na axidln¢ posuvnych trnech a
predepjaty o 25% své pocatecni klidové délky. Vzorky byly uchyceny na trnech tak aby
nedoslo k jejich deformaci v obvodovém sméru (zkrouceni).

Souhrou regula¢niho ventilu a ventilu na ¢erpadle byl zvySovan pritok tak, aby se
frekvence samobuzenych oscilaci pohybovala mezi lehkym pulzovani 2 puls/s (Hz) az po
rychlé kmitani 10 puls/s (Hz). Po dosaZeni nejvyssi frekvence kmitd jsme zacali pritok
kapaliny opét snizovat, abychom =zachytili projevy predpoklddané hystereze oscilaci
tenkosténné elastické trubice (Obr. 5).

Pro kazdou sérii méfeni jsme zaznamenali klidovou tlakovou diferenci na elastické
trubici pied rozkmitanim. Tato tlakova diference reprezentuje energetickou ztratu kapaliny
ziskanou prichodem vzorku. Byl sniman ¢asovy prubéh tlaku s frekvenci 300 Hz a stfedni
hodnota prutoku kapaliny pro kazdy rezim kmitani. Priitok byl méfen objemovou metodou.

5. Matematicka formulace problému

Vzajemnou silovou interakci proudici tekutiny a elastické trubice popiSeme rovnicemi bilance
hmotnosti a bilance hybnosti proudici tekutiny (Sembera 2002). Jejich sou€asnym feSenim
dostavame dilezité relace mezi zménou tlaku v trubici a zménou jejiho prifezu. Tyto

matematické relace lze shrnout do materidlového vztahu popisujiciho elastické vlastnosti
trubice (Fung 1996, Hayashi 1998, Marsik 2002) (1).

A [24
Pi—Pe=N- (f} -1 (1)
0

Kde « vyjadfuje materidlovy exponent, p, —p, je transmurdlni tlak, p; je vnitini (interni)
4-h-FE

tlak v trubici, p, je vnéjsi (externi) tlak na trubici, N = , h je tloustka stény trubice,

E je Youngtv modul pruznosti, a je polomér trubice.

Pocatecni stav trubicky pfed naplnénim kapalinou zndzornuje silnd pferuSovana céra.
Pfi nizkém priitoku kapaliny se trubicka postupné zdeformuje do tvaru nakresleného tenkou
plnou ¢arou. Okolo této polohy se pfi zvySovani pratoku potom rozkmita (tenka preruSovana
a tlusta plna ¢ara). V bodech 1 a 2 byl vzorek upevnén na trny s tlakovymi ¢idly (Obr.3).

Je obtizné zjistit, jak se
béhem oscilaci pfesné méni priiez
trubice. (Fung, 1996) popsal dva
zakladni typy zborceni elastické
kruhové trubice, které se méni se
vzristajicim pratokem (Obr. 4).
Vsechny nami provedené
experimenty se blizi prvnimu
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popsanému typu zborceni kruhové elastické trubice (Obr. 4a).
Pro vypocet efektivniho prifezu 4, trubice pfi oscilacich pouzijeme  nasledujici
zjednoduSeni a predpoklady:
e trubice si stale zachovava stejny obvod
AL e plocha prifezu se méni z klidové A, na efektivni pfi
a) _|r_ } — i oscilacich A4, kolem kter¢ prifez osciluje
N [l e pocitame se stfedni hodnotou priitoku proto pro
vypocet 4, vyuZijeme Hagen-Poisseuillova zakona

-"'L o ~ Timto byl ziskdn zjednoduseny vztah pro vypocet priiezu
v trubice v misté jejich oscilaci, efektivni prufez (2). Protoze
Obr. 4 jsme zatim nemé&li moZnost snimat hodnoty pritoku v redlném

Case a m¢li jsme k dispozici jen stfedni hodnotu pritoku pro
dany rezim oscilaci, potom tlaky p; a p, jsou zde vypoctené stiedni hodnoty tlakl
odebiranych v realném ¢ase v mistech 1 a 2 (Obr. 3).

1%:/§Eﬁiéé @)
D= P

Rychlost pulzni viny $ifici se po trubici, byla urena z podminky nestability. Samobuzené
oscilace vznikaji, pokud se rychlost Sifeni pulzni vlny ¢, vyrovna rychlosti proudici kapaliny

vy - Tento pfedpoklad vSak plati pouze v ptipad€, Ze ma trubice bé¢hem kmitani stale kruhovy

prufez, ktery se zvétSuje a zmenSuje. Pokud se vzorek deformuje, musi rychlosti vy a ¢,
spliiovat podminku (3), (Obr. 3 a 4), (Klingerova 2005).

a

e
%:%(zﬂz 3)

Odtud snadno vyjadiime vztah pro rychlost Sifeni pulzni viny ¢ .

o
A 2
%:%{ZQJ 4)
ef

Jednou z moznosti jak urcit sttedni rychlost tekutiny poskytuji nasledujici vztahy.

vo=/-4 (5)

A2
vo=a-f =¢y | (6)
0

Rychlost §ifeni postupné viny podél elastické trubice je urena vztahem
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2 4-a-h-E
3.a-p

(7

€o

Dosadime-1i do podminky nestability tak jak je definované v (3) za stfedni rychlost toku
kapaliny (5) a za rychlost Sifeni postupné (pulzni) viny (7) ziskame relaci mezi frekvenci
kmith £, vinovou délkou A a elastickym modulem E.

2. p2

4-a-h-E Ay “
- ( f (8)

3~a-p AO

)

o
P 3ea-p- 222 4

Takto ziskany Youngliv modul je ovS§em celkovym modulem pruznosti trubice i kapaliny jako
jediné casti nehomogenniho kontinua. Materidlovd konstanta o byva rovna 1/ 2, pro
biologické materidly mtize byt i vyssi. Jeji presnou hodnotu nezname, proto byly vypocéteny
rizné hodnoty modulu pruznosti pro rizné hodnoty parametru «, (Obr. 6). Z diive
provedenych tahovych zkousek materidlu trubic systémem MTS byl ziskdn Youngliv modul
pruznosti v podélném sméru v rozmezi E =1 az 1,14 MPa.

6. Porovnani teorie s experimenty

Kazdy vzorek byl rozkmitan zhruba do 8
modu oscilaci. NejlepSich vysledki bylo

Zavislost pratoku a efektivniho prarezu trubice na
frekvenci oscilaci
16 20

dosazeno s trubici o tloustce stény 1 mm. )

14

Proto byl vybran jako reprezentant a dale
budou uvadény vysledky vztahujici se

12 A

& ~

o4
NS

+ 19

k tomuto vzorku. é 10 - \//,//’;f 118 E
Ziskané  zaznamy  tlakovych & . ya }” N h <

oscilaci  byly  zpracovany  rychlou . v - - » TV

Fourrierovou analyzou a byly detekovany = \\(/

hlavni frekvence pribéhu tlakf, kmitd Y ; ; i : 1

trubice.  Z experimentalné¢  ziskanych (Hz)

hodnot pritokd a zc¢asovych ziznamu
tlakd na zacatku a konci elastické trubicky
byly dle (2) vypocteny efektivni prifezy
deformované trubice pro jednotlivé rezimy Obr. 5

oscilaci. Pfi experimentech byla zméfena vlnovéa délka postupné viny na elastické trubici. Z
téchto hodnot pak ur€ime rychlost toku kapaliny a rychlost Sifeni pulzni viny po sténé
latexové trubice.

—&— Qsf —m— Qs-f Aeff —@— Aeff

Pro kazdou elastickou trubici byla sestrojena zavislost frekvence samobuzenych
oscilaci na pritoku kapaliny a zavislost efektivniho prufezu oscilujici trubice na pritoku a
frekvenci oscilaci, (Obr. 5).
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Jednou z vlastnosti metody vypoctu
E dle vztahu (9), je silnd zavislost Vypocétena zavislost E na a pifiA=2/3.L
Youngova modulu pruznosti na délce 30
stojaté viny A a frekvenci oscilaci trubice 25 |
f. Velikost  vlnové  délky  byla
z experimentl zvolena A =2/3-L, kde L
je vzdélenost bodu 1 a 2 viz. (Obr. 3).
Vypoctena zavislost Youngova modulu
pruznosti na materidlovém souciniteli o 51
dle vztahu (9) je znazornéna na (Obr. 6). 0 : : ‘ ‘

Zvolime-li ~ napf. A=1/2-L,
dostaneme rozmezi hodnot £ od 1 do 18
kPa. Pro A =1-L se hodnoty E pohybuji
mezi 1 az 65 kPa; v obou pfipadech se
koeficient o pohyboval v intervalu
(0,1;0,9).

E (kPa)
I

—B- 22— =245 — =265 —¥ =53
—e—f=53 —4— =535 — — f=4,656 ——1=1,95

Obr. 6

7. Diskuse

Pii provadéni experimentd byl nalezen postup, jak pfivést elastickou trubici do rezimu
samobuzenych oscilaci a jak regulovat frekvenci samobuzenych kmiti. Zptisob méieni
vychazel z po¢ate¢niho naladéni soustavy na samobuzené kmitani souhrou ventilu na Cerpadle
a regula¢niho ventilu. Naslednym zvySovanim pritoku ventilem na Cerpadle byla trubice
uvadéna do riznych rezimu oscilaci.

Podle ptedpokladl se prokazala hystereze v zavislosti stiedni hodnoty pritoku Qs a
efektivniho prifezu 4, na frekvenci oscilaci fo Pfi zvySovani pratoku kapaliny narista

zavislost Os-f, A, -f jinym zplsobem, nez pokles Os-f, 4, -f pii snizovéni priitoku, (Obr. 5).

Rychlost proudéni tekutiny byla urena analyzou frekvenci oscilaci trubice a vinové délky
(5). Takto vypoctené hodnoty rychlosti fadov€ odpovidaji rychlosti kapaliny, kterd byla
vizualn¢ odhadovana béhem experimentt.

Hodnotu materidlové konstanty o nezname. Vime vSak, Ze byva rovna 1/2 i vice u
biologickych vzorki. Byla proto vypoctena dle vztahu (9) zavislost modulu pruznosti £ na o
v rozsahu od 0,1 do 0,9, (Obr. 6). Tyto hodnoty jsme porovnavali s modulem pruZznosti,
zmétenym systém MTS. Piedpokladame, ze nami pouzity matematicky model (9) popisuje
modul pruznosti stény trubice a kapaliny dohromady. Vypocteny modul pruznosti by tedy
nalezel ,,ndhradni ty¢i“ o geometrickych parametrech elastické trubice naplnéné kapalinou.

8. Zavér

Bylo sestaveno plné funkéni experimentalni zatfizeni pro zkoumani samobuzenych oscilaci
tenkosténnych elastickych trubic, (Obr. 1 a 2). Byl odvozen a testovan zjednoduSeny vztah
pro vypocet efektivniho priifezu kmitajici elastické trubice (2). Pomoci tohoto vztahu byly
ziskany charakteristiky zavislosti mezi stfednimi hodnotami pratoku kapaliny, frekvenci
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kmitani vzorkii a efektivnim prifezem, (Obr. 5). Vztah mezi Youngovym modulem
pruznosti £ a materidlovym parametrem a (9) nebyl zatim uspokojivé urcen. Je tieba 1épe
popsat vazbu mezi vlastnostmi kapaliny a stény trubice. V souCasném stavu feSeni
problematiky vyjadiuji ur¢ené hodnoty modulu pruznosti E elastické vlastnosti trubice a
kapaliny jako celku. Navrzené vztahy a postupy byly ovéfeny experimenty a bylo zjisténo, za
jakych podminek je lze vyuzit k pfibliznému odhadu sledovanych veli¢in. Provedenim a
vyhodnocenim experimentu byla ziskdna pfedstavu o moznostech méfeni na navrzené
experimentalni lince a o chovani elastické trubice v rezimu samobuzenych oscilaci. Piesngjsi
ovéfeni navrzené metody vyzaduje provedeni rozsahlejsi experimentalni prace a podrobné&;jsi
matematicky popis a modelovani. Dal$im otevienym problémem zlstava urcéeni vSech dosud
nezndmych vlivil, které oscilace elastické trubice skute¢né ovliviuji.

9. Podékovani )
Tato prace vznikla za laskavé podpory GACR 106/04/1181, MSM 6840770012
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