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CRACK TIP OPENING DISPLACEMENT DETERMINATION FOR A
CRACK TERMINATING AT THE BIMATERIAL INTERFACE

P. Bare§*, Z. Knésl*

Summary: In the paper the method suggested by Irwin for the crack tip opening
displacement (CTOD) determination in homogeneous materials is generalized
and the analytical expression for the CTOD in the case of a crack with its tip at
the interface of two different materials is presented. The obtained results are used
to formulate the condition of stability of a crack terminating at the interface. The
suggested method is applied herein on the critical stress calculation in a case of
the through-cracked protective coating. The numerical calculations are
performed by finite element method (system ANSYS).

1. Uvod

Spolehlivost a zivotnost slozenych materidlovych systéma (naptf. kompozitnich materidli)
muze byt podstatné ovlivnéna chovanim trhliny Sifici se v blizkosti rozhrani jednotlivych
materidlovych slozek. V mnoha piipadech dochdzi k poruSeni funk¢nosti celého systému
iniciaci a S§ifenim trhliny s naslednym lomem pravé v disledku specifickych vlastnosti
rozhrani. O zivotnosti soucasti v takovém piipadé rozhoduje chovani trhliny, kterd prochazi
pfes rozhrani z jednoho materidlu do druhého. Kritickou konfiguraci pak vytvaii trhlina
s vrcholem na materidlovém rozhrani dvou materialti, (viz obr.1), kde v dusledku skokové
zmény materidlovych parametrii dochézi i ke zméné charakteru singularity napéti.

I kdyz limitni analytické analyza poskytuje v pfipad¢ trhliny s vrcholem na rozhrani dvou
materidli odpovidajici feSeni pro singuldrni rozdéleni napéti, napi. (Nahlik, 2002), otazka
lomové mechanického popisu této konfigurace neni jesté plné vyfeSena. Zakladnim
problémem je formulace kriteria stability pro ptipad, kdy pole napéti v okoli vrcholu trhliny
je sice singularni, ale exponent singularity je, na rozdil od trhliny v homogennim piipadg,
rizny od % a postupy standardni lomové mechaniky tedy nelze pouzit, napt. (Knésl, Knapek
& Bednat, 1998; Nahlik, 2002). V ptispévku je tato problematika feSena pomoci kriteria
zalozeného na pojmu kritické otevieni kotene trhliny (CTOD).

Poznamenejme, ze kriterium C7OD navrhl Wells (Wells, 1961) jiz v po¢atku Sedesatych
let minulého stoleti pro hodnoceni Sifeni trhlin v piipadé plastickych deformaci vétSiho
rozsahu (tj. mimo platnost linearni elastické lomové mechaniky). Irwin (Irwin, 1961) pak
ukazal, ze v ptipad¢ plastickych deformaci malého rozsahu (SSY), lze odvodit vztahy mezi
CTOD a hodnotou faktoru intenzity napéti a tuto relaci pak pouzit jako lokalni kriterium pro
hodnoceni stability trhliny v ptipad¢ platnosti ptedpokladi LELM, napt. (Anderson, 1995).
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V prezentovaném piispévku je zobecnén Irwinlv postup vypoctu otevieni kofene trhliny
CTOD, ktery byl odvozen pro trhlinu v homogennim materidlu (singularita trhlinového typu
1//'%), na piipad trhliny s vrcholem na rozhrani dvou rGznych materidld (singularita typu
obecného singularniho koncentratoru napéti 1//, kde 0< p# % <1). Takto uréena veli¢ina
CTOD, je zde pouzita pro formulaci odpovidajiciho kriteria stability. Jako aplikace tohoto
postupu jsou pak pro rizné materidlové kombinace urCena kritickd napéti, pfi kterych se
trhlina zac¢ne Sifit z rozhrani dale do druhého materialu. Odpovidajici vypocty jsou provedeny
metodou kone¢nych prvkl (ANSYS) za podminek rovinné deformace pro plastické
deformace malého rozsahu a pro normalovy mod namahani. Protoze vyrazy pro posunuti
v okoli kofene trhliny s vrcholem na rozhrani publikované v literatufe jsou uvadény ve
tvarech, které nejsou konsistentni se zakladnim feSenim pouzivanym v naSich ptredchozich
publikacich, je v prispévku nejprve odvozen vyraz pro posunuti v okoli kotene trhliny
v teném sméru, které je pro definici CTOD kli€ové. Ve vSech vyrazech je pouzita jako
urcujici veli¢ina hodnota zobecnéného faktoru intensity napéti H;, viz déle.

2. Posunuti v okoli korene trhliny

V této kapitole jsou na zakladé zndmého rozloZeni napéti v okoli kotene trhliny, ktery lezi na
rozhrani dvou rtiznych materiali, odvozeny odpovidajici vztahy pro posunuti v ptipadé
trhliny kolmé k rozhrani za ptedpokladu zatizeni normalovym médem I a podminek rovinné
deformace.

M1 y M2

Orr

trhlina

v

\_ rozhrani

Obr.1 Trhlina s vrcholem na rozhrani dvou materiald M1, M2 a pouzité oznaceni

Maiéme-li trhlinu s vrcholem na rozhrani dvou materiald, kterd je k danému rozhrani kolma
(viz obr.1), plati pro rozlozeni napéti v okoli jejiho kofene nasledujici rovnice, napt. (Nahlik,
2002)
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+(2-3) f,sin(2-1)6 | (2)

=,1ﬂi[gR sin(A+1)0+ g, cos(A+1)0+(A-1) f,sin(A-1)0+
T

Ty \/2_
+(A-1) f,cos(A-1)6 ] 3)

a pro rovinnou deformaci je
Uzz = /’l(arr + 6196’) : (4)

Daéle pro material M1 je:
pll+a+(2at —a)cos ix]

/x(2)= o
="~ [(Mb Ejg)sin 2

gn(1)=2 |#rar+(2ar +“ﬁ;é))cosm+(1+a)cos 247] )
o (1)= B[ (204° + ar~a)sin iz +(1+ a)sin 247 |

D(2)
D(A)=1+2a+2a* - 2(a +a’ )cos Az —4a* 7
a pro material M2 je:
Je=l, f,=8 =0

ﬂ[a +24— (1 +2a—4al’ )cos Az +(1+a)cos 2/1ﬂ]
D(2) '

gR(ﬂ,):ﬂ—cos/iﬂ— (6)

Veli¢ina H; je zobecnény soucinitel intenzity napéti, ktery jednoznacné definuje singularni
rozlozeni napéti u cela trhliny obdobné jako tomu je u soucinitele intenzity napéti K;
v homogennich materidlech, p je exponent singularity napéti, jehoz hodnota zavislad na dané
kombinaci materialt lezi v intervalu (0, 1) a je zaroven riznd od '2. Exponent singularity
napéti p se vypocita jako

p=1-4, (7)
pfi¢emz parametr A se urci z feSeni charakteristické rovnice

A (—4a’ +4ap)+2a’ - 2af+2a - B+1+(-2a" + 20 —2a + 28 )cos (Ax) =0,  (8)

vniz veliciny a a f jsou tzv. Dundursovy parametry, které zavisi na materidlovych
charakteristikach obou materidlti, konkrétné na Poissonové ¢isle y; a modulu pruznosti v tahu
E; , napt. (Nahlik, 2002)
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Indexy “1” a “2” oznacuji ptislusnost k jednotlivym materidlovym slozkam (materidlu M1 a
materidlu M2, viz obr.1). Poznamenejme, Ze pokud nemtize dojit k zdméné, tento index pro
jednoduchost vynechavame.

Na zékladé znamého rozloZeni napéti (1-4) byly stanoveny slozky tenzoru deformace

grr :%I:O-rr_/’l(o-ﬁe-i_o-zz):' (10)

1
€op :E[O'Be_ﬂ(o'rr"'o'zz)]' (11)

Posunuti u,a u, vradidlnim, respektive v obvodovém sméru lze pak ziskat integraci
defini¢nich vyrazil pro slozky tenzoru deformace

— aurr

= 12
£ =2 (12)
u, 10uy,
=W 13
S0 r +r o0 (13)
ve tvaru
u, =L Ll (14 p)sin(241)0- g, (1+ u)cos(2+1)0+

27 E
+ 1 (3—/1—y—/1y—4y2)cos(ﬂ—1)¢9+f,(—3+ﬂ+,u+ﬁ,u+4y2)sin(/1—1)6?} (14)

Uy, = 207 %é{%(l+ ,u)sin(/”t+1)9+%(l+ y)cos(ﬂ+l)0+%[(1_ﬂ2)

(/1+2—ij—(,u+,u2)(2—2—%)}sin(l—1)6’+%{(1—y2)(2+2—%j+

+(ﬂ+y2)(z—2+%ﬂcos(z—1)9}. (15)

N

3. Urceni otevi'eni koiene trhliny CTOD

Za urcitych zjednodusujicich ptedpokladi (zejména v ptipadée, kdy je velikost plastické zony
mnohem mensi nez délka trhliny) lze na zdklad¢ Irwinova postupu otevieni kotene trhliny
CTOD stanovit jako velikost otevieni trhliny ve vzdalenosti r, za kofenem trhliny, kde r, je
polomér plastické zony na €ele trhliny, viz obr.2, napt. (Anderson, 1995), tj.

CTOD™ =|2u,, (0 =7,r =1,)|. (16)

Velikost plastické zony je dana Missesovou podminkou
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Geﬁ" = g\/(arr - GHH )2 + (64949 - Jzz )2 + (O-zz - Jrr )2 + 6Tr20 > (17)

pro oy = o, (0, je mez kluzu materialu M2). Dosazenim vztahti pro napéti (1-4) pro 6=0 do
(17) obdrzime velikost poloméru plastické zony pied ¢elem trhliny jako

vy ) 1/2p
1—
, H, (—p) 160, 11, + 1 1 _6g1(€M2)p+3(g;2M2)2+p2) ,  (18)
o, 2z 41”2

kde index (M2) znaci ptislusnost k materidlu M2, viz (6).
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Obr.2 Plastickd zona na Cele trhliny

Dosazenim vztahu (18) do (15) a nésledné¢ do (16), dostaneme po upravé vztah pro
otevieni kofene trhliny pro trhlinu s vrcholem na rozhrani

I-p

| I-p
cnmszﬁgﬂﬁggpame (19)
1 0
kde
I-p
(l_p)2 1 (M2) (M2)2 2 B
ZR: 27 16:”2 ﬂz"‘ﬁ_l _6gR p+3(gR +p) > (20)
2
a

(M1) (M1)

Wl(7[):gRT(1+,ul)sin(/l+1)7z+g’T(1+yl)cos(l+l)7z+

+ﬂ{(1—yf)(/l+2—%j—(yl +y12)(2—/1—%ﬂsin(/1—1)

A-1

(1)
+%{(1—yﬁ)(i+2—%}+(;¢1 +yf)(i—2+%ﬂcos(l—l)7r. (21)

Index (M1) znaci ptislusnost k materialu M1 viz (5).
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K urceni otevieni kofene trhliny CTOD™" je navic nutné pro dané zatizeni numericky
stanovit velikost zobecnéného soucinitele intenzity napéti H;, coz 1ze naptiklad pomoci ptimé
metody (Bare§ 2003, Nahlik 2002).

4. Aplikace

Odvozeny vztah pro otevieni kofene trhliny s vrcholem na rozhrani CTOD®™ 1ze vyuzit pro
hodnoceni jeji stability, respektive pro vypocet kritického napéti, pti kterém se trhlina zacne
Sifit z rozhrani ddle do druhého materidlu. V této kapitole je odvozen postup pro vypocet
t&chto kritickych nap&ti, ktery vychazi pravé z jiz diive odvozeného vztahu pro CTOD®™.

4.1. Trhlina v homogennim materialu

Nachazi-li se trhlina v homogennim materidlu, je napéti v okoli jejiho kofene imémé "2,

kde r je vzdalenost od vrcholu kofene, viz obr.l. Pro hodnoceni chovani takové trhliny
lomova mechanika poskytuje né€kolik pfistupt. V pfipadé kiehkého poruseni je jednim
z nejzndméjsich a v praxi ¢asto pouzivanym kriteriem K;¢

K, <K,, (22)

kde K; je soucinitel intenzity napéti, jehoz velikost zavisi na velikosti a zplisobu zatizeni,
délce trhliny a geometrii té€lesa. Veliina Kjc je kritickd hodnota soucinitele intenzity napéti
(lomova houzevnatost), ktera je interpretovana jako materidlova charakteristika. Podle tohoto
kritéria se trhlina nebude Sifit (bude stabilni), pokud hodnota soucinitele intenzity napéti K;
bude mensi neZ lomova houzevnatost K;c.

4.2. Trhlina na rozhrani

V ptipad€ trhliny jejiz vrchol lezi na rozhrani dvou materidlli je singularni napéti v okoli
kotene trhliny umérné »” a pro popis jejiho chovani nelze pouzit klasické ptistupy lomové
mechaniky. V tomto ptipad¢ je nutné pouzit piistupy, které umoznuji popsat vliv zmény
charakteru singularity napéti vyvolané vlivem pfitomnosti rozhrani, napt. (Knésl, Knapek &
Bednar, 1998; Nahlik, 2002; Knésl, Nahlik & Radon, 2003). Tyto postupy jsou zaloZeny na
srovnani urcité veli¢iny L s jednozna¢nym lomové-mechanickym vyznamem, kterd se urci na
dvou geometricky totoznych soucastech, pfi¢emz prvni je tvofena bimateridlem a druhd
homogennim materidlem M2, do n¢hoz se v ptipad¢ bimateridlu trhlina §ifi. Predpoklada se
pritom, ze se trhlina zrozhrani do materialu M2 S§ifi stejnym mechanismem jako by se
v tomto materidlu §ifila v ptipadé ¢ist¢ homogenniho vzorku.

Na zaklad¢ predchoziho ptedpokladu se dale predpoklada, ze v okamziku pocatku Sifeni
trhliny bude mit veli¢ina L v obou pfipadech (bimateridlového a homogenniho vzorku)
stejnou velikost, coz Ize zapsat nasledovné

LEM(H )= LI (LK ). (23)

Velic¢ina L obecné zavisi na velikosti a zplisobu zatizeni, materidlovych charakteristikach,
geometrii a na lomové-mechanickych parametrech, mezi néz patii naptiklad jiz zminény
souCinitel intenzity napéti K; v piipadé homogenniho télesa, nebo také zobecnény soucinitel
intenzity napéti H; v ptipad¢ bimateridlového télesa. Index “C* v pfedeslém vztahu oznacuje
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kritickou velikost a indexy “BIM*“ a “HOM® vyjadiuji, ze jde o veli¢inu urCenou
v bimaterialu, respektive v homogennim materidlu M2. Veli¢ina Hjc je kritickd hodnota
zobecnéného soucinitele intenzity napéti, nebo-li zobecnénd lomova houZevnatost.
Poznamenejme, Ze K¢ ve vztahu (23) odpovida lomové houZevnatosti materialu M2.

Z piedeslé rovnosti 1ze na zdklad€é zndmé hodnoty lomové houZevnatosti K;c materialu M2
urcit kritickou hodnotu zobecnéného soucinitele intenzity napéti Hj;c pro bimateridl a
kritérium stability pro trhlinu s vrcholem na rozhrani 1ze zapsat ve tvaru

H,<H,. (24)

Analogicky kritériu stability pro homogenni piipad se trhlina nebude §ifit zrozhrani do
materidlu M2 pokud bude platit pravé nerovnost (24).

Volba veli¢iny L zavisi na pfedpoklddaném mechanismu Sifeni trhliny. Napiiklad pro
ktehky lom je vhodné pouzit stfedni hodnotu oteviraciho napéti v dané oblasti pied celem
trhliny (Knesl, Knapek & Bednar, 1998), pro inavové poruseni pak velikost plastické zony
pted ¢elem trhliny (Knesl, Nahlik & Radon, 2003; Nahlik, 2002). Pti plastickych deformacich
vétSiho rozsahu je to potom napft. otevieni kotene trhliny CTOD (Bares, 2003; Bare§ & Knésl
2004).

4.3. Kritérium stability zalozené na parametru otevi‘eni korene trhliny CTOD

Cilem nésledujiciho postupu je na zakladé uvah z kapitoly 4.2. ziskat vyraz pro kritickou
hodnotu zobecnéného souclinitele intenzity napéti Hjc pro jednotlivé kombinace materidlti a
nasledn¢ urcit kritickd napéti o, pfi nichz se trhlina za¢ne §ifit z rozhrani do druhého
materidlu M2. V souladu s diive uvedenym postupem ptedpokladadme, ze velicinou L, kterd je
rozhodujici pro popis chovani trhliny je hodnota CTOD. Pro trhlinu v homogennim materialu
M2 plati, napt. (Anderson, 1995)

2

4 K
CTODHOM:;E; (1-2,)(1-143) (25)
2%0

Analogicky, pro pfipad studované trhliny s vrcholem na rozhrani, plati odvozeny vztah
(19). Rovnost (23) mizeme tedy piepsat do tvaru

CTOD?™ = CTOD /" (26)

Pro kritické otevieni kofene trhliny v bimateridlu a homogennim materidlu plati nasledujici
vztahy

20 (1 Y
CTOD?™ | —_Hg*| —| ZW 27
fo ED/E IC(O_O] R 1(”) (27)
2
cToD!M =iK_§(1_zﬂ2)(1_ﬂ§) , (28)
2% 0

kde Kj¢ je lomova houzevnatost materialu M2.
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Dosazenim vztahti (27) a (28) do (26) a naslednou tUpravou obdrzime vztah pro kritickou
hodnotu zobecnéného soucinitele intenzity napéti H;c ve tvaru

»
H. . = K520 _ELF 1-2 1— 12 11 29
c =840, |: E 1-p 7[( ﬂz)( ﬂz)ZRVVI(ﬂ) (29)

Na zékladé znalosti H;c mizeme fici, ze trhlina se nebude §ifit v ptipad€, ze bude platit, ze
H,<H,. (30)

Jak jiz bylo diive uvedeno, zobecnény soucinitel intenzity napéti H; se uréi numericky
napiiklad tzv. pfimou metodou.

JelikoZ hodnoty zobecnéného soucinitele intenzity napéti Hj;, respektive hodnoty
zobecnéné lomové houzevnatosti Hjc, maji pro rizné kombinace materidli rizné jednotky
(MPa.mP), neni je moZné mezi sebou navzajem piimo porovnavat. Z tohoto divodu se pro
potieby srovnani stanovuji ze znamych hodnot H; a Hjc kritickd napéti o, pro jednotlivé
kombinace materialli, kterd jiz srovnavat lze. Tato napéti se vypocitaji podle nasledujiciho
vztahu:

G = A [1MPal]. (31)
H,(1MPa)
Hjc je jiz diive zminéna zobecnéna lomova houzevnatost a H(1Mpa) je hodnota zobecnéného

souCinitele intenzity napéti prepocitand (normovand) na 1MPa vnéjSiho zatizeni (Nahlik,
2003).

5. Numericky priklad

Navrzeny postup urceni kritickych napéti, pfi nichz se trhlina za¢ne S§ifit z rozhrani do
materialu M2, je zde aplikovan na ptipad trhliny, kterd se nachazi v povrchové ochranné
vrstve, viz obr.3. Geometrické parametry vzorku jsou 7 = 15mm, # = 1lmm, L = 60mm.
Materialové charakteristiky materidlu M2 byly zvoleny nasledovné: modul pruznosti v tahu
E,=210 000MPa, Poissonovo ¢islo x,=0,3 mez kluzu o,=600MPa a lomova houZevnatost
K;c=50MPa.m"?. Pro material M1 bylo Poissonovo &islo stejné jako pro material M2, tedy
£:=0,3 a modul pruznosti v tahu £; byl uvazovan 105 000MPa, 210 000MPa a 420 000MPa.

(o}
—

L

Obr.3 Model povrchové ochranné vrstvy s trhlinou
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Vypocty zobecnéného soucinitele intenzity napéti H; potiebné ke stanoveni kritickych
napéti (viz (31)) pro jednotlivé kombinace materidlli, byly provedeny pfimou metodou na
zéklad€ metody konecnych prvki (MKP) (Bares, 2003).

5.1. Vysledky vypoctia

Vysledky vypoctl jsou uvedeny v tabulce 1. Z ni jde vidét, Ze s rostoucim pomérem modulll
pruznosti v tahu povlaku a podkladu E,/E, dochdzi k poklesu kritickych napéti o, , pfi nichz
se trhlina za¢ne §ifit zrozhrani do druhého materidlu M2, coz je v souladu z vysledky
ziskanymi na zdklad¢ jinych zndmych postupii (Knesl, Kndpek & Bednai, 1998; Knesl,
Nahlik & Radon, 2003; Bares & Knésl 2004).

Tab.1 Hodnoty kritickych napéti v zavislosti na poméru E/E,

EVE; | p H(1Mpa) [Mpa.m”] | Hic [Mpa.m”] | 6cie [Mpa]
0,5 0,43389 7,84e-02 75,04 957
1 0,5 6,43e-02 50,00 778
2 0,57451 4,81e-02 34,74 701
6. Zaveér

V ptispevku byl zobecnén Irwiniiv postup vypoctu otevieni kotene trhliny CTOD pro trhlinu
s vrcholem na rozhrani dvou rtiznych materidli. Na zdkladé ziskanych poznatk bylo
navrzeno kritérium stability pro trhlinu s vrcholem na rozhrani dvou materiald, ktera je na
rozhrani kolma. Vysledky byly aplikovany na ptipad poruSovani télesa s porusenou
ochrannou vrstvou. Kritérium umozniuje pro rizné kombinace materidlii vrstvy a podkladu
vypocitat kritické napéti o, pfi nichz se trhlina za¢ne Sifit z rozhrani dale do druhého
materidlu. Kritérium ptfedpokldda podminky rovinné deformace na cele trhliny a deformace
malého rozsahu SSY (Small Scale Yielding). Byla vypocitana zavislost kritického napéti na
poméru modulti pruznosti v tahu povrchové vrstvy a podkladu E,/E,. Z vysledki Ize vidét, ze
s rostoucim pomérem povlaku a podkladu E;/E, klesa velikost kritickych napéti o,,, coZ je
v souladu z vysledky ziskanymi na zdklad¢ jinych postupl. Odpovidajici vypocty byly
provedeny metodou kone¢nych prvki v systému ANSYS.
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