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NEW METHOD FOR ANALYSIS OF RHEOLOGY
OF CONCRETE STRUCTURES

R. Zidek !, L. Brdecko >

Summary: For static analysis of hybrid concrete structures the method and com-
putational software including the concrete rheology analyses, the influence of step
by step construction and the geometric nonlinearity were developed. Beam element

with the gravity axis not identical with the reference axis developed by author was
applied. It enables to analyze composite beams constructed step by step. Proposed
paper deals with some problems of this method.

1. Uvod

Rozvoj betonovych konstrukei klade stale vy$$i naroky na vystiznost statickych vypocti.
To je déno jednak stéle sofistikovanéj$imi konstrukénimi systémy a jednak zpusoby vystavby.
Hlavni nosné prvky — nosniky, oblouky, kabely se buduji v piedstihu a slouzi jako podporujici
prvky pro ostatni prvky nosné konstrukce. Kombinuji se ocelové nebo prefabrikované prvky
tak, aby bylo co nejlépe vyuzito vlastnosti pouzitych materidlii a soucasn¢ byla redukovana
plocha povrchu konstrukce, kterou je nutno zabednit.

Pro analyzu betonovych konstrukei byla navrzena metoda a podle ni vypocetni program,
ktery umoziuje fesit rovinny prutovy model geometricky nelinedrné, a ktery umoziiuje ana-
lyzovat vliv postupné vystavby a reologie betonu.

Metoda byla primarné navrZzena pro analyzu dotvarovani konstrukci z piedpjatého pasu,
ale je pouzitelna pro vSechny konstrukce, u kterych je ptipustnd aproximace rovinnym pruto-
vym modelem. PouZity prvek umoziiuje analyzu postupné budovanych sprazenych priiezi.

2. Prutovy prvek na excentricité

Pro novou metodu byl autorem odvozen rovinny prutovy prvek na excentricité. Zakladni
myslenka spociva v oddéleni tézistni a referencni osy prvku. To umozniuje modelovani po-
stupn¢ vytvarenych prifezl. Jeho odvozeni metodou pienosovych matic bylo publikovano v
disertacni praci autora (Zidek, 2003) v¢etné odvozeni statickych, geometrickych a fyzikalnich

podminek. Zakladni uspotfadani je na obrazku 1.
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Obrazek 1: Prutovy prvek na excentricité — zakladni usporadani

Odvozeny prvek poskytuje, v ramci zjednoduseni prijatych pro pruty, presné feseni. Uka-
zalo se, Ze je schopen efektivné Fesit sprazené konstrukce. Smrstovani a dotvarovani se zadava
vynucenym délkovym pomérnym pretvorenim referencni osy prutu a vynucenym pomérnym
pootocenim prifezu (kiivosti).

3. Geometricky nelinearni analyza

U stavebnich konstrukci se neocekavaji velkd pomérna piretvotreni, proto se uvazuji velké
pouze posuny a pootoceni. Byly testovany rizné metody geometricky nelineadrni analyzy a
implementovana byla metoda rovnovadhy na pretvorené konstrukci. V tomto pojeti splyva
geometricky nelinearni analyza s teorii druhého radu.

U metody konec¢nych prvki je rovnovaha uvniti prvki apriori splnéna, rovnovaha v uzlech
je splnéna u geometricky linedrniho feseni. U geometricky nelinearniho feseni dojde vlivem
zménéné geometrie k nerovnovaze. Pozadavek rovnovahy v i-tém uzlu je

(F}, - Z (R}, = {0}, 0

kde
{F'}, — vektor zatézovacich impulsii a reakei v uzlu a,

{R},, — vektor uzlovych sil k-tého prvku v uzlu a v globalnich soufadnicich, pficemz uzlové
sily maji smysl ptisobeni uzli na prvek.

U prutové konstrukce v roviné se rovnice (1) vyjadii konkrétnéji. V kazdém sty¢niku se
styka n prutt. Do rovnice rovnovahy (1) pak vstupuji uzlové sily prutt dosazené v daném
zatézovacim kroku ({R}, ) a uzlové sily, jichz bylo dosazeno v pfedchozich zatézovacich

krocich ({R}k ). Vektor uzlovych sil se dé rozepsat

(R}, = {Xa, Yo, My, X3, Yy, My} = {{R},,, AR} )" - (2)
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Obrazek 2: Uzlové sily na prutu

Za predpokladu, ze uzlové sily jsou predstavovany ucinky stycniku na prvek a zavedenim
znaceni podle rovnice (2) se rovnice (1) napise

n n

{F}, = Y {RY, - > {R}, =1Q}. (3)

k=1 k=1

Vektor {@}, na pravé strané piedstavuje nepienesené tcinky, kterymi se konstrukce zatézuje
v dalsi iteraci. V pfipadé nalezeni idealni rovnovahy je vektor {Q}, nulovy, v praktické im-
plementaci se kontroluje jeho norma a vypocet je ukoncen, je-li mensi nez predem definovana
hodnota.

Omezeni Ffeseného podilu zatizeni

Pti praktickych vypoctech se ukazala nutnost omezit podil zatizeni feseny v jednom zatézova-
cim kroku. Prvky MKP jsou odvozeny za predpokladu platnosti rovnovahy na nepietvorené
konstrukci. V geometricky nelinedrnim vypoctu tento predpoklad nebyva splnén. Je-li prvek
zatizen a pretvorii se, bude opét v rovnovaze. Poloha vnitinich sil vSak nebude totozna se
situaci pred zacatkem deformace. Z toho plyne, Ze chyba feseni se bude zvétSovat se vzris-
tajicimi premisténimi. Ta musi byt pfi praktickém Tfeseni omezena tak, aby béhem jednoho
zatézovaciho kroku nedoslo k prilis velké zméné sméru uzlovych sil, a tedy k vyraznému po-
ruseni rovnovahy. Zména smeéru uzlovych sil se realizuje skokem v dalsim zatézovacim kroku,
na jehoz zacatku je prvek opét v rovnovaze.

Dojde-li k posunu pocatecniho a koncového uzlu ve sméru = o nestejnou hodnotu, porusi
se momentova rovnovaha na prvku — posouvajici sila jiz nepracuje na rameni rovném ptivodni
délce prutu, ale na nové délce prutu. Ve stavebnich konstrukcich jsou pomérna délkova pre-
tvofeni maximalné v fadu promili, to znamena, Ze chyba v momentech vznikla protazenim
prutu je ve stejném tadu. Tato chyba je nezavisla na déleni konstrukce na prvky.

Shodny posun obou uzlid ve sméru obou os nevyvola zadné vnitini sily. Rozdilny posun
ve sméru osy ¥y, jehoz vysledkem je naklonéni (pokud se nejednd o premisténi télesa jako
tuhého celku) vyvold vznik vnitinich sil. Tyto sily vSak sleduji osu prutu, jejich smér tedy
odporuje vychozimu stavu, ze kterého byly odvozeny statické a geometrické podminky. Praveé
zména smeéru vnitinich sil omezuje maximalni pootoceni dosazené v jednom zatézovacim

kroku.



Déleni na prvky

V predchozich textu je popsana rovnovaha na pretvorené konstrukci, kde se predpoklada,
Ze prut zistava i po deformaci pfimy. Uplatnénim tohoto predpokladu dojde k chybé (ve
skutecnosti se prut zakfivi a v dasledku toho dojde i k pootoceni uzlovych sil). Tato chyba
se potom projevi na rovnovaze sil v uzlu na styku prvki, protoze hladka krivka ptri¢ného po-
sunu se aproximuje polynomem. Naptiklad norméalové sily na nezatizeném styku dvou prvka
v jedné fadé maji nulovou vyslednici. Avsak diky vzajemnému pootoceni prvki jsou i norma-
lové sily vzajemné pootoceny a tudiz generuji nenulovou vyslednici. V pripadé posouvajicich
sil dochazi k podobnému jevu.

Chyba tedy vznika diky nepravdivému pfedpokladu o primosti prvku po deformaci a
projevi se porusenim rovnovahy na styku dvou prvki. Tato chyba se G¢inné potlaci hustotou
déleni na prvky.

Matice pocatec¢nich napéti

Od jisté tirovné zatizeni prestavd byt vysSe popsanad metoda funkéni. Vypocet se stava ne-
stabilni i pfi extrémnim zmenseni zatézovacich krokid. Tento jev je zptisoben zménou sméru
pocatetnich uzlovych sil po deformmaci v iteraci nelinearnitho vypoctu (v ramci jednoho
zatézovaciho kroku). Nachazime-li se v rovnovazném bodé zatézovaci drahy, je dosazeno rov-
novahy mezi uzlovymi silami prutt vchazejicich do uzlu a zatizenim v uzlu. PtiloZzenim dalsi
¢asti zatizeni jsou vypocteny nova pfemisténi a uzlové sily. Vypocte se rovnovaha ve sty¢niku
podle rovnice (3). Vlivem pootoceni prutu bude vektor nepfenesenych sil {Q} nenulovy. Po
sestaveni zatézovaciho vektoru a analyze dostaneme jiné hodnoty pfemisténi. Vypoctou-li
se opét neprenesené sily, od jisté trovné deformace nedochéazi k jejich konvergenci k nule.
Je to ddno uzlovymi silami, které vlivem pootoceni prutu vyrazné méni sviij smér a tim i
transformovanou velikost. To zptisobuje velké zmény ve vektoru {Q}.

Vyse popsany jev je mozno do jisté miry omezit pomoci te¢né matice tuhosti, ktera se
vyjadii jako soucet tii matic

(K], = [K] + [K]gy + [Klgx = [K] + K], (4)
kde
[K] — matice tuhosti prvku,
[K, — matice pocCatecnich napéti,
K],y — matice pocCatecnich napéti zavisla na silach Y, a Y,
K],y — matice pocatecnich napéti zavisla na silach X, a Xj,.

Matice pocatecnich napéti vyjadiuje sily, kterymi se doplni jiz prenesené uzlové sily tak,
aby byla zajisténa rovnovaha po deformaci prutu jako tuhého celku, pfi zachovani velikosti
a smeéru jiz prenesenych uzlovych sil.



Predpokladaji-li se pfemisténi v jednom zatézovacim kroku jako maléa oproti délce prvku,
vyjadii se matice K]y jako

0O 1 0 0 —-120
1 0 0 -1 0 O
My+M,| 0 0 0 O 0 O
ey 12 0 -1 0 0 1 0 (5)
-1 0 0 1 0 O
0 0 0 0 0 0
Matice pocatecnich napéti (K|, ma tvar
0 0 00 0 0]
0 1 00 —-10
X, {0 0 00 0 O
Klox="10 0 00 0 o0 (6)
0O -1 00 1 O
L0 0 00 0 0]

Pouziti takto odvozené tecné matice ma velmi dobré vysledky. Vypoctové je dosdhovano
znacnych premisténi — v realné konstrukci nedosazitelnych.

Nelinearni vypocet byl samoziejmé testovan na prikladech a srovnavan jak s vysledky
experimentu, tak s vysledky z jinych vypocetnich programt a bylo dosazeno velmi dobré
shody (Zidek, 2003).

4. Reologie betonu

Pretvoreni betonového prvku je mozno vyjadrit rovnici:
e(t)=cc(t)+ep(t)+ec(t)+es(t)+er(t) =em(t)+enm(t). (7)

Pretvoteni betonového prvku se da vyjadiit jako soucet pretvoreni okamzitych (elastickych
— ¢, a plastickych — ¢,), pretvofeni dotvarovanim (creep — ¢.), smr§tovanim (shrinkage —
g€s) a pretvofeni zménou teploty (). Pretvotfeni lze rozdélit na mechanickd (g, — zavisla
na napéti), tj. pfetvofeni okamzitd a dotvarovanim betonu a napéti nemechanické (£,,,), tj.
smrstovani a zména teploty.

Dotvarovani je zavislé na dosazeném napéti v betonu. Pro jeho Teseni je tieba zavést
zjednodusujici predpoklady:

e zavislost mezi napétim a pretvorenim od dotvarovani je lineérni,

e plati princip superpozice pro pretvoreni zpisobend napétim aplikovanym v riznych
casech,

e vlivem starnuti dochazi ke zméné modulu pruznosti.

Princip linearity mezi napétim a pretvorenim od dotvarovani plati pouze za podminky, Ze
pisobici napéti nepiekroéi 40 % pevnosti betonu a Ze nenastanou nahlé vyznamné zmény
vlhkosti betonu.



Mechanicka pretvoreni je mozno vyjadrit

O ST U P

kde
¢, — mechanicka pretvoreni v Case t,
o (1), o (12) — napéti, které se vlozilo na prvek v case 7y, 7o (19 > 71),
E (1), E (12) — modul pruznosti v ¢ase 71, o,
¢ (t,11), ¢ (t,72) — soucinitel dotvarovani, které probéhlo v intervalu (7, t), (7o, ).

Nemechanicka pietvoreni, tj. smrstovani a zména teploty se vyjadii klasickymi postupy
stavebni mechaniky jako zatizeni vynucenym pfetvorenim. Jejich vyjadieni necini potize.

Rovnice (8) neni ve vétsiné piipadu fesitelnd v uzavieném tvaru a je tfeba pouzit pfibliz-
nou metodu. Byla zvolena metoda Casové diskretizace. Integral v rovnici (7) se pomoci
slozeného obdelnikového pravidla pirevede na sumaci.

E (AU T3 ATE(T((TS)“” (“i))’ ©)

kde
Ao (1;) — zména napéti v case T;,
E (7;) — modul pruznosti v ¢ase 7,
¢ (t,7;) — soucinitel dotvarovani za ¢as (7;,1).

Pii praktickém fteseni se casovy tusek, pro ktery ma byt dotvarovani vycisleno, rozdéli
na intervaly. Hranice intervalti musi byt ve vSech casech, ve kterych dochazi ke zménam na
konstrukci (méni se zatiZeni, pfidavaji se nebo odebiraji konstrukéni prvky, méni se okrajové
podminky). Na hranicich intervalt (v ¢asovych uzlech) se vy¢isli pretvofeni vyvolana dotva-
rovanim ode vSech zmén napéti dosazenych ve vSech predchozich ¢asovych uzlech. Vy¢isli se
rovnéz pretvoreni smrsténim a zménou teploty. Provede se staticky vypocet a piejde se do
dalsiho ¢asového uzlu.

5. Postupna vystavba

Postupna vystavba zahrnuje pridavani a odebirani prvki, zatizeni a okrajovych podminek a
zménu prifezu v hybridnich konstrukcich, coz je umoznéno implementaci prvku na excentri-
cité.

Aby bylo mozno obsdhnout rizné postupy vystavby jsou data v programu organizovana
databdzovym zpisobem (Zidek, 2003). Aby bylo mozno zohlednit pfedchozi stavy konstrukee,
zadavaji se do statické analyzy pocatecni vnitini sily ve formé uzlovych sil, které maji po-
vahu nekonzervativniho zatizeni — jejich smér sleduje zménu polohy prutu v geometricky
nelinearnim vypoctu.



6. Stru¢ny popis programu

Na zakladé vyse naznacenych teorii sestavil autor prispévku pocitacovy program pro vypocet
konstrukci s vlivem dotvarovani a smr$fovani betonu, geometrické nelinearity a postupné vy-
stavby. Z praktickych dtvodi byl cely algoritmus rozdélen do samostatnych celkit — programu
Asteres a Geom. Asteres je fidici program vypoétu, Geom zajistuje vlastni elastické FeSeni
prutového modelu. Zakladni funkce programu Asteres se daji shrnout do nasledujicich bodu:

e Cteni a interpretace ptikazi,

e sprava dat (zadanych, mezivyslednych i vyslednych),

e vypocet reologickych ucinki,

e volani programu Geom, predava mu zadani a zpracovava vysledky Geomem dodané.

V zadani se nadefinuji vSechny komponenty pro vSechny ¢asové uzly (elementy, zatizeni i okra-
jové podminky). Pro jednotlivé ¢asové uzly se pomoci tohoto seznamu definuje aktualni konfi-
gurace konstrukce. V kazdém casovém uzlu ji program Asteres zapise do souboru, kam prida
jiz. dosazené uzlové sily jednotlivych prvki. 7Z prirtstka pretvoreni v predeslych casovych
uzlech se vypocte piipadné zatizeni reologii a ve formé zatizeni vynucenymi pretvorenimi
se rovnéz zapise do souboru. Nasleduje vypocet programem Geom, ktery vraci vysledkovy
soubor. Program Asteres vysledky precte a zapiSe je do databaze mezivysledkt. Poté se vy-
poctou celkové vysledky pro dany casovy uzel a pririistky pomérnych elastickych pretvoreni,
které se pouziji pro vypocet u¢inki dotvarovani v dalsich casovych krocich (je-li vypocet
pozadovan).

Popsany postup analyzy umozinuje modelovani prakticky jakéhokoliv zplisobu vystavby
a libovolného zatizeni konstrukce v kterémkoliv case, véetné aplikace nahodilych zatizeni.

Program Geom fes$i rovinné prutové konstrukce. Implementovan je prutovy prvek na ex-
centricité (kapitola 2). Program v soucasné dobé umoziuje:

e linearni vypocet rovinné prutové tlohy,
e geometricky nelinedrni vypocet,

e zadani pocatecnich uzlovych sil (timto zpusobem je zajiSténa moznost vypoctu po-
stupné budovanych konstrukei),

e zadani zavislych uzla (kloubi),
e zadani silovych (a momentovych) zatizeni uzld,
e zadani silovych i deformacnich zatizeni elementi,

e zadani homogennich deformacnich okrajovych podminek.



7. ReSena konstrukce predpjatého pasu

Vyse popsané programy byly verifikovany na fadé jednodussich konstrukci. Hlavnim tce-
lem programi vsak je vypocet reologického chovani konstrukci, které je zaroven nutno fesit
geometricky nelinarné, napt. predpjatych pasi. Predpjatym pasem rozumime konstrukci tvo-
fenou Stihlym betonovym prvkem ve tvaru fetézovky, ktery je namahan prevazné normélovou
silou. Pfedpjaty pas muze byt monoliticky, nebo miize byt sestaven z prefabrikovanych prvki.
Statické ptisobeni vychéazi ze zptisobu montaze. Pfi montazi ptisobi konstrukce jako dokonale
ohebné vlakno, po vybetonovani spar jako prvek namahany nejen normalovou silou, ale i
ohybovym momentem. Aby konstrukce ziskala dostatecnou tuhost, je dodatecné pfedepnuta.
Namaéhani konstrukce v provoznim stavu vychéazi ze stavu napjatosti na konci montéze.
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Obrazek 4: Svislé posuny uprostied rozpéti
Programem Asteres byla analyzovana konstrukce predpjatého pasu lavky pro pési pres

feku Blue River, kterd byla postavena v Coloradu a jejimz autorem je profesor Strasky
(Strasky, 2000). Zakladni charakteristiky konstrukce jsou na obr. 3. Rozpéti konstrukce je
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Obrazek 5: Normaélové sily v mostovce v ¢ase (kdta -38,4m je leva podpora, Om je stied
rozpéti)

76,81 m, ,,priveés” na zacatku pouzivani je 1,16 m, celkova vyska prurezu je 0,381 m. Protoze se
jednalo o studijni vypocet, byla konstrukce ponékud zjednodusena — neuvazovaly se nabéhy
a rozdéleni prufezu na prefabrikiat a dobetonavku. Aby bylo mozno vystihnout ptisobeni
konstrukce, byl pfedpjaty pas modelovan soubéznymi pruty zvlastnimi pro nosné kabely
(bearing cables), pfedpinaci kabely (prestressing cables) a betonové prvky. Délka prvki byla
volena v rozmezi od 0,05 m v misté koncentrace napéti u podpory do 0,495 m uprostied
rozpéti. Vzhledem k tomu, ze konstrukce i zatizeni jsou symetrické, byla modelovana pouze
jeji leva polovina. Vypocet byl proveden jednak pro pfedpis dotvarovani podle CSN 731201 a
jednak pro predpis podle EC2. Srovnani posunii ve stfedu rozpéti pro obé normy je na obr. 4,
(kladny posun vyjadfuje ,prihyb“ smérem nahoru). Pro ilustraci jsou na obr. 5 normélové
sily v mostovce ve vybranych ¢asovych uzlech (pro predpis dotvarovani podle EC2).

8. Zavér

Navrzena metoda umoznuje geometricky nelinedrni analyzu rovinnych prutovych modelt
s vlivem reologie betonu a postupné vystavby. Nékteré atributy feseni jsou stru¢né popsany
v predlozeném prispévku. Odvozené teorie byly implementovany do autorova pocitacového
programu a teorie i implementace byly ovéfeny na jednodussich prikladech. Prvni vypocty
konstrukce predpjatého pasu ukazaly, ze reologie betonu mé nezanedbatelny vliv na cho-
vani takovych konstrukci. Dalsi prace se soustiedi na vylepsovani stavajiciho programu a na
podrobné modelovani zejména konstrukci tvorenych predpjatym pasem, kombinujicim pre-
fabrikované c¢asti a dobetonavku.
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