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IMPLEMENTATION OF THE LEONOV MODEL INTO FEM
R. Valenta, M. Sejnoha

Summary: The Leonov model, where the Eyring flow model is used to represent
the plastic shear rate of the deformation of a material, appears to be a proper
choice for the description of non-linear viscoelastic behavior of polymers. This
paper outlines formulations of the generalized Leonov model and presents
possible approaches to numerical implementation of this constitutive law. A fully
explicit method based on forward Euler integration is known to suffer from
numerical instabilities, which can be only prevented by taking very short time
steps. To eliminate this restriction, a fully implicit method (backward Euler
integration), where the solution is established by employing the Newton-Raphson
iteration method, is developed. This procedure requires keeping track of the total
deformation increment during the iteration as the method is path dependent.
Therefore, implementation of this method into the FEM source code requires a
special treatment as is shown in this paper.

1. Uvod

Diky snadnému zpracovani a vhodnym mechanickym vlastnostem maji polymery stale Sirsi
vyuziti. V posledni dobé se rozsifilo zejména jejich pouziti jako matrice v kompozitnich
materidlech, které se vyuzivaji napf. k rehabilitaci poruSenych betonovych sloupi, jako
stozary, vrtule, specidlni nosné konstrukce, ¢asti strojnich zatfizeni, atd. Kompozity jsou
materidly unikéatnich vlastnosti. Dobfe vytvrzeny kompozitni profil je lehky, pevny, houze-
vnaty, odolny proti $ifeni trhlin, rdzu, delaminaci, UV zafeni apod. Z kompoziti 1ze vyrobit
poméme slozité tvary a jejich vlastnosti je mozno fidit pfidanim riznych aditiv. Schopnost
spolehlivé predpovédét vyslednou odezvu kompozitu na zakladé€ vlastnosti jeho slozek je tedy
zakladni podminkou pro jejich zdarné rozsifeni. Zatimco vldkna v kompozitnich materiadlech
vykazuji vétsSinou elastické chovani, matrice (polymer) je nelinedrné¢ vazkopruzny material. A

Vvorv

Je experimentdlné dok4zéno, Ze polymery obecné vykazuji zanedbatelnou objemovou
deformaci béhem plastického te¢eni. To je jeden z diivodu, pro¢ je Leonoviiv model [Le76]
vyuzivajici Eyringovu rovnici plastického teceni [Te96] velmi vhodny pro popis
mechanického chovani polymert. Tento model byl téz zvolen pro popis nelinedrni
vazkopruzné odezvy epoxidové pryskyfice PR100/2+EM100E, ktera se pouzivéa jako matrice
v kompozitnich materialech a kterou jsme vyuzili pro ovéfeni vySe zminéného modelu.
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Vlastni formulace Leonovova modelu je ptiblizena v kapitole 2, pficemz mozné pfistupy
k jeho numerické implementaci jsou objasnény v kapitole 3. V kapitole 4 je nastinén zptisob
implementace obou pfistupt k feSeni zékladni diferencidlni rovnice Leonovova modelu do
zdrojového kodu metody konecnych prvki. V zavérecné paté kapitole je provedeno kratké
zhodnoceni této prace.

2. Konstitutivni vztahy Leonovova modelu

O polymerech je znamo, ze rychlost plastické smykové deformace je velmi dobife popsana
Eyringovou rovnici [TE96]
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kde 7 je smykové napéti, 4 je materidlova konstanta (za konstantni teploty) vztaZend
k aktivacni energii 4H a aktivatnimu objemu V', jak je ukdzano v [TE96]. Sectenim plastické
a elastické rychlosti smykové deformace ziskdme jednodimenziondlni Leonoviv model ve
tvaru
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kde a(r,) je faktor posunuti a 77 je viskozita materidlu v linedrni viskoelastické oblasti pii
ekvivalentnim napéti niz§im nez 7. Eyringtiv model tedy vede k funkéni zavislosti Eyringovy
viskozity na ekvivalentnim napéti. Je zifejmé, Ze materidlovy model popsany rovnici (2)
odpovida Maxwellové fetézci s proménou viskozitou 7.

Pro popis vicedimenzionalniho problému pouzijeme zobecnény Leonoviiv model [TE96],
ktery odpovida zobecnénému modifikovanému Maxwellové fetézci, viz obrazek 1. Viskozita
p-tého clanku fetézce pak nabude tvaru
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kde ekvivalentni napéti 7, spocteme
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kde s; je deviatoricka Cast tenzoru napéti. Za piedpokladu isotropniho materidlu a platnosti
teorie malych deformaci miZeme vyjadfit konstitutivni rovnice popisujici zobecnény
Leonovovuv model ve tvaru

o,=Keg,, (6)
S _Sag, [ L2 (7)
d &\ d dr )
de de
_ Mo , 8
S, —277ﬂd—’;”—2770,ﬂa6(req) dptﬂ’ ()
M
S=)8,, )
u=l1

kde o, je stfedni napéti, &, je objemova deformace, K je objemovy modul pruznosti a G
vyjadiuje modul pruznosti ve smyku.

3. Numericka implementace konstitutivnich vztaha

Spojenim vySe uvedenych vztahii a jejich zobecnénim ziskdme zdkladni diferencialni
rovnici Leonovova modelu pro u-ty ¢lanek ve tvaru
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Reseni této diferencialni rovnice nam komplikuje faktor posunuti a, ktery je funkeci

ekvivalentniho napéti 7., , jak plyne z rovnice (3). Pfipometime, Ze
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Z této rovnice je ziejmé, ze parametr a,(t.,) méni svoji hodnotu exponencialné v zavislosti na
urovni napéti a velmi rychle se srostoucim ekvivalentnim napétim blizi k nule, jak je
znazornéno na obr. 2.

Siju

V nésledujicim textu nahradime tenzorové veli€iny jejich vektorovymi, resp. Maticovymi
reprezentacemi, pii¢emz vektory jsou zndzornény malymi tu¢nymi pismeny — a, a matice
velkymi tuénymi pismeny - A. Dale definujme matici
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ktera prevadi inZenyrské deformace na tenzorové.
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Obr. 1: Maxwellav fetézec

. X . o Obr. 2: Logaritmickad zavislost faktoru
s viskozitou zavislou na napéti

posunuti a, na ekvivalentnim napéti z,

3.1 Explicitni integrace

Predpokladejme konstantni rychlost deformace € béhem integra¢niho kroku <tH, tl.> a

také vtomto Casovém intervalu konstantni faktor posunuti a, = a,(z.(t.1)). Za téchto
zjednoduSujicich ptedpokladl teSime rovnici (10) jako linearni nehomogenni diferencialni
rovnici prvniho tadu, tzn. Ze nejdiive vyfeSime odpovidajici homogenni linedrni rovnici
(rovnice s nulovou pravou stranou) a dale pak nalezneme feSeni dané nehomogenni rovnice
metodou variace konstanty. Toto feSeni lze dale upravit a prevést na piiristkovy tvar

s(ti) = s(ti—l )+ 2G(ti—l )Q (Ae - Aé(ti—l ))9 (13)
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Toto teSeni vychazi z plné dopifedné Eulerovy integrace, nebot’ parametr a,(.1) je vztazen k
zacatku integra¢niho kroku, jak je naznaceno parametrem v zavorkach.

PIn¢ explicitni metodu lze velmi snadno naprogramovat a béhem jednoho integra¢niho
kroku vyZaduje jen minimum vypoctl. Problémem je numerickd nestabilita vypoctu, ktera je
zjevn¢ zpusobend nespravnym piedpokladem konstantniho faktoru posunuti b&hem
integracniho kroku (viz obr. 2). Tato nestabilita se da eliminovat pouze zvétSenim poctu
integracnich kroku a jejich podstatnym zkracenim.



3.2 Implicitni integrace

S cilem vyhnout se moZzné numerické nestabilité spojené s explicitni integraci a umoznit
prodlouzeni ¢asového ptirtistku Az byla vyvinuta plné implicitni Eulerova zpétna integracni
metoda. Za ptedpokladu konstantni rychlosti deformace € béhem integra¢niho kroku mizeme
novy stav napjatosti na konci i-t¢ho integra¢niho kroku vyjadtit jako

S(ti):S(ti—l)+2G(ti)Q(Ae_Aé(li))9 (16)

kde ¢asové zavislé proménné v Case #; zapiSeme ve tvaru
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Zde s, (.,) je vektor deviatorického napéti v jednotlivych &lancich vygislené na zacatku

casového piirustku Az = ¢, — t,.; a M je pocet ¢lankli v modifikovaném Maxwellové fetézci.
Faktor posunuti je dan vztahem
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kde ekvivalentni napéti ,, (ti) vyplyva z
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Vsechny proménné pii Eulerové zpétné integraci v rovnici (16) jsou nelinedrné zavislé na
napjatosti na konci integracniho kroku, a proto uspésné dokonceni daného integra¢niho kroku
vyZzaduje feSeni systému nelinedrnich rovnic. V naSem piipadé je k tomuto feSeni vyuZita
Newton-Raphsonova iteracni metoda. Za timto uc¢elem definujme vektor rezidui
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Dale poznamenejme, Ze tenzor deformace dotvarovani Aé(z,), ktery se vyskytuje v rovnici

(16), je druhotna proménna. Pak za piedpokladu konstantni rychlosti deformace vyjadiime
Newton-Raphsontiv iteracni proces jako

a.,(6)=2,()-H, ", (26)
kde matice H je dana vztahem
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Vzhledem k tomu, Ze Newton-Raphsonova itera¢ni metoda je pouze lokalné konvergentni,
rozhodujicim kritériem pro uspéSnou iteraci je odhad pocatecnich hodnot primarnich
proménnych (pro k = 0). To znamena, Ze pokud budou poc¢atecni hodnoty téchto proménnych
prili§ vzdalené kone¢nému feSeni, iterani proces nemusi konvergovat. V ramci provedenych
numerickych experimenti se dobie osvédCil jejich odhad ziskany pomoci plné explicitni
metody (dopfedna Eulerova integrace).

Pfi pln¢ implicitni metod¢ je feSeni stabilni 1 pfi relativné velkém casovém kroku. Na
druhé strané je vSak potieba lokalni Newton-Raphsonova iterace, kterd zajistuje spravné
hodnoty ¢asové zavislych proménnych na konci daného ¢asového kroku. I kdyz tyto vypocty
mohou zpomalit lokdlni integraci vramci jednoho kroku, vyznamné sniZeni poctu
integracnich krokd miize vést ke zna¢nym ¢asovym Usporam.

4. Implementace do MKP

Pti explicitni metod¢ fteSeni jsou vSechny druhotné nezndmé zrovnice (13) zavislé na
pocatecnim stavu napjatosti v daném casovém pfirtstku, a proto implementace Leonovova
modelu feSeného explicitnim pfistupem do metody kone¢nych prvki nevyzaduje zadné
specialni upravy. Naprogramovani MKP vyuzivajici Leonoviiv materidlovy model zalozeny
na explicitni integraci je pak shodné jako u MKP s vazkopruznym materialovym modelem,
jenom je nezbytné zahrnout vliv faktoru posunuti a,.



U implicitni metody ovSem stojime pied odliSnym problémem. Druhotné nezndmé
v rovnici (20) jsou vSechny funkcemi celkové napjatosti na konci integraéniho kroku a
iterani cyklus popsany v kapitole 3.2 je zavisly na celkovém ptirtistku deformace béhem
daného casového kroku. Jinymi slovy, v této metodé je zahrnut v kazdém globalnim itera¢nim
cyklu MKP vliv celkového deformacniho pfirtistku. Pro n+1 ¢asovy krok mizeme tedy psat

k+1 k+1

un+1 = un + Aun 2 (28)
kde Au'™' je celkovy pfirtstek naakumulovany ze viech globalnich iteraénich krokéi metody
kone¢nych prvki (1 ... k+1) v daném casovém piiriistku a lze jej vyjadiit ve tvaru

Autt = Aut +du’, (29)

kde du je dilei piirGstek z k-tého globélniho iteraéniho cyklu MKP. Timto zptisobem je
nutné upravit globalni fidici iteracni cyklus metody kone¢nych prvki.

5. Zavér

V dobé vzniku tohoto ptispévku nebyla jesté plné implicitni metoda feSeni Leonovova
modelu zaimplementovdna do zdrojového kédu MKP, a proto zde nejsou uvedeny zadné
simulace vicerozmérnych problému. Jak jiz bylo ukdzéno dfive na jednorozmérném problému
(viz [Va03], [SVZ04]), implicitni metoda feSeni nam umoziuje prodlouzit integracni krok,
nebot’ je vyrazné stabilnéjsi. To vyvazuje jeji hlavni nevyhodu oproti feSeni pomoci explicitni
metody, coZ je veétsi vypocetni narocnost. I kdyz miiZze lokalni iterani proces zpomalit
vypocet béhem jednoho integracniho kroku, celkové mize byt pln¢ implicitni metoda
vyhodnéjsi diky vyznamnému snizeni poctu integracnich krokd.
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