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TRANSMISSION ERROR MEASUREMENTS USING THE
REAL TIME HILBERT TRANSFORMER

Jifi Tama”

Summary: The paper deals with the problem of angular vibration
measurements. The source of information about angular vibrations is an
incremental rotary encoder producing a string of impulses or another impulse
generator. It is supposed that the impulse frequency is changed proportionally to
the rotational frequency. The time record of an impulse signal is transformed to
an analytical signal using the Hilbert transform. The approach to perform the
Hilbert transform based on the FIR filter is discussed. The unwrapped phase of
the analytical signal gives the rotation angle. Signals that are disturbed by noise
are enhanced by filtration in the frequency domain. The measurement method
described in the paper can be employed for inspection of the simple gear train
transmission error as a tool for improving the design of the tooth profile and for
quality control. The described signal processing method results in the time history
of the transmission error during the few complete gear revolutions.

1. Uvod

Autor tohoto referatu publikoval (2002 az 2005) jednu variantu postupu vypoctu chyby
pfevodu (Transmission Error) soukoli ozubenych kol na zékladé¢ fazové demodulace
impulsniho signélu, ktery je fazové modulovan uhlovymi kmity kazdého ozubeného kola
soukoli zvlast. Pro méfeni jsou k hiidelim, na kterych jsou ozubena kola v zabéru, pfipojeny
uhlové snimacde otoCeni. Zaznam impulsniho signdlu z kazdého snimace je synchronné s
otackami prevzorkovéan tak, ze jeden zdznam pro analyzu odpovida jednomu Uuplnému otoceni
ozubeného kola. Uhlové kmity jsou timto postupem uréeny pro kazdé ozubené kolo zv1ast.
Vzijemny fazovy posun jednotlivych zdznami je uren na zdkladé¢ vyhodnoceni fazového
posunu opakovan¢ mefeného pomocného signalu zrychleni na skiini prevodovky spole¢né s
impulsnim signalem thlového snimace oto€eni. Pii vypoctu fazového posunu je pouzito
poznatku, podle kterého ob& ozubend kola maji shodny Casovy pribéh odezvy primérného
zubu ve zrychleni. Na zdklad¢ ¢asového posunu zaznamt zrychleni jsou vzajemné posunuty
zaznamy impulsnich signalti. ProtoZe nelze stanovit, pro ktery par zubt z obou ozubenych kol
prumérované zaznamy za Uplnou otacku ozubenych kol zacinaji, je vypocten primérovany
zaznam prub&hu uthlovych kmitl obou ozubenych kol za oto€eni o jednu zubovou roztec.
Ptevod thlovych kmiti na zmény délky kruhového oblouku na rozte¢nych kruznicich
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dovoluje urcit rozdil ve vzajemném posunu obou ozubenych kol ve sméru te¢ny k roztecné
kruznici a tim 1 veli¢inu, kterd se v literatufe oznacuje jako chyba pfevodu. Tato veliCina,
ktera se méni v intervalu otoceni obou kol o jednu zubovou rozte¢, je charakteristikou
proménlivosti tuhosti kontaktu zubl. Jak je znamo, velikost zmén tuhosti determinuje
parametrické buzeni kmitl a tim 1 vibrace a hluk pfevodovky na zabérové frekvenci a k této
frekvenci ptislusnych harmonickych.

Vyse popsany algoritmus vypoctu chyby pirevodu vyuzivd rychlou Fourierovou
transformaci k vypoc¢tu Hilbertovy transformace a tim i pfislusného analytického signalu,
jehoz faze urcuje thlové kmity. Jak jiz bylo uvedeno, lze zjistit jen zpraimérovany casovy
pribéh chyby ptevodu za otoceni obou kol o jednu zubovou rozte€. Tato charakteristika mize
byt vhodna k posouzeni souvislosti parametri ozubeni a predikovaného hluku. Neni vsak
pouzitelna k provéteni obvodové nerovnomérnosti tvaru zubl v intervalu, kdy se opakuje
zabér paru stejnych zubl. K tomuto ucelu je vypracovan postup, ktery vyuziva vypoctu
analytického signalu v redlném €ase pomoci ¢islicového filtru.

2. Analyticky signal

Analyticky signal vznikne z redlného signélu, jestlize jsou z jeho spektra odstranény vSechny
slozky se zapornymi frekvencemi. Postup vypoctu analytického signdlu lze demonstrovat
pomoci harmonického signélu, ktery Ize modelovat dvojici vektora rotujicich v komplexni
roving proti sob¢ shodnou konstantni rychlosti, pfi¢emz oba vektory jsou v kazdém okamziku
komplexné sdruZené. Vektor X, rotuje v kladném sméru a vektor X v zadporném sméru.
Komplexni rovina je rozsifena v obr. 1 na tfirozmérny prostor s tfeti osou ve vyznamu
frekvence, ktera uréuje uhlovou rychlost rotace (®=2xnf ). Koncovy bod souctu rotujicich

vektorh X = X, + X, leZi na realné ose a jeho vzdalenost od pocatku se méni v Case podle

harmonické funkce x(t)= |X | cos(ot + ).

x(t)/

=
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Obr. 1 Model harmonického signalu Obr. 2 Odvozeni analytického signalu

Hiberova transformace signalu, ktery piislusi k vektoru X, je signal, ktery lze rovnéz
modelovat souctem dvou vektorti Y =Y, +Y,, které rotuji shodnou rychlosti proti sobé jako

slozky vektoru X . O 90 stupnti pootoceny vektor Y, , tj. jY , kde ] je komplexni jednotka,

musi vyrusit vektor X, tj. plati X —jY, =0. Aby vektor Y mél koncovy bod na realné



ose, je tfeba, aby vektory Y, a Y, byly vzajemné komplexné sdruzené. Grafické zdivodnéni
vazeb mezi zminénymi vektory popisuje diagram na obr. 2.
Vysledek souctu Z =X + JY, oznaCovany jako analyticky signdl, ma obsahovat jen

slozky, které rotuji kladnym smérem. Dusledkem vySe uvedenych vlastnosti je to, Ze plati
Z =2X,,viz obr. 3.

Obr. 3 Analyticky signal Obr. 4 Analyticky signal

Hilbertova transformace je uZzite¢ny nastroj k vytvoreni komplexniho signalu, ktery ve
svém rozkladu obsahuje vektory rotujici jen jednim smérem. U vySe uvedeného piikladu
harmonického signalu je vysledkem souctu vektor s konstantni délkou, kterd je shodnd s
amplitudou harmonického signalu. Hilbertovu transformaci lze demonstrovat na diagramu
v obr. 4. Vektory, X, a X, pfislusejici vychozimu ¢asovému signalu x(t) (v prikladu na
obr. 4 se jedna o funkci kosinus) se transformuji otoenim o 90 stupiiti v opacném sméru na
vektory Y, a Y, které pfisluSeji Fourierové transformaci casového signalu y(t), jenz je
Hilbertovou transformaci vychoziho signalu y(t) (v ptikladu na obr. 4 se jedna o funkci sinus)

Vobr. 4 je znadzornén princip vypoctu Hilbertovy transformace pomoci Fourierovy
transformace. Vzorkovany signdl je tieba pro vypocet rychlé Fourierovy transformace rozdélit
do blok, ze kterych se vypocte Fourierova transformace, jejiz slozky se oto¢i o zminéné tthly
v zavislosti, zda frekvence je mensi nez polovina vzorkovaci frekvence (tzv. kladné
frekvence) nebo vétSi nez polovina vzorkovaci frekvence (tzv. zaporné frekvence). Po
zménach faze slozek se provede zpétna Fourierova transformace, jejimz vysledkem je
Hilbertova transformace. V tomto referatu vSak bude popsan postup, kdy vypocet FFT bude
nahrazen FIR filtrem.

2. Vypocet analytického signalu s pouZzitim FIR filtru
Z obr. 4 lze vytvotreni Hilbertovy transformace popsat tak, ze slozky signalu s kladnou
frekvenci se fazové zpozdi o /2, coZ odpovida nasobeni faktorem — j a slozky se zapornou

frekvenci se fazové urychli o /2, coZ odpovida nasobeni faktorem j. Frekvenéni pienos
soustavy, ktera se nazyva Hilbertiv transformér (Hilbert Transformer), je tvaru

. -j, ©>0
GHT(JO‘)):{ j <0 (D

Impulsni odezva soustavy s pfenosem (1) je inverzni Fourierova transformace tohoto
frekvencniho pfenosu. Integrovand funkce ma bod nespojitosti pro w=0 a integral je



nevlastni, protoze ma nekonetné meze. Na dil¢ich intervalech (—o0,0) a (0,400) nabyva

nevlastni integral v limit¢ —o a +o. Vypocet limit pro integratni meze je ve smyslu
Cauchyho hlavnich hodnot (V.P. - valeur principale, viz Koukal et al., 2002 nebo Cauchy
principal value)

1 ¢ . . 1
Our (t)zz— IGHT(joo)exp(Jcot)do):V.P.— (2)
T it

Impulsni odezva Hilbertova transforméru je nekauzéalni a obsahuje bod nespojitosti v Case
t =0. Takovy filtr neni realizovatelny.

Ptenos Cislicového filtru, ktery realizuje Hilbertovou transformaci, mé nasledujici tvar

W |7 trt>e>0
S PR o

Impulsni odezva se vypocte podle vzorce

0, n =2k

4
2/an, n=2k+1 @
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kde n je celé cislo. Impulsni odezva &islicového filtru je také jako u spojitého pienosu
nerealizovatelnd podle vypocteného vzorce. Realizovatelnost odezvy se zajisti omezenim
poc¢tu koeficientli tak, aby tad filtru byl kone¢ny a sudy. Z nekausdlniho filtru vznikne
kausalni filtr s kone¢nou impulsni odezvou tak, Ze se tato impulsni odezva zpozdi o polovinu
fadu filtru — viz obr. 5. Vysledny filtr bude mit konstantni skupinové zpozdéni o velikosti 20
vzorkovacich intervalt.

08 Impulse Response : Ideal Hilbert Transformer
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br.
Obr. 5 Impulsni odezva FIR filtru 20. fadu

Vysledny FIR filtr je sudého tadu s antisymetrickymi hodnotami koeficientli, coz zarucuje
linearitu zavislosti faze na frekvenci a tim i nezkresleni vystupniho signalu filtru. Na obr. 6 a
7 je amplituda a faze frekvencniho pienosu filtru. Frekvencni osa ptedstavuje pomérné
hodnoty vzhledem k Nyquistové frekvenci. Amplituda pfenosu vykazuje znaéné zvinéni,
které¢ muze ovlivnit amplitudu postrannich slozek k nosné slozce a tim vnést chybu do
postupu vypoctu faze.

V dalsich vypoctech je vSak pouzit filtr fadu n = 160, ktery byl navrzen algoritmem
REMEZ v MATLABu. Cast impulsni odezvy je zndzornéna vobr. 8 a frekvenéni
charakteristika je na obr. 9. Jak je zfejmé z pribéhu frekven¢ni charakteristiky, je zvIinéni



\Y ustné 12z ¢ ulovy pr i 7 ulovou venci
filtru ropustné oblasti zanedbatelné a nulo fenos je dosazen pro nulovou frekvenci a
polovi¢ni frekvenci vzorkovani.
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Obr. 6 Amplituda frekvencniho ptfenosu Obr. 7 Faze frekven¢niho pienosu

Impulse Response : Hilbert Transformer - Order 160
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Obr. 8 ZOOM impulsni odezvy FIR filtru 160. fadu
FIR Filter FRF : Hilbert Transformer - Order 160
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Obr. 9 Amplituda frekvencniho pfenosu Hilbertova transformeru 160. fadu
Analyticky signal je komplexni signél, jehoZz realna cast je méteny signal a imaginarni cast
je Hilbertova transformace jeho realné ¢asti. Filtr, ktery plni funkci Hilbertova transformeru,

ma skupinové zpozdéni o velikosti poloviny fadu filtru. Pro Hilbertv transformér z obr. 8 je
toto skupinové zpozdéni rovno 80nédsobku vzorkovaciho intervalu. Blokovy diagram pro



postup vypoctu analytického signalu sredlnou ¢asti X(t) a simaginarni Casti y(t) ze
vstupniho signalu s(t) je na obr. 10.

vstupni ] Lo X(t) — realna Cast
signal p Dopravni zpozdéni >
n/2 kroku
s(t) analyticky signal
—>
y(t) — imaginarni ¢ast

L » Hilberttlvv’ transformér Ly
radun

Obr. 10 Postup vypoctu analytického signélu

3. Pfiklad vyhodnoceni chyby prevodu

Jak jiz bylo uvedeno, k méfeni chyby pievodu soukoli ni=15T
ozubenych kol 15/68 zubll jsou pouzity dva snimace ® [ pastorek
ithlového nato¢eni E1 a E2 (viz obr. 11), které generuji 500  _’ _._?1 4 L-
impulst za otaCku. Kazdy snimac¢ je namontovan na konec

hiidele s ozubenym kolem. K zdznamu signalti vzorkovaci |
frekvenci 65535 Hz byl pouzit pfistroj Time Capture  ©: kolo

v signalovém analyzatoru LabShop PULSE od firmy Briiel ol [~

& Kjer a zaznam byl po zadani funkce Expanded Time L
kopirovan do programu Signal Analyser (vlastni tvorba). n,=68T

Vsechny operace se signalem, které budou provadény dale,
jsou jiz ve zminéném programu Signal Analyser, protoZe Qbr. 11 Uspotadani méficiho
software analyzatoru PULSE tyto operace neobsahuje. systému

Autospectrum : Expanded Time(Encoder1) ; Expanded Time(Encoder2)
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Obr. 12 Frekven¢ni spektra vychoziho signalu

Spektra obou impulsnich signalti jsou vypoctena v pfistroji Autospectrum v programu
Signal Analyser a jsou uvedena v obr. 12. Zakladni frekvence impulsniho signalu ze snimace
otoCeni Expanded Time (Encoderl) na hiideli s ozubenym kolem, které ma 15 zubt, je 15280
Hz. V ramci frekvenéniho rozsahu analyzy lze pozorovat jen zékladni frekvenci impulsniho
signalu, protoze druha harmonicka je jiz mimo frekven¢ni rozsah spektra. Zakladni frekvence
impulsti ze snimace Expanded Time (Encoder2) na htideli s ozubenym kolem s 68 zuby je



3360 Hz. Vramci frekvencniho rozsahu analyzy lze pozorovat 6 harmonickych tohoto
impulsniho signalu.

Prvym krokem analyzy impulsnich signali je pasmova filtrace s cilem izolovat nosnou
sloZku a ptislusné postranni pasmo, které obsahuje informaci o fazovém modula¢nim signélu.
Sitka postranniho pasma je uréena tak, Ze obsahuje slozky vzdilené od nosné slozky o
petinasobek zabérové frekvence soukoli ozubenych kol. Filtrace je provedena ve frekvenéni
oblasti svyuzitim piimé a zpétné Fourierovy transformace, pficemz pied zpétnou
transformaci jsou slozky mimo vymezené frekvencni pasmo nulovany. Tato filtrace je
vykondna na zdznamu o délce 65536 vzorkd, tj. jedné sekundé zaznamu obou impulsnich
signald, pfistrojem s oznaCenim Time, na jehoz vstup je ptfiveden impulsni signal. V titulku
grafu je jméno impulsniho signalu argumentem funkce, kterou realizuji ptistroje Time a Time
2. Jména vstupnich signal jsou Expanded Time (Encoderl) a Expanded Time (Encoder2).
Vysledek filtrace je uveden v obr. 13. Tento zplsob znaceni matematickych operaci se
signalem je pouzit také v titulku dal$ich grafi.

Autospectrum : Time (Expanded Time(Encoder1)) ; Time 2 (Expanded
Time(Encoder2))
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Obr. 13 Frekven¢ni spektra filtrovaného signalu

Fazova demodulace je provedena pomoci Cislicovych filtr. Hilbertovou transformaci
realizuje filtr typu FIR tadu 160, jehoz frekven¢ni charakteristika je uvedena na obr. 8.
Vysledkem filtrace je imaginarni ¢ast analytického signalu. Realnou ¢ast tvofi vstupni signal
FIR filtru, ktery je zpozdén o 80 vzorkd. Komplexni vzorky analytického signalu slouzi
k vypoctu faze. Funkce arctan umoziluje stanovit fazi jen vrozsahu od —-mn do +m.
K rozbaleni faze je pouzit algoritmus vyplyvajici z podminky, podle které se sousedni faze
nemohou liSit o vice nez m radianii pro frekvenci nizsi nez je polovina vzorkovaci frekvence

APp<—T=0+2T > Q, A0 >+1=> @21 —> @ (5)

Protoze impulsii za jednu otadcku je 500, je rozbalena faze impulsniho signalu 500krat vétsi
nez je uhel otoceni ozubeného kola. Velikost faze po déleni poc¢tem impulsi je zndzornéna
v obr. 14 a 15. Jedno otoceni ozubeného kola odpovida thlu otoceni o 360 stupnd.

Zavislost rozbalené faze na Case se jevi jako linearni, protoze pii rozliSeni zobrazeni nelze
pozorovat odchylky uhlu otoceni od linearniho nartistu. Chybu ptfevodu lze vypocitat podle
vzorce

TE(m)z(G)l —i@)zJ r, 6)

n,



kde ®, a ©, jsou thly otoceni, n, a n, jsou poCty zubl a I, je polomé&r roztecné kruznice
pastorku. K posouzeni vzajemnych uhlovych posunt bude pouzit rozdil thl otoceni
0, - i 0,, (7)
2

pficemzZ otoceni kola s poctem zubll n, je korigovdno pfevodovym pomérem. Spektrum
uhlovych rozdili, které jsou vypocteny v pfistroji Diference z programu Signal Analyser, je
znazornéno na obr. 15. Zabérova frekvence soukoli ozubenych kol je 460 Hz. Ve spektru vSak
dominuje nizkofrekvencéni slozka o frekvenci 32 Hz, coz odpovida frekvenci otdcek a muze
souviset s chybou roztee impulsti snimac¢e tthlového natoceni v rdmcei poloviny otacky. Pro
vyhodnoceni chyby pfevodu jsou rozhodujici nepfesnosti rozteCe impulsti v rdmei otoceni
ozubeného kola o jeden zub, tj. na 1/15 a 1/68 otacky.

FIR Filters (Time (Expanded FIR Filters (Time 2 (Expanded
Time(Encoder1))) Time(Encoder2)))
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Obr. 14 Rozbalena faze signalu Encoderl Obr. 15 Rozbalend faze signalu Encoder2
Autospectrum 2 : Difference (FIR Filters (Time (Expanded Time(Encoder1))) - FIR
Filters (Time 2 (Expanded Time(Encoder2))))
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Obr. 16 Frekvencni spektrum rozdilu velikosti thli na obvodu kola s 15 zuby

Signal rozdilu uhlu otoceni je tieba filtrovat tak, aby ¢asovy prubéh chyby pievodu byl
vytvoren jen pro frekvencni padsma, ktera jsou situovéna kolem zdbérové frekvence a nékolika
jejich celoc¢iselnych nasobkt. Podle tvaru frekvenéniho spektr na obr. 16 je vyznamné pasmo
kolem zabérové frekvence a pak druhé a tieti harmonické, ktera ptislusi k zdbeérové frekvenci.
Ve frekvenéni oblasti byl pristrojem Time 1 realizovana fada pasmovych propusti pro
harmonické slozky zabérové frekvence. Spektrum filtrovaného signalu je znadzornéno na obr.
17.



Autospectrum 3 : Time 1 (Difference (FIR Filters (Time (Expanded Time(Encoder1))) -
FIR Filters (Time 2 (Expanded Time(Encoder2)))))
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Obr. 17 Frekvenc¢ni spektrum z obr. 14 omezené na postranni pasma 5 harmonickych
zabérové frekvence soukoli

Casovy priibéh chyby pievodu v intervalu jedné sekundy je znazornén na obr. 18. Na
zacatku a konci analyzovaného Casového prubéhu chyby ptevodu se projevuje nabéh FIR
filtru. Impulsy od otadéek obou ozubenych kol umoznuji pfevzorkovat casovy pribéh chyby
prevodu tak, aby Casovou osu nahradila stupnice, kterd udava pocet otoc¢eni (Revolution).
Vysledek prevzorkovani je zndzornén na obr. 19 a 20.

Time 1 (Difference (FIR Filters (Time (Expanded Time(Encoder1))) - FIR Filters (Time
2 (Expanded Time(Encoder2)))))

Obr. 18 Casovy pribéh chyby prevodu v pritbéhu 1 sekundy méfeni

Resampling (Time 1 (Difference (FIR Filters (Time (Expanded Time(Encoder1))) - FIR
Filters (Time 2 (Expanded Time(Encoder2))))))
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Obr. 19 Casovy pribéh chyby pievodu pievzorkovany na otodeni kola s 15 zuby



Resampling (Time 1 (Difference (FIR Filters (Time (Expanded Time(Encoder1))) -
FIR Filters (Time 2 (Expanded Time(Encoder2))))))
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Obr. 20 Casovy pribéh chyby pevodu prevzorkovany na otoéeni kola s 68 zuby

Prevzorkované pribehy lze také synchronné filtrovat podle frekvence otacek. Vysledek
této filtrace poskytuje zprimérovany prubéh chyby pfevodu za jednu otacku ozubeného kola.
Vysledek synchronni filtrace je znazornén na obr. 21 a 22. Primérny Casovy prib¢h chyby
pfevodu poskytuje informace o pravidelnosti zdbéru. Ozubené kolo s 15 zuby se otoci
priblizné 4,5krat pti otoCeni kola se 68 zuby o jenu otacku. V grafu na obr. 22 je pouzita
miizka, ktery odpovida jednomu otoceni ozubeného kola s 15 zuby. Zabér kola s 15 zuby je
pravidelny, zatimco zabér kola s 68 zuby vykazuje nepravidelnosti, na kterych se muze
podilet nerovhomérna zatéz.

Resampling: Averaged (Time 1 Resampling : Averaged (Time 1
(Difference (FIR Filters (Time (Expanded (Difference (FIR Filters (Time
Time(Encoder1 )?) - FIR Filters (Time 2 (Expanded Time(Encoder1))) - FIR
(Expanded Time(Encoder2)))))) Filters (Time 2 (Expanded
Time(Encoder2))))))
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Obr. 21 Primémy prib&h chyby pievodu za Obr. 22 Primérny pribéh chyby pievodu za
otacku ozubeného kola s 15 zuby otaCku ozubeného kola s 68 zuby

4. Zavér
Referat popisuje novy zptisob vyhodnoceni chyby pievodu soukoli ozubenych kol. Ve

nékolik otacek ozubenych kol v zabéru. Tato metoda méfeni predstavuje novy analyticky
nastroj, ktery dovoluje urcit nejen efekt konstrukénich zmén, které jsou provedeny na ozubeni



s cilem redukovat jeho hlucnost, ale také piipadné tvarové nerovnomeérnosti jako dusledek
vyrobnich uchylek.

Algoritmy zpracovani impulsnich signali s pouzitim Hilbertova transforméru byly
implementovany do programu Signal Analyse, ktery vznikl na VSB — TU Ostrava.
5. Podékovani

Vyzkumné prace v oboru zpracovani méfeni hluku a vibraci jsou podporovany Grantovou
agenturou Ceské republiky jako projekt ¢. 101/04/1530.
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