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REDUCTION METHOD FOR INVESTIGATION EIGENFREQUENCES
AND EIGENVECTORS OF MECHANICAL SYSTEMS

O. Tuhovéak

Summary: This paper presents evolution of the reduction method for solution of
natural frequencies of mechanical systems. The purpose of the reduction method is to
reduce the number of DOF and decrease computing time. The proposed method is
generalization method of modal synthesis, which is based on decomposition of the
structure. The model of solved problem is made by using ANSYS and then is transported
to MATLAB. The algorithm code is written in MATLAB.

1. Uvod

Clanek se zabyva vyvojem redukéni metody pro feSeni vlastnich frekvenci a vlastnich
tvart kmitani mechanickych soustav. Redukéni metody slouzi predevs§im k snizeni fadu tlohy
a tim zkracuji dobu potiebnou k feSeni. Navrzend metoda zobecnuje metodu modalni syntézy,
kterd je zaloZend na dekompozici struktury a nasledné redukci poctu stupiiti volnosti pomoci
vlastnich tvart. Navrzeny algoritmus spliuje podminku paralelni skalovatelnosti. Za pomoci
programu ANSYS je vytvoien model tlohy a tento model je pfenesen do prostfedi programu
MATLAB. V prostiedi programu MATLAB je naprogramovan algoritmus pouzity k feSeni.

2. Export matice tuhosti a matice hmot z programu ANSYS

vvvvvv

ANSYS a dale export matic tuhosti K, hmot M a ptipadné tlumeni C do prostiedi programu
MATLAB. Vychozi ptedpoklad je takovy, ze geometricky model feSené struktury bude bud’
vytvoien v programu ANSYS nebo vjiném programu pro 3D modelovani. Sitovani a
zavedeni okrajovych podminek bude provedeno v programu ANSYS. Program ANSYS
umoziuje exportovat jiz zminéné matice K, M a C a to v tzv. ,,Harwell-Boeing format®, viz.(
Doff, 1., S. 1992). V programu ANSYS jsou dvé moznosti jak ukladat soubory obsahujici
matice a to ve formdatu ,,ASCII“ nebo ,,.BINARY®. Tyto soubory obsahuji zakdédované
informace potiebné k sestaveni matic a pomoci vytvoren¢ho konverzniho programu mohou
byt nacteny do prosttedi programu MATLAB.

Souc¢éast vytvoreného konverzniho programu je i vizualizace ulohy tedy vykresleni
elementt. Nasledujici obrazek ukazuje geometrii a MKP diskretizaci feSené tlohy. Na levé
stran¢ je grafika z ANSY Su, na pravé strané grafika z MATLABu.
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Obr.1 Vykresleni sit¢ v programu ANSYS a MATLAB (rozméry jsou v [mm])

Tab.1 Parametry modelu

Diskretizace Ziakladni rozméry Fyzikalni vlastnosti
pocet pocet modul Poissonovo
délka | Sifka | tloust’ka hustota
elementii | uzld pruznosti ¢islo
N1 Nz L1 Lz L3 E },L p
[-] [-] [mm] | [mm] | [mm] [MPa] [-] [kg/m’]
640 1456 79 33,6 1,8 210000 0,3 7850

Pouzity prvek méa oznaceni SOLID45. Je to osmiuzlovy Sestistén, kazdému uzlu ptislusi

tfi stupné volnosti (UX,UY,UZ).

Program MATLAB umoziuje vizualizaci
struktury matic vykreslenim nenulovych prvki
pomoci zvoleného symbolu. Tato vizualizace je
zobrazena na nasledujicim obrazku. Je vidét, ze
matice K je pasova a symetricka, program ANSYS
pouziva kdosazeni co nejuzsi Sitky pasu
algoritmus vyuzivajici topologie tlohy. Pocet mist
obsazenych nenulovymi prvky je uvedeny pod
rdmeckem jako hodnota nz.

Pro ovétfeni, zda byly spravné prevedeny
matice K a M do programu MATLAB byla zvolena
testovaci uloha (vypocet vlastnich frekvenci a
tvart volné soustavy).
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Obr.2 Vzhled matice K



V programech ANSYS a MATLAB bylo vypocteno prvnich 10 vlastnich frekvenci a tvari.
Z porovnani hodnot vyplynulo, Ze vysledky jsou pro zvolenou piesnost naprosto shodné.
Prvnich Sest vlastnich frekvenci je nulovych tabulka 2 uvadi nenulové vlastni frekvence.
Fakt, Ze feSeni v programu ANSYS a MATLAB je shodné, ovétfuje spravnost exportu
pozadovanych matic.

Tab.2 Vlastni frekvence

Vlastni frekvence

poradové Cislo 7 8 9 10
vlastni frekvence f [Hz] | 33.66 | 55.09 | 128.86 | 140.16

3. Zobecnéni metody modalni syntézy

Navrzend metoda vychdzi z metody modalni syntézy uvedené naptiklad v (Slavik, J.,
Stejskal, V., Zeman, V. 1997). Metoda modalni syntézy je urena pro modelovani kmitani
rozsahlych mechanickych systému. Pfedpokladd, ze systém je ptirozen¢ dekomponovatelny a
jednotlivé substruktury jsou spojeny diskrétnimi vazbami. V tomto ¢lanku je navrzeno
zobecnéni metody modalni syntézy. Takto modifikovanou metodu je mozno pouZit nejen na
dekompozici mechanickych soustav, jejichz dily predstavuji prirozené substruktury, ale také
na dekompozici jediné kompaktni struktury. Je tedy mozné rozdélit jednu homogenni soucést
na nékolik substruktur. Pro odvozeni metody uvazujme netlumenou mechanickou soustavu
popsanou soustavou pohybovych rovnic

M-G+K-q=f". (1)

Pficemz kazdou zmatic Ka M lze rozdélit na dvé cCasti ¢imz se puvodni soustava
rozpadne na jednotlivé substruktury a na Uzké pasy prvki, které tyto substruktury propojuji
(viz. obrazek 3). Rovnice piejde do tvaru

MP M| G+|KP+K" | q= 1" )

Matice M” ,K” jsou blokové diagonalni a kazdy z blokii predstavuje jednu substrukturu.
Matice M" ,K" jsou matice vazbové a jsou idce obsazeny.

Vektor f*je vektor vn&jsich sil.

3.1. Uprava na vypodet vlastnich frekvenci za vyuZiti redukce

Zavedenim modalni transformace ¢ =V-u , §=V-ii a nasobenim transponovanou
matici V zleva lze pfevést rovnice na nasledujici tvary

MP-V-ii+M" V-ii+K" V-u+ K" Vou=f* /v (3)
vi-mP veiv vt MV veiv vt KP Vou+ VKDV eu=V" (4)

Transformacéni matici 7 obdrzime feSenim vlastnich tvard z rovnice



(x°]-a2-[m"],)[r].=0. 5)
Index 1 oznacuje jednotlivé substruktury. Vysledna transformacni matice ¥ je diagonalné
blokova s jednotlivymi bloky V; na diagonéle viz. obrazek 5. vlevo. Vlastni tvary jednotlivych
substruktur je mozno fesit oddélené pro kazdy blok zvlast.
Je vhodné upozornit, Ze tato ¢ast numerickych vypocti splituje podminku paralelni
Skalovatelnosti. Tedy, Ze hledani vlastnich tvarti a frekvenci pro jednotlivé substruktury
muze probihat soucasné a nezavisle.

Zavedenim nasledujicich substituci
I=v"-M".V modalni matice hmot (jednotkova),

M =vT. MV .V modalni matice hmot vazeb,
A=V"-K".v modalni matice tuhosti (spektralni),
K ' =v'.K"-V modalni matice tuhosti vazeb,

je mozno soustavu zjednoduSen¢ zapsat
0" i [A+ R Ju=v"p". (©)

Dale soustavu pomoci substituce M = [I + Z\T/], K= [A +K" ], F=V". ¥ zapiseme jako

~

M-i+K u=f. 7

Pokud bychom transformac¢ni matici ¥ ponechali v pivodni dimenzi, tak nedojde
k redukci poctu stupnit volnosti a rovnice (7) bude ekvivalentni rovnici (1). Coz lze ovéfit
feSenim obou rovnic a porovnanim vysledk.

Redukce pomoci vlastnich tvarti spocivd v tom, ze snizime fad transformacni matice V.
Misto vSech vlastnich tvarii vypocitanych pro kazdou substrukturu zvlast a sestavenych do
matice V pouzijeme pouze vybér nékolika zvolenych vlastnich tvard kazdé substruktury. Tedy
redukovand matice V' bude opét diagonalné blokova, ale obdélnikova, nikoli ¢tvercova (viz.
obrazek 5. vpravo). Sestavi se tak, ze zkazdého bloku V; pouzijeme jen zvoleny pocet
sloupcti. V hrani¢nim piipad¢ se pouzije pouze prvnich 6 vlastnich tvart kazdé substruktury.
Timto bude redukovany model popisovat soustavu slozenou z nepoddajnych blokii navzajem
propojenych pruznymi prvky. Jestlize se dand mechanickd soustava vhodné rozdéli na
dostate¢ny pocet substruktur, je mozno ziskat dobry odhad vlastnich frekvenci a vlastnich
tvaru jiz pti velikosti redukovaného modelu n*6, kde n je pocet substruktur.

Na takto redukované soustave je mozno provadét pozadované vypocty. V tomto piispévku
je ukazka odhadu vlastnich frekvenci a tvart plynouci z nasledujiciho vztahu

(K-02-#1)v, =0. ®)

Ve strojirenské praxi se nejcastéji pozaduje znalost nejnizsich vlastnich frekvenci a tvard.
Reduk¢éni metodu lze ovSem pouzit také k odhadu vlastnich frekvenci a tvarii v urcitém
rozmezi nikoli 0 az Q ale v rozmezi mezi dvémi zvolenymi hodnotami Q . az

max max *

K tomuto postaci zvolit spravny vybér vlastnich tvarti vyplyvajici z rovnice (5) a pouzit je
k sestaveni rovnice (7).



3.2. Priklad pouZiti zobecnéné metody modalni syntézy

Kone&noprvkovy model se uméle rozdéli na substruktury popsané maticemi K, M", které
jsou navzajem véazany maticemi K', M’ . Podet substruktur je 14, z toho 13 je popsano
singularnimi maticemi K”.
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Obr.3 Vzhled MKP modelu a zptisob rozdéleni

Tomuto déleni odpovidaji rozdélené matice hmot a tuhosti. Vzhled pfisluSnych matic
tuhosti je vidét na obrazku 4. Pro lepsi ndzornost matice nebyly optimalizovany na $itku pésu.
Dimenze neredukovaného modelu je 4359x4359. Struktura je uchycena ve spodni ¢asti. Na
ttech uzlech jsou odebrany vSechny stupné volnosti.
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Obr.4 Vzhled matic K=K?+K"

Na obrazku 5. vidime vpravo neredukovanou matici ¥, vlevo tvar obdélnikové diagonalné
blokové matice V' po redukci. Tato matice obsahuje vybér vlastnich vektori jednotlivych
podoblasti.
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Obr.5 Vzhled matic V pted a po redukci

Provedenim operaci naznacenych v kapitole
3.1. ziskame matice K a M , na obrazku 6 vidime

matici tuhosti K . Odpovida stupni redukce 30.

Na feSeném piikladé byly provedeny
nasledujici vypocéty. Bylo spocteno prvnich 10 ||
vlastnich frekvenci pro Cctyfi rGzné udrovné
redukce. Dale byla vyhodnocena procentuelni
chyba vysledkii dosaZzenych na redukovaném |zl
modelu oproti feSeni na neredukovaném modelu.

Uroveti redukce znamend, kolik vlastnich
vektori kazdé substruktury je pouzito k redukci. |=sf
Tabulka 3 uvadi prvnich pét vlastnich frekvenci
spoCtenych na neredukovaném modelu a na o
¢tyfech modelech s riznou urovni redukce. TEEE AT T T
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Tab.3 Vysledky Obr.6 Vzhled matice K

Vysledky vypoctu vlastnich frekvenci na redukovaném modelu

Uroven | Pfesné

redukce | feSeni 6 30 50 100

Rozmér | 459 84 420 700 1400
ulohy

Cislo | f[Hz] | fx[Hz] | Ch[%] | fx[Hz] | Ch[%] | fx[Hz] | Ch[%] | fx[Hz] | Ch[%]
] 399 | 430 | 7.9 | 406 | 1.7 | 404 | 13 | 402 | 07

2 19,26 | 27,50 | 42,8 | 20,59 6,9 20,22 5,0 19,80 2,8
3 24,57 | 33,40 | 35,9 | 25,49 3,7 25,17 2,4 24,85 1,1
4 36,23 | 79,10 | 118,3 | 38,87 7,3 38,00 4,9 37,19 2,7
5 44,64 | 108,40 | 142,8 | 47,75 7,0 46,80 4,8 45,81 2,6




4. Zavér

Naésledujici tabulka zobrazuje navrzené zobecnéni metody modélni syntézy. Zobecnéni
spo&iva v zavedeni matice M’ . Tato matice zohlediiuje hmoty prvkil spojujicich jednotlivé
substruktury. Dale matice K je chapana obecn&ji, neZli je to u metody modalni syntézy.
V ptipadé, ze budeme modelovat mechanicky systém, jehoz dily jsou navzajem propojené
pruznymi ¢leny a hmotnost spojovacich ¢lentt bude nulova, pak lze pouzit ptimo vztahy
uvedené v levém sloupci. Navrzena metoda umoznuje provést nejen dekompozici rozsahlého
systému na jeho pfirozené dily ale, také umoznuje kazdy pfirozené nedélitelny dil uméle
rozdélit.

Tab.4 Porovnani

Modalni syntéza Zobecnéna modalni syntéza
M-G+K-qg=f* M-G+K-qg=f*
MP G+|KP+K" |- g=fF [P+ M7 |-G+ KP+K | q=f"
K=A+VT-K" -V K=A+V"-K"-V
M=1 M=1+vT-M"-v
Lii+[A+VT K V]u=v" g5 | |1+v" M V]iie[A+VT K" V]u=yT. f*
AZ-ii+IZ'-u:j~” AZu+IZ'u:j~”

Zobecnénou metodu modalni syntézy lze vyuzit jako metodu redukéni a na redukované
uloze lze ftesSit Ulohy dynamiky soustav. Tento pfispévek ukazuje pouze feSeni vlastnich
frekvenci a tvari na redukovaném modelu. Metodu je vSak také mozno pouzit jako
pfedpodminéni pro (inverse free preconditioned Krylov subspace method) viz. (James, H.,
Money & Qiang, Ye), v programu MATLAB je tato metoda implementovéana jako funkce
eigifp. Jako pfedpodminéni je mozno zadat n vlastnich vektori vypoctenych na redukovaném
modelu. Algoritmus eigifp poté velmi rychle nalezne ptesné hodnoty vlastnich frekvenci a
tvarti.
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