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APPLICATION CHEN MODEL OF PLASTICITY
TO HARDENING CONCRETE

M. Sipalova*, J. Kruis', P. Stemberk*

Summary: Chen model of plasticity was originally derived for solid materials
with different strengths in compression and tension, such as concrete or some
types of soil. In this work, it is tried to extend the range of application of the Chen
model to hardening concrete. At very early ages the microstructure of concrete is
developing very rapidly which means that, once compared with already hardened
concrete, the material parameters of the Chen model should be a function of the
macrostructure evolution. The proposed modification of the Chen model considers
this effect in terms of the degree of hydration. This approach is described and all
necessary equations and parameters are given. The results of the modified Chen
model are compared with experimental results.

1. Uvod

Beton je jeden z nejbéznéjsich stavebnich materialii a je pouzivan pro svou pevnost a tva-
rovou variabilitu. Oproti oceli, ktera je pii vystavbé jiz hotovym materidlem s navrhovymi
vlastnostmi, mé beton tu nevyhodu, Ze se ve vétsiné pripadi dodava na stavbu jako tekuta
smeés, ze které se az casem stane material s predpokladanymi navrhovymi vlastnostmi.

V soucasné dobé je navic kladen diraz na rychlost vystavby a je tfeba hledat moznosti, jak
dobu vystavby zkratit. U zelezobetonovych monolitickych konstrukei se toto zkracovani tyka
predevsim betonaze hrubé stavby. Dalsim, ¢asto zohlednovanym, faktorem je ekonomické hle-
disko stavby, které lze ovlivnit u zelezobetonové konstrukce mnozstvim potiebného bednéni,
pokud nebereme v tivahu staticky navrh konstrukce. Moznosti, jak vyhovét co nejlépe témto
dvéma hledisktim, je zkracovani technologické pauzy, ktera vznika mezi betonazi a naslednym
zatézovanim a odbednovanim konstrukce. To vSak casto vede na pretézovani betonu v obdobi
jeho tuhnuti a tvrdnuti, tedy v dobé kdy jeho struktura neni zcela vytvorena.

V tomto piispévku je navrzena kombinace Chenova modelu (Chen, 1982), ktery je vhodny
pro modelovani jiz ztvrdlého betonu, s funkci vyvoje mikrostruktury betonu, ¢imz je mozné
rozsitit pouzitelnost Chenova modelu i pro tvrdnouci betony. Jako funkce vyvoje mikrostruk-
tury byl pouzit vztah uvedeny v (Stemberk & Tsubaki, 2003a) pro rychletuhnouci betony.
Parametry uvedeného vztahu jsou velmi jednoduse identifikovatelné z vysledki ziskanych béz-
nymi experimentalnimi metodami. VSechny materialové parametry Chenova modelu plasticity
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jsou tedy funkci tohoto vztahu. Vysledky modifikovaného Chenova modelu jsou srovnéany s
experimentalnimi vysledky:.

2. Vyvoj mikrostruktury betonu

P1i modelovani tuhnoucich a tvrdnoucich betonti je nutné vzit v itvahu vliv probihajici hyd-
ratace. Ve velmi ranych stadiich, ¢imz se mysli stafi betonu do jednoho dne, beton prechazi z
tekuté do tuhé konzistence a dale tvrdne. Z tohoto dtivodu neni mozné materidlové parametry
modelu tvrdnouciho betonu povazovat za konstanty. Pro vyjadieni vyvoje vlivu hydratace lze
pouzit rizné koncepty kvantifikace hydratace, pricemz jako nejvyhodnéjsi lze v tomto pii-
padé uvazovat koncept stupné hydratace. Na tomto zakladé byla vyvinuta funkce (Stemberk
& Tsubaki, 2003a)

it =aa- () )

ay + astd?
a; = 10
as = 9,164 — 72W/C
az = 0,72
as =1
as =15,

kde ¢, je normalizovany ¢as vzhledem ke koneénému ¢asu tuhnuti, W/C' je vodni soudinitel
(pomér mnozstvi vody k mnozstvi cementu) a aq, ag, ag, as a as jsou empirické parametry,
které lze ziskat z experimenti.

Vyhodou této funkce je relativné snadné ziskani jejich parametri. Tato kiivka byla vyvi-
nuta pro rychletuhnouci betony bézného slozeni pro vodni souéinitele v rozmezi W/C=0,37
az 0,62, coz zhruba odpovida 28-dennim pevnostem v tlaku 30 MPa az 60 MPa.
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Obrazek 1: Porovnani vyvoje tlakové pevnosti betonu zjisténé a vypoctené

Na obrazku 1 je ukdzano porovnani experimentalné ziskaného vyvoje meze plasticity, f,,
a pevnosti v tlaku, fy., a jejich vyjadfeni pomoci rovnice 1 (uvazované nasobky funkce jsou
uvedeny v obrazku 1). Oba tyto parametry jsou uvazovany v Chenové modelu plasticity.



3. Cheniuiv model plasticity

Model pouzity v ptispévku vychézi z Chenova modelu plasticity (Chen, 1982), ktery je tii-
parametrickym modelem se zahrnutym izotropnim zpevnénim. Tento model zahrnuje odlisné
chovani betonu pfi riznych zptisobech namahani.

U Chenova modelu je kviili rozdilnému chovani betonu v tahu a tlaku rozdélena funkce
zatéZzovani [ na dvé ¢asti. Prvni ¢ast, f¢, plati jen v oblasti tlaku a druhé ¢ast, f*, urcuje
vznik plastického pretvareni betonu namahaného tahem nebo tlakem pfi obecné napjatosti.
Vzhledem k tomu, Ze se jedna o odlisné funkce (v oblasti tlak-tlak o parabolu, v ostatnich
oblastech o hyperbolu) je nutné ptislusné namahani spravné zattidit. U dvouosé napjatosti
je toto zatfidéni zfejmé ze znazornéni v roviné soufadnic hlavnich napéti (oy, 02). Zénovani
obecné napjatosti je nejlépe patrné ze zndzornéni v roviné soutadnic invariantt (17, v/J3), kde
jsou oblasti riznych typt napéti oddéleny jednoduchymi linedrnimi funkcemi
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I; je prvni invariant tenzoru napéti a J, druhy invariant deviatoru tenzoru napéti.

V nasem ptikladé v kapitole 4 se budeme pohybovat pouze v oblasti tlak-tlak, proto budou
vSechny rovnice ukazany pouze pro tuto oblast, ktera je definovana podminkou:
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Pocdtecni plocha plasticity (initial yield surface) je v oblasti tlak-tlak popsana rovnici

Ao(h)

folo h) = Jy+ I —75(h) =0, (5)
kde Ag(h) a 79(h) jsou materidlové konstanty zavislé na stupni hydratace betonu, které se ur¢i
na zakladé experimentalné zjisténych mezi plasticity f,.(h) pfi jednoosém namahani betonu v
tlaku a fp.(h) pii dvouosém tlaku. Konstanty Ag(h) a 79(h) jsou odvozeny také pro jednotlivé
zony, v oblasti tlak-tlak to je:
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Podminka poruseni (failure surface) je pro oblast tlak-tlak definovéna

A 73(h) =0 (7)
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kde parametry A,(h) a 7,(h) zavislé na stupni hydratace, se kterym rostou pevnosti betonu,
jsou pro jednotlivé oblast tlak - tlak odvozeny nasledovné:
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kde jsou f.(h) pevnosti betonu v tlaku pfi jednoosém a fu.(h) pevnosti v dvouosém tlaku,
vSechny tyto materidlové paramtery jsou opét zavislé na stupni hydratace.

Nasledné plochy plasticity vznikaji "rozpinanim” pocatecnich ploch plasticity az k plose
poruseni a jsou definovany v zéné tlak-tlak:
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Konstanty a a 3 jsou urceny vyrazy:
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Parametr zpevnéni 7 je urcen ekvivalentni plastickou deformaci. Ekvivalentni plasticka
deformace
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se pri jednoosém namahani rovna plastické deformaci v uvazovaném sméru.

Vzhledem k tomu, Ze vSechny materidlové parametry pouzité v predchozich rovnicich jsou
zavislé na stupni hydratace, je zfejmé, Ze se s pribyvajicim ¢asem a rostoucim stupném hydra-
tace se méni i plochy plasticity. S nartstem pevnosti betonu se "rozpinaji” plochy plasticity,
tedy pocatecni plocha plasticity, plocha charakterizujici poruseni materialu i nasledné plochy
plasticity mezilehlé predchozim dvéma jmenovanym plocham.
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Obréazek 2: Rozpinani ploch plasticity v zavislosti na stari betonu

Na obrazku 2 je znazornén vyvoj pocatecni plochy plasticity a plochy poruseni pro dvou-
osou napjatost v roviné souradnic hlavnich napéti (oy, 09). Teckovanou ¢arou jsou vykresleny
plochy plasticity pro beton ve staii sedmi hodin a plnou ¢arou jsou vykresleny plochy plas-
ticity pro beton stari 9 hodin. Vnitini kiivka z dvojice znazornuje vzdy pocatecni plochu



plasticity, vnéjsi kiivka z dvojice plochu poruseni. Sipkami je znazornén nartist obou ploch
v obdobi dvou hodin béhem tvrdnuti betonu. Hodnoty vykreslené v tomto obrazku vychéazi
z experimentalné zjisténych hodnot, které jsou pouzity v nasledujicim textu pro konkrétni
priklad.

4. Priklad jedoosého tlakového namahani

Pro tento piiklad budou pouZita experimentalni data uvedend v (Stemberk & Tsubaki, 2003b),
viz tabulka 1.

Tabulka 1: Experimentalné zjisténé pevnosti betonu v tlaku

Stari betonu | fy,. | fe
6 hodin 0,17 | 0,36
7 hodin 0,44 | 0,60
8 hodin 0,65 | 1,18
9 hodin 1,20 | 1,79
10 hodin 1,74 | 2,79

V tabulce 1 jsou uvedeny experimentalné zjisténé pevnosti betonu v tlaku f. a meze plas-
ticity f,. pro betony staii od 6 hodin do 10 hodin. Chen ve svém ¢lanku (Chen & Chen 1975)
uvadi jak lze ziskat z experimentalné zmérené pevnosti v tlaku ostatni parametry modelu.
Pokud je tedy znama pevnost betonu v tlaku f., lze ostatni hodnoty dopocitat z nasledujicich
vztaht
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fyr = 0,054f. =0,09fyc ,
fype = 0,6fre = 1,161, .

V nasem pftikladu jsme se zabyvali pouze jednoosym tlakovym namahanim, které je zara-
zeno do oblasti tlak-tlak. Proto nam stacilo dle rovnic 12 dopocitat pevnost betonu v dvou-
osém tlaku f;. a mez plasticity fy,. v dvouosém tlaku. Mez plasticity v jednoosém tlaku f,.
byla experimentalné nameétena. Z tabulky 1 naméfenych hodnot je zfejmé, ze meze plasticity
jsou 60% odpovidajicich pevnosti betonu stejné tak, jako Chen uvadi ve svych vzorcich, coz
znamena, ze pouziti rovnic 12 je opravnéné.

Na obrazku 3 je porovnani vypoctu dle rovnic uvedenych v kapitole 3 s experimentalné
ziskanymi hodnotami. Z tohoto obrazku je patrné, Ze shoda vysledkt ziskanych vypoctem dle
uvedeného modelu a experimentalné je prijatelna.

5. Zavér

V tomto piispévku byla popsana modifikace Chenova modelu plasticity, ktera umoziuje jeho
pouziti i pro tvrdnouci betony. Z tohoto divodu byly parametry Chenova modelu, tedy meze
plasticity a pevnosti pro zatizeni v tlaku, definovany jako funkce stupné hydratace. Stupen
hydratace pro tvrdnouci beton byl jiz diive ziskan z experimentalniho Setfeni.
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Obrazek 3: Porovnani vysledkt zkousky a vypoctu dle Chenova modelu

Vysledky ziskané takto modifikovanym Chenovym modelem plasticity byly porovnany s
vysledky naméfenymi pti experimentech. Velmi dobréa shoda obou vysledki potvrdila moznost
uziti Chenova modelu plasticity nejenom pro jiz ztvrdly beton, ale i pro tvrdnouci beton, jehoz

struktura se stale vytvari.
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