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PROBABILITY ANALYSIS OF PROBLEMS LEADING TO
SYSTEMS OF LINEAR EQUATIONS

J. Rojitek”

Summary: This paper describes estimation of random effects for systems of
linear equations. It deals especially with presentation of the analytical method.
The analytical method is shown in two examples. First example is simple frame
(Joint method). Second example is clamped beam (FEM, Analytical method). All
loads must be mutually independent. The Monte Carlo method is used for
verification.

1. Uvod

V soucasné dob¢ se pro analyzu vstupnich ndhodnych velic¢in pouziva ¢asto metoda Monte
Carlo. V ptipadech kdy hleddme feSeni soustav rovnic (pro generovani vstupnich hodnot
matic byla ve druhém piikladu pouzita MKP) a pokud navic feSeny problém obsahuje
nelinearity je vypocet touto metodou velmi naroény na ¢as a vykon pocitace. Postup uvedeny
v tomto piispévku je zalozen na analytickém vypoctu a mize zrychlit tento typ vypocta.
Uvedeny postup je pouze prvnim krokem a zabyva se pouze vzajemné nezavislymi veliCinami
(ukazkové priklady obsahuji pouze jednu silu). Piispévek neuvadi asové naroky na feSeni u
jednotlivych metod nebot’ feSeni a kontrolni vypocet byl proveden v rGznych programech
(Matlab, Mathcad). Cilem tedy bylo nalezeni algoritmu vyuzivajiciho analyticky postup.
Dal§im krokem bude vytvofeni programu v Matlabu, kde bude mozné 1épe porovnat Casové
naroky na jednotlivé postupy a rozsitit metodu i pro vzajemné zavislé veliciny.

2. Popis principu - metoda Monte Carlo (Marek P., Brozzetti J., GuStar M. 2001)

Obrazek 1. ukazuje zplsob pouziti metody Monte Carlo v této praci. Na vstupu mame
mnozinu hodnot s rovnomérnym rozlozenim pravdépodobnosti v mezich od 0 do 1 (leva
strana obrazku). Zname také pozadované rozlozeni a jeji distribuni funkci (inverzni
distribu¢ni funkci). V naznaceném sméru pak prepocteme hodnoty: Mame mnozinu bodd s
rovnomérnym rozlozenim, dosazenim jednotlivych hodnot do inverzni distribu¢ni funkce
(pozadované rozlozeni) ziskame vyslednou mnozinu bodl s pozadovanym rozlozenim.
Hodnoty déale dosadime do zkoumané funkce (soustavy rovnic).
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Obr.1 Vyuziti metody Monte Carlo v této praci

Hodnoty generované timto zpisobem byly vyuzity pro vypocet a nésledné ovéteni
testovanych postupti.

3. Popis principu navrzeného postupu feseni

Princip feSeni je uveden v literatufe Bolotin, V.V., 1978. Dale popisovany postup se tyka
nejjednodussiho zadani rozsifeného na soustavy linedrnich rovnic. VSechny vstupni parametry
jsou vzajemné nezavislé a pouze jednorozmérné.

Reseni je zaloZeno na vété o rozloZeni ryze monoténni funkce spojité nahodné veli¢iny ( napt-
Hatle, J.,Kahounova, J., 1978) :

X = p(x) je frekvencni funkce (hustota pravdépodobnosti) spojité ndhodné veli¢iny X.

y = @(X) je ryze monotonni funkce na intervalu (a,b) (uvnitf intervalu mé spojitou derivaci).

Pak hustota rozlozeni Y = g(y) je ve tvaru: g(y)= p((ﬁ(y))‘gb/(yj (1)

kde gﬁ(y) je inverzni funkce k funkci (p(x).

Pro ilustraci vyuziti tohoto postupu je déale uveden jednoduchy piipad pro duty valcovy
vzorek zatizeny pouze tahem — tlakem (Rojicek, J., 2005). Sila phsobici na vzorek ma

rovnomérne rozloZeni pravdépodobnosti. X = p(F) = L (2)
F,—F

a

Kde F; a Fp vymezuji interval hodnot F (F e <Fa, Fb> ). Napéti o pfi zatizeni vzorku tahem-

tlakem stanovime dle rovnice: GZE:(p(F), kde F je zatézujici sila a S plocha prufezu (v
S

nasem piipadé mezikruzi). Najdeme inverzni funkci ¢, tedy F =@(c)=0-S. Derivace
inverzni funkce potom bude: ¢'(c)=S. Dosazenim do véty o rozloZeni ryze monotonni
funkce spojité nahodné veliciny ziskame vyslednou hustotu pravdépodobnosti:
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= = 3
p(o) = (3)
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Kde o, = ?b ao,= ?a Porovnénim rovnic (2) a (3) zjistime, Ze vysledné rozlozeni je také

rovnomerné.

4. RozSifeni postupu
Vyse uvedeny postup miizeme rozsitit pro funkce vice proménnych a pro soustavy rovnic.

Necht X=(Xj, X, ... ,Xs) je s-rozmérny nahodny vektor (s — fad matice) a X;=pi(x)),
Xo=pa(x2), ... Xs=ps(xs), jsou frekvencni funkce (hustoty pravdépodobnosti) spojitych
nahodnych veli¢in X, X; atd. (nahodné veliiny jsou vzajemné nezavisl¢).

Resenim rtiznych problému praxe ziskdme soustavy rovnic. Predpoklddejme, Ze rovnice jsou
linedrni (viz napft. ptiklad 1 - prutova soustava). V maticovém tvaru pak mizeme psat:

A.Y=X 4

Kde Y=(Y1, Y2, ... ,Ys) je s-rozmérny ndhodny vektor. Pro jednoduchost predpokladejme
vektor X ve tvaru X=(0, 0, 0, ...., 0, X;, 0, ...., 0, 0) (soustava je zatizend pouze jednou silou
viz kapitoly 6 a 7).

Soustavu rovnic (4) pfevedeme na tvar:

Y=A".X=B.X, kde A'=B (5)
Prvni rovnici ze soustavy (4) miizeme napsat jako:

a1 .-y1tai.y2....=xq (6)
Prvni rovnici ze soustavy (5) mizeme napsat jako:

yi=bii. X tbi2. X2 .. tbyi . xi . (7)

Déle miizeme postupovat obdobné jako v rovnici (1) najdeme inverzni funkci k rovnici (7)
(prava strana jiz neobsahuje x;) :

Xi(yl, X1, ): (y1 — b1,1 . X1 —bl,z X2 i )/bl,i (8)
Stanovime derivaci inverzni funkce:
o _ L

—= )
oy, b

i
Dosadime a ziskdme sdruzenou hustotu pravdépodobnosti (vyslednd funkce neobsahuje x;, ale
obsahuje y) :

OX;
p1(y1’X1’---aXi—1>Xi+1>---Xs) = pi(xi(y17X1’X2 ---Xi—laxma---xs))"g" pl(xl)"" Ps (Xs)' (10)
1
A integraci ziskdme marginalni hustotu pravdépodobnosti:

00 00 00 o0

p,(Y,)= J._HJ. Py (Yys Xpseeos Xiys Xinys- - - Xg )OX, . o.dX,_,dX,,, ... OXg (11)

—00—00—00—00

Obdobnym postupem miizeme ziskat hustotu pravdépodobnosti pro veli€iny y2, y3, .......



5. Linearizace

V dal$im kroku se pokusime vyfeSit integral (11). Nejprve zvolime s-rozmérny nédhodny
vektor X.

. 2
1 1 X=X
Xj = pj(xj):—m-exp[_a( JXj SJ } (12)

Pro j=1...S je Xj, smérodatnd odchylka j-té veli¢iny a Xjs je stfedni hodnota j-té veliCiny.
Dosazenim do (11) ziskdme integral ktery je jiz pomérné komplikovany.

XY X, ) = Xig |ax| .
p,(y,) = H \/_ 0 xp[ 2[ . UW‘ P(X,)+ ... Ps (Xs )dX, ...dxg (13)

—00—00

Situaci komplikuje i-ta slozka ndhodného vektoru, pfevedeme tedy pi ve vybrané oblasti na
soustavu ptimek. Velikost oblasti volime napf. pro uvedeny piipad (Xis- 4 . Xi, Xis + 4 . Xi,).
Pocet déleni zavisi na slozitosti nahrazované funkce (V ptipadech uvedenych v nasledujicich
kapitolach je funkce p; nahrazena pomoci 12 pfimek).

. 2
1 I X=Xl
p”Jz—Tf{z( J }quqkq (14)

Kde ki, k, .., 01, 02, .. jsou parametry piimek nahrazujicich pivodni funkci p; v jednotlivych
intervalech.
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Obr.2 Nahrazeni funkce pi(X;) soustavou piimek.

Rovnice (11) pfepsand pomoci linearizované funkce ma tvar pro prvni tsek:

p1(y1): TT(kl 'Xi(ylaxla"-)"'ql)'

—00—00

ox.
— P, (%) Ps (Xg)dX, ...dXg (15)
oy,

Po tipravé a dosazeni (9) dostaneme:

p,(y,)= ” ‘b x(yl, . )-pl(xl)'...dxl...+H...&'p,(x,)-...dxl... (16)

—00—00



Prvni integral v rovnici (16) obsahuje proménnou X; dosadime tedy rovnici (8):

% =b,, X, b, X, ...
H RO B0 —H...‘bkl‘-yl SRR () (18)
i i

—00—00 —00—00

Po jednoduché upravée ziskame vysledny tvar rovnice (18) (znovu vyuzijeme J‘ p;(x;)dx; =1):

—00

‘bl ‘ b| (yl J.pl(x )dxl 1-1.. bl,l']Exlpl(xl)dxl'1'1---_bl,2'1']Exzpz(xz)dxz'l---_--} (19)

V rovnici (19) zbyva vyftesit pouze “jeden” integral. Pro normalni rozloZeni pravdépodobnosti
muizeme pouzit:

jxjpj(xj)dxj = Xig . (20)

Rovnice (15) po vyse popsané Gpraveé ma tvar pro prvni usek:

_ q__ j#i K i k .
pl(yl)[‘blll‘ j_;s[—b]’i"lbl,i bj,l XISJJ-'_‘bLi‘}b]- Y, 21)

Obdobnym zplsobem ziskdme rovnice pro vSechny useky (i — se vztahuje k inverzni funkci

(8)).

6. Priklad 1. Prutova soustava
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Obr.3 Testovaci ptiklad 1

Pokusme se vyse uvedeny postup aplikovat na jednoduchou prutovou soustavu. Pro feSeni
nam postaci znat délku L a popsat nahodné zatizeni F.

ol 4]

Coz je normalni rozlozeni se stfedni hodnotou Fs a smérodatnou odchylkou oF. Soustava
rovnic byla vytvofena sty¢nikovou metodou. V maticovém tvaru ji miZeme zapsat jako
rovnici (4) (f4d matice - 8x8). Soustava rovnic byla feSena metodou Monte Carlo a
navrzenym vySe popsanym zpusobem. Vysledky feSeni ob&ma postupy se shoduji.




Nasledujici grafy ukazuji ptimé vysledky feSeni metodou Monte Carlo (mnoZina bodu) a
“analytickym” postupem (soustava pfimek) pro prvni tfi pruty.
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Obr.4 Vysledky vypoctu piikladu 1.

7. Priklad 2. Ohyb
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Obr.5 Testovaci ptiklad 2

Pro feSeni ndm postaci znat délku L, rozméry a, b, vlastnosti materidlu E a popsat ndhodné
zatizeni F. CoZ je normalni rozlozeni (22) se stfedni hodnotou Fs a smérodatnou odchylkou
. ) F L . Y 1
or. Vysledny posuv v misté zatiZeni silou F je yg = 3SE—J =-0.952mm (analyticky, stfedni
hodnota sily). Vysledek feSeni MKP je na obrazku 6 (zatizeni se stiedni hodnotou sily).
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Obr.6 Vysledné posuvy v feSeném piikladu 2.

Pro sestaveni soustavy rovnic (4) byla vyuzita metoda kone¢nych prvkli (MKP). Na tuto
soustavu rovnic byly aplikovany obé vySe popsané metody (matice tuhosti - 1194x1194).
V nésledujicim obrazku jsou uvedeny vysledky feSeni metodou Monte Carlo, vysledky
“analytické¢ho” feSeni (modie je vyhlazena kiivka) a pro orientaci analytické feseni pruhybu
pro sttedni hodnotu zatizeni Fs.
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Obr.7 Reseni piikladu 2 pro misto ve kterém puisobi sila.

8. Zavér

Clanek se zabyva vypoctem hustoty pravdépodobnosti vyslednych hodnot v ptipadech kdy
feSeni problému vede na soustavu linedrnich rovnic. Je zde naznacen postup, ktery je
aplikovan na dvou jednoduchych ptikladech. Prvni je prutova soustava zatizena jednou silou.
Druhé uloha je vetknuty nosnik zatizeny jednou silou feSeny MKP. Ob¢ ulohy je mozné
vyftesit analyticky a mizeme je tedy jednoduSe zkontrolovat. Dal§im krokem bude rozsifit
feSeni 1 pro vzdjemné zavislé vstupni veliCiny (sily) a provést cely postup vjednom
programovacim prostiedi.

9. Podékovani

Clanek byl vytvoien s podporou GACR 101/04/0475.
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