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THE ANALYSIS OF DYNAMICAL SYSTEMS FOR
SIMULATION OF RELAXATION OSCILLATION

P. Pejchal*, P. Janicek N Petruska , F. Prochazka

Summary: The hypothesis was stated, that the relaxation oscillation emerge in
the surface layers of wheel and rail, by the accelerating and braking period of the
rail vehicles. The issue is to analyze the nonlinear dynamic systems, which are
used to simulate these systems. This study focuses on the periodic and chaotic
behaviour of the unforced and forced Van der Pol oscilator. The variation of
control parametr is also considered. Moreover the behaviour of the same real
system with Rayleigh, exponencial and constant with adhesion contact friction
model is studied. This is preparatory study for potencial experimental validation
of the occurence of relaxation oscilation.

1. Uvod

Pti provozu kolejovych vozidel dochédzi ve styku zelezni¢niho kola s kolejnici ke znaénému
dynamickému naméhani povrchovych vrstev. Probihd zde tada d&ji, z nichz nékteré
zpusobuji degradaci materidlu a tim i jizdnich ploch. Vyzkumem degradacnich procest se jiz
zabyvala celd fada autorii, ale pficiny vzniku nékterych poruch nejsou dosud jasné.
V souvislosti se vznikem nékterych poruch byla vyslovena hypotéza o moZném vzniku
samobuzeného a piipadné i1 relaxa¢niho kmitani pfi podminkach intenzivniho brzdéni (Benes
et al., 2004) a rozjezdu, tato hypotéza nebyla dosud dale dostatecné rozvedena.

Ptispévek se zabyva chovanim jednoduchého dynamického systému, ktery je tvoien
hmotou uchycenou na pruzince, tato hmota lezi na podlozce pohybujici se konstantni
rychlosti, viz obrazek 1.

Timto je modelovano smykani kola po kolejnici pfi intenzivnim brzdéni, ¢i rozjezdu.
Hmota  pfedstavuje  povrchovou

vrstvu kola resp. kolejnice napt. v X
okoli defektis typu trhlin a podlozka N| k
realizuje  kolejnici  resp.  kolo m
smykajici se zadanou konstantni —

. Vo
rychlosti.

Obrazek 1: Analyzovany model
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Takovyto model byl vytvoien s ohledem na jednoduchost a ndzornost. Navic je znamo
(Ekberk et al., 2004) , Ze se trhliny iniciované na povrchu zpoc¢atku §ifi do materialu pod
ostrym thlem, nasledné se stoc¢i do témét radidlnitho sméru a u Zelezni¢nich kol se v urcité
hloubce opét sto¢i (veétvi) a pokracuje v ristu v radidlnim sméru. K iniciaci unavovych trhlin
také Casto dochazi pod povrchem a tyto trhliny se dale obvykle $ifi v obvodovém sméru.
Lokalizaci trhliny poté mizeme zjednoduseng naznacit viz obrazekl.

Byly sledovany pribéhy vychylky a rychlosti hmoty pfi riznych parametrech systému
a riznych modelech tfeni ve stykové plose. Konkrétné pro model tieni podle Van der Pola,
Rayleigho a déle tfeni s exponencidlnim a skokovym pribéhem vzhledem k rychlosti
relativniho pohybu hmoty a podlozky. Pro jednotlivé parametry systému byly sestaveny
diferencidlni rovnice, které byly integrovany v Case. K integraci byl vyuzit fe$i¢ ode45
programu Matlab, ktery tesi diferencialni rovnice Dormand — Princeovou metodou, coZ je
explicitni Rungeova — Kutova metoda fadu 5.

2.Van der Pol
Pohybovou rovnici soustavy zobrazené na obrazku 1 miizeme zapsat ve tvaru:

d*x dx
m 2
dt dt
Kde ¢len rovnice b reprezentuje tlumeni a F(v) je tieci sila, kterd je obecné funkci normalové
stykové sily N a rychlosti relativniho pohybu hmoty vii¢i podlozce v, tedy v = dx/dt - v, a
F(v) = F(dx/dt - v, ). Pokud silu F rozvineme v okoli bodu dx/dt = v, (rovnice 2) a dosadime
do rovnice 1 ziskdme rovnici 3.

+hkx—F(v )=0 (D

dx dF,
F ——v F(-v 20 2
( 0) = Fl=v)+—— )
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m—s +(b— °)— ke = F(=v,) 3)
Clen F(-v,)zplsobi posunuti rovnovazné polohy o x = F(-v,)/k, ztohoto divodu

provedeme transformaci x = F (—v,) /k +y. Déle ozna¢me B = b/m a »” = k/m. Pro suché teni
mezi dvéma télesy je charakteristicka zavislost dle rovnice 4 [4], dosazenim této zavislosti do

3, provedenim substituce z =,/ % 2 oznaenim ¢ =% _bm dostaneme rovnici 6. Pro

nazornost byla provedena integrace rovnice 4 a pro 6 =1, a =1, b=0 a nulovou integracni
konstantu je na obrazku 2 uvedena zavislost tfeci sily na vychylce a rychlosti.
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Pohybova rovnice 6 je oznaCovana jako Van
der Polova rovnice (Brepta, 1994) a jeji chovani je
tizeno velikosti parametru &. Systém popsany touto Obrazek 2: Treci sila
rovnici se chova jako samobuzeny a pro velké
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hodnoty & zde dochazi ke vzniku relaxa¢niho kmitani. Relaxa¢nim kmitdnim je rozuména
rychld - skokovd zména nékteré kinematické veliCiny. V naSem piipadé se jedna jak o
skokovou, nebo spiSe impulsni, zménu rychlosti tak o skokovou zménu vychylky.
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Obrazek 3: Casovy pribéh vychylky a rychlostipro ¢ =1a & = 10

Pokud by ktakovymto skokovym zméndm rychlosti dochéazelo v povrchovych
vrstvach kola resp. kolejnice 1ze predpokladat, ze by tento jev mél znacné degradacni ucinky.
Z uvedeného postupu neni vSak zcela jasny fyzikalni vyznam ¢lend rovnice 4 a proto Ize jen
tézko rozhodnout o redlnosti daného vypoctového modelu.

Specifickym piipadem je buzeny Van der Poliiv oscilator popsany rovnici 7. Pro ur¢ité
hodnoty parametrli systému a buzeni je chovani tohoto systému zna¢né komplikované a mtize
byt i1 chaotické (Kapitanik, 1998)

d*z

t2

+e(z’ —l)% +0°z= pcos(Qr) (7)

Pro hodnoty parametrii ¢ =5, @ =10, p =5 a Q = 2.466 je na obrazku 4 uveden
fazovy diagram jehoz jednotlivé osy jsou: vychylka, rychlost a faze buzeni = cos(Q¢). Déle
je zde uveden Poincarého fez rovinou vychylka = 0 a to pouze pro zapornou hodnotu

rychlosti. Na obrazku 5 je pohled na fdzovy diagram kolmo k roviné vychylka-rychlost a dale
Casovy prib¢h vychylky s rychlosti.
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Obrazek 4: Fazovy diagram a Poincarého zobrazeni
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Obrazek 5: Pohled na fazovy diagram a ¢asovy pribéh vychylky a rychlosti

3. Rayleigh

Pokud provedeme stejné odvozeni pohybové rovnice jako v pfedeslém piipadé stim
rozdilem, ze vyraz v rovnici 4 nahradime vyrazem podle rovnice 8, dostaneme rovnici 9.
Takto ziskdme Rayleigho diferencidlni rovnici, kterd se pouziva k popisu autonomnich
oscila¢nich déjti (Brepta, 1994).

dF,,, dy.,
—==-0(—)"+a 8
dv (dz) (8)
d’z daz , dz 5
+el(—) -l|—+w°z=0 9
dt’ [(dt) }dz - ©)

Stejné jako v predchozim ptipad¢ je chovani takto popsaného systému tizeno velikosti
parametru ¢ . Na obrazku 4 jsou znazornény pribéhy vychylky a rychlosti ziskané ¢asovou
integraci rovnice 9 a to pro rizné hodnoty parametru ¢ . Pro velké hodnoty parametru &
v systému dochazi ke skokovym zméndm rychlosti — relaxa¢nimu kmitani. Tento jev je opét
potencialné nebezpecny z hlediska degradace povrchovych vrstev kola a kolejnice.
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Obrazek 6: Casovy pribéh vychylky a rychlostipro ¢ =1a & =10



3. Exponencialni pribéh

Sestavime-li  diferencidlni rovnici pro tfeci silu
definovanou koeficientem smykového treni f podle e SRS
rovnice 10 Ize odvodit diferencidlni rovnici soustavy ve 7|

tvaru rovnice 11. Grafické znazornéni rovnice 10 je na | |

obrazku 7. o . |

£ = f+ (= fexp(-vd(E vy (10)

Obrazek 7:
Exponencialni model tieni

d’x k N dx dx
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e gn(v, dz){f (fs = fd) p( 0 dzﬂ (1D
Rychlost pohybu podlozky v, =1 [m/s] 10’
Hmotnost m = 1.56e-4 [kg] = '
Tuhost pruzinzy k= 4.2e7 [N/m] 2
Pritlacna sila N =200 [N] £
Koeficient tfeni fd = 0.2, fs=0.35, vd =2
cas [s] T
Pro uvedené parametry diferencidlni :
rovnice je na obrdzku 8 vynesena Casova £
zévislost vychylky a rychlosti. Zakmity — £°
kiivek vokoli oblasti dx/dt = v, jsou | 7 ol
o P v , . , 20 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
zpusobeny tim, Ze vtéto oblasti neni cas [5] o
k popisu chovani soustavy rovnice 11 Obrazek &:

vhodna — v této oblasti ma platit dx/dt = v, Casovy pribéh vychylky a rychlosti
coz vyzaduje sestaveni druhé pohybové
rovnice. V této oblasti ulpivd hmota na podloZce a k odtrZzeni dojde az tehdy, kdy sila

pruzného ¢lenu presahne silu tfeci. Poté dojde k zdkmitu a opétovnému ulpéni.

4. Konstantni s adhezi
Budeme-li uvazovat model konstantniho smykového tfeni s adhezi podle rovnice 12, graficky
znazornéném na obrazku 9 lze sestavit diferencialni rovnici ve tvaru 13.

£ = i+ (= S5 ign(v, — vy — ) 41 (12)

d*x
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Na obrazku 7 jsou pro uvedené parametry pribéhy —
vychylky a rychlosti. V oblasti kolem dx/dt = v, je podobny N :||

e N Sign(vy — BN+ (fs— fid) L (sign(v, — +1)=0  (13)
m m dt 2

dx
VO —E

problém jako v ptedchozim. Ulpivani u obou téchto modelt
je zpuasobeno specifickou zavislosti koeficientu smykového
tfeni v zavislosti na rychlosti relativniho Obrazek 9

pohybu. Ulpivani miize nastat, pokud je Model tieni A
koeficient smykového tfeni maximalni B




pro nulovou relativni rychlost a klesd se zvySujici se relativni rychlosti. Jev, kdy koeficient
smykového tfeni je maximalni v klidu -
nazyvame adhezi.
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S. Exponencialné pfimkovy Bl x10°
Z experimentalniho méfeni zavislosti Obrazek 10:
smykového tfeni na relativni rychlosti Casovy pribsh vychylky a rychlosti

vyplyvd, Ze od urcité hodnoty rychlosti

s dal§im nardstem rychlosti zvySuje i1 koeficient smykového tfeni. Pro popis takovéhoto
chovani byla sestavena tfeci funkce ve tvaru rovnice 12, obrazek 11. Hodnoty vSech ¢lent
zustavaji stejné jako pro piipad exponencidlniho priibéhu. Diferencidlni rovnice je v tomto
ptipadé tvaru rovnice 13.

f=fd+(ﬁ—fd)e><p(—vd(%—vo)+0-05(%—%)) (12)
Z—?+%x—%sign(vo —%){fa@(ﬁ—fd)exp(—vd Vo —%]+0.05 Vo —% } =0 (13)

Na obrazku 12 jsou ¢asové prubé¢hy vychylky a rychlosti odpovidajici tomuto modelu. Stejné
jako u predchozich dvou modelti zde dochézi v oblasti dx/dt = v, k ulpivani. Vlivem vyssiho

tteni pro vys$i rychlosti vS§ak dochazi k ulpivani pouze v krat$im ¢asovém okamziku.
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Obrazek 9: Model tieni Obrazek 10:
Exponecialné piimkova zavislost Casovy priibéh vychylky a rychlosti



6. Zavér

Za ucelem ovéfeni hypotézy mozného vzniku relaxacniho kmitdni v povrchovych vrstvach
zelezni¢niho kola resp. kolejnice byl vytvofen jednoduchy vypoctovy model. Pro rtzné
modely tieni byla provedena analyza dynamického chovani tohoto modelu.

U Van der Polova oscilatoru dochazi pti jistych parametrech systému k relaxaénimu
kmitani, konkrétné ke skokovym zménam rychlosti 1 vychylky. Pokud navic pfidame buzeni,
tak se systém muze chovat i chaoticky.

U oscilatoru s modelem tieni podle Rayleigho dochazi taktéz pro jisté parametry
systému k relaxaénimu kmitani, v tomto piipad¢ se vSak jedna pouze o skokovou zménu
rychlosti.

U modelu tfeni exponencialniho, konstantniho s adhezi a exponecialné ptimkového,
dochazi pro jisté pocatecni podminky v oblasti dx/dt = v, k ulpivani hmoty na podloZce a
naslednému zdkmitu. Pro jisté parametry systému (velkéd tuhost, mald hmotnost, velké tieni)
lIze ocekavat rychlej$i zménu rychlosti pii zadkmitu a tudiz ptiblizeni charakteru pribéha
kinematickych veli¢in relaxaénimu kmitéani.
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