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DYNAMIC RESPONSE OF THE BEAM UNDER MOVING

LOAD AND AXIAL PERIODIC FORCE AND WITH THE

DAMPING DEPENDING ON THE AMPLITUDE OF
VIBRATION

L. Petinka”

Summary: Analysis of the dynamic response of the beam under moving load and
axial periodic force and with constant damping result in well known solution of
Mathieu equation. In fact structural damping depend on the velocity of
deformation. In this paper the governing equations of damping defined are and
the equation of motion of the beames derived. The solution is based on the
expansion of amplitude y (x,t) using beam functions and on the application of

Van der Pole method. The results may be formulated as follows. (a) the frequency
and the related band of parametric resonance are derived, (b) the influence of
moving load velocity on the width of this band is discussed. (c) the increasing
velocity reduce the width, (d) in general the width depend on the ratio of axial
forces (static and dynamic) and critical force of buckling.

1. Uvod
V predchozich pracich bylo analyzovano chovéni potrubi protékaného proudem media o
vysoké rychlosti. Dosavadni vysledky Ize stru¢né shrnout takto

i)

ii)

iii)

u Euler-Bernoulliho (E-B) nosniku zvysSujici se rychlost proudéni snizuje vlastni
frekvence, po dosazeni kritické rychlosti nastava vzpér [1, 2]. U nadkritické rychlosti
nastava nestabilita typu flutter [2],

obdobnym zptsobem se chova Lagrangetiv (L) nosnik [3],

Timoshenkova (T) nosniku pfi pfejezdu bifemene zvysujici se rychlost analogicky k E-B
nosniku snizuje frekvenci az na nulu, ale ta s riistem rychlosti je Cisté¢ imagindrni, coz
reprezentuje vzpeér. Nestabilita typu flutter zde neexistuje [3]. U druhé (vysoké) frekvence
dochazi k opa¢nému jevu: rostouci rychlost ji zvysuje, ale ne vyznamné,

1v) je-li nosnik s konstantnim tlumenim zatizen osovou silou, pak pohybova rovnice ma tvar

rovnice Mathieu [4] a stim souvisejicimi oblastmi stability a nestability. Rostouci
rychlost pfi konstantnim tlumeni zvySuje moznost dosazeni hranice nestability. Po
dosazeni kritické rychlosti nedochazi ke vzpéru, ale amplituda kmitdni se s Casem
zvysuje. Totéz plati 1 pro nadkritické rychlosti. Vliv Coriolisova zrychleni snizuje
soucinitel tlumeni, ¢ili rozsifuje oblasti nestability.
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Cilem tohoto piispévku je rozsifit piipad iv) o tlumeni, jehoz hodnota zavisi na rychlosti
deformace vlédken nosniku.

2) Pohybova rovnice nosniku s dissipaci energie vnitinim tfenim

P11 odvozeni pohybové rovnice budeme vychazet z predpokladu, Ze sily vnitiniho tfeni budou
linearni funkci rychlosti deformace. Lze tudiZ psat
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kde b je koeficient reprezentujici vnitini tfeni materidlu.

V ptipadég, ze v urc¢itém intervalu frekvenci tlumeni nebude zaviset na frekvenci Q2 , pak misto

b je nutné pouzit vztah
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coz plati pro vynucené kmitani s frekvenci Q. Vzhledem k uvodnimu pifedpokladu, Ze

tlumeni zavisi na amplitudé kmitani, 1ze v obecném piipad€ vychdzet z rovnice

b

02E{£+(b0+b1 g, sign &, + p, 502)% (3)
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& vzdalenost vlakna od neutralni osy

2

e = d J; polomér zakiiveni
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Za téchto predpokladi ohybovy moment plisobici v pficném fezu na libovolné vzdalenosti
X ma tvar
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kde
bo, b1, b>jsou hodnoty tlumeni ziskané z experimenti
a je amplituda vychylky.

Ze znamé podminky rovnovahy elementu o délce d x pak dostaneme vyslednou pohybovou
rovnici ve tvaru
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pfi€em? je jiZz uvazovana axidlni periodickd sila o amplitudach F;, F,a a frekvenci 2 Q.



Vliv pohyblivého zatizeni se zavede analogicky k piedchozim pracim [1+4]. Vysledny tvar
pohybové rovnice tudiZ bude
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kde

hmotnost potrubi véetn& média na jednotku délky (n, = M +m, )

hmotnost média na jednotku délky

rychlost média

tlak média

ptic¢na plocha priito¢ného prirezu

axidlni sila vyvolana vnitinim tlakem p a pusobici na potrubi (S >0 znamena tah,

obvyklep A —-S=0)

F, (1 +Kcos 2Q) t) vngjsi sila vyvolana u impulznich trubek malého priméru vibracemi
hlavniho potrubi, ke kterému jsou pfipojeny
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3) ReSeni pohybové rovnice
Reseni se provede rozvojem dle vlastnich funkei, tj.

(2= 27, (5) ) )

Dosazenim (7) do (6), vynasobenim F), (x) a integraci po celé¢ délce nosniku dostaneme jako
mezivysledek rovnici typu
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iz I F! (x)Fm (x) d x se provede integraci per partes s vysledkem, ze
0

Vypocet integralu
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Po jednoduchych upravéach dostaneme jako vysledek
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V teorii nosmkovych funkci se opét pomoci integrace per partes dokazuje, Ze [6]
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(12a)
kde vzdy nezav1sle na typu okraj ové podmlnky F ’F” 0 a dale pak
jF "(x)dx=FF" jF )E (x )dx—ﬂ— jF (12b)
pfi¢emz opét nezav1sle na typu okrajové podminky FF" = O. Z rovnice (12a, b) pak plyne, ze
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Ve stabilité pruznych soustav se dokazuje [7], ze krltlcka sila na mezi pevnosti je vyjadiena
vztahem
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Lze tedy odvodit, Ze (viz (12 a, b))
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Vysledny tvar pohybové rovnice tudiz je
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4) Rozbor parametrické rezonance
Budeme hledat podminky vzniku parametrické rezonance. ReSeni provedeme pro zékladni
tvar kmitu m=1 a pouzijeme metodu Van der Pola.

Pro dalsi polozime
q,(£)=8,sin Q¢+ C, cos Q¢ (15)

kde C) a S jsou pomalu se ménici funkce ¢asu pticemz C. +S; =a”.

Pak pravé strana rovnice (14) bude mit tvar
¢ (t)=p,(C,S,)sin Q1 +¢,(C,S,)cos Q1
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pfi¢emzZ se pouzilo vztahti [9] (x =2Q, y= Q)
COS X COS y =2i [cos (x—y)+ cos (x+y)]
a ¢leny s argumentem 3 Q se v prvém piiblizeni zanedbaly.
Tzv. urCovaci rovnice budou mit tvar [5]
ds, 1 dcC 1
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Polozime-li d S,/dt a dC,/dt rovné nule dostaneme rovnice pro urceni staciondrni
hodnoty amplitudy ve tvaru
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Polozime-li v dalSim F, =« F, (viz rovnici (6)) dostaneme
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Z tohoto vztahu lze za ptedpokladu, Ze y, =0 urcit amplitudu kmitani ve tvaru
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5) Diskuze

Existuji dva mezni ptipady

- vliv rychlosti proudiciho média 1ze zanedbat. Pak bude 6, =0 a poloZime-li jest€¢ x =0,
zméni se rovnice (21) na
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- je prave dosazeno kritické rychlosti. Pak bude 1+x 6, =0 a rovnice (21 se zméni na
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podminky vymezujici oblast parametrické rezonance dané pozadavkem, Ze a musi byt
nezaporné Cislo, pak budou nasledujici
- v pfipadé rovnice (22a)

\/l—i+i+bol <£<\/1+i+ dl +b,, (23a)
F, kr 2 v 2F,
- v pfipadé rovnice (22b)
—i+i+b0 <£< i+ dl +b, (23b)
Fkr 2 Fkr l a)O kr 2 Fkr ’

pri¢emz b, a b, jsou funkei b, .
Je-li kriticka rychlost prekrotena pak bude (1+x &,)/(1+x)=-£<0 a rovnice (21) se tim
zméni na
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a podminka vymezujici oblast parametrické rezonance bude mit tvar
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Zavér

Z rovnic (23a, b) a (24) plyne nasledujici

- v podminkach neexistence proudiciho média vliv axidlni periodické sily a tlumeni
zavisiciho na rychlosti deformace vymezuje zcela urcitou oblast parametrické rezonance.
Jeji sitka zavisi na poméru sily statického piedpéti a amplitudy periodické sily ke kritické
vzpérné sile a hodnoté statické slozky tlument,

- vliv pohyblivého zatiZzeni tuto oblast zuzuje. Po dosazeni pravé kritické rychlosti ma
podminka existence parametrického kmitani tvar

F

¢ili mimo jiné zavisi 1 na sloZce stacionarniho tlumeni b,

- po piekroceni kritické rychlosti pohyblivého zatizeni ma podminka existence
parametrického kmitani tvar

F F,
L+b, >—"+¢
2Fkr I Fkr

coZ pii stejné hodnoté b, jako v pfedchozim pfipadé vyzaduje vyssi hodnotu £,
- ve vSech uvedenych piipadech se tyto oblasti vyskytuji kolem bodu Q =, /2

- stanoveni kritické rychlosti pohybujiciho se média je shodné s piedchozimi pracemi
[1,2,3].
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