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SOME PICKED CONNECTIONS BETWEEN STRESS AND
DEFORMATIONS INVARIANTS IN THE THREE

DIMENSIONAL SPACE

R. Novotny

Summary: The article deals with the presentation aspects of the stress and
deformations invariants in the three dimensional space. It deduces the stress
invariants and their characteristic founded on the tensor algebra, and indicates
also other possibilities of the stress invariants generetion. The article also defines
the deformation invariants and relates them to the stress invariants in the
condition of the isotopy of the rigid material.

1. Uvod

Vseobecné vzato, pii urCovani napjatostnich pomért v komplikovanéji c¢lenénych a
zatizenych konstrukénich prveich nedava ,,pouhd™ znalost stanoveného lokalniho tenzoru
napjatosti jako takového jesté dokonaly ndzor na mistni velikosti a sméry extrémnich
normalovych a tangencialnich napéti. Tim méné priizracna byva predstava o typu plochy
(kvadriky), ktera tuto napjatost vystihuje a zobrazuje, jak o tom svéd¢i i pomérné Casté omyly
a nedorozumeéni, které se obCas vyskytuji dokonce i v nékteré zakladni literature. Je proto
uzite¢né lokalni napjatost vzhledem k danému tenzoru napéti nejen analyzovat, nybrz i
klasifikovat. Analogické zékonitosti lze ovSem sledovat, i pokud jde o mistni tenzor
deformace v napjatém bodu prvku. Pfitom neni mozné se nesetkat s ptisluSnymi invarianty
uvazovanych tenzorq, jejich vlastnostmi a vztahy mezi nimi. Tento piispévek souvztaznost
téchto koincidentnich invarianti za piedpokladi idedlni a linedrni pruznosti studuje a
poukazuje na moznost tvorby i dalSich nezavislych invariant.

2. Kvadriky napjatosti a jejich invarianty
Je-li dan vnapjatém bodé¢ B obecny symetricky tenzor napéti 7, ktery je vztaZen ke

kartézské soustavé souradnic {0 = B;xl;xz;x3}, existuje 1 takové natoCeni tohoto systému do
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té pozice {O =B=0";x;%,;X, } , Z¢ vzhledem k ni nabude dany tenzor diagondlni podoby
z, , pfi¢emz ptisluiné kvadratické formy 7,,x,x, = 7,%,Xx, =l =invariant vyjadfuji centralng
symetrické  kvadriky  (elipsoidy nebo hyperboloidy napéti), coz vyplyva z
analyticko klasifika¢nich vztahli pro né, viz o tom nize. Ukazuje se, Zze (postupné) prvni,
druhy a tfeti invariant jsou dany tfemi vztahy
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Uvézime-li, Ze 7,,x,x, =1 lze rozepsat jako 7,,-x," +7,-X,” +73; =1, ale 1 vnormovém
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posledni ¢isla jsou délky hlavnich poloos elipsoidu napjatosti. Ozna¢me velikost sdruzenych
poloos a, b, c (to je ve sméru os x,,x,,x;) téhoZ elipsoidu napjatosti daného z,x,x, =1, a
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tvaru jako =1, je vidét, ze plati o

volme postupné¢ x, =a,x,=x,=0 , dale x,=>b,x,=x;=0 a kone¢né¢ x,=c,x,=x,=0.
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Porovnanim hlavnich i sdruzenych poloos se vztahem (1) mame
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coz znamena, ze soucet reciprokych hodnot ¢tvercu ti'i navzajem kolmych sdruzenych
poloos elipsoidu napjatosti je invariantni vzhledem k pootoceni kartézského souiradného
systému a je roven prvému invariantu tenzoru napjatosti.

Tak vyjde 7,,-a’ =1, nebo-li a=

Rizn€éme nyni plochu 7z,x,x,=1 rovinou x;=0 . Dostaneme rovnici elipsy
Ty XD +2-T, X, "X, + T, - X5 =1, jejiz poloosy necht jsou a” a b* , vjejichz smérech

necht’ vyvstanou napéti 7,, a 17,, . Jejich velikost plyne z charakteristické rovnice
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f12. =0 . Normovou rovnici elipsy fezu vzhledem k bazi {B = O;gf;%}
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uréuje nyni také kvadratickd forma tvaru 7, -x>+7;, x> =1 , kde a = a
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. Podobné ztezovych rovin x, =0 a x,=0 vyplyne 7, -7, =7 a
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T, T, = % . Vzhledem k tomu, Ze plati (2), jsme vlastn¢ odvodili
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Proto, soucet reciprokych hodnot ¢tverci obsahii prifezovych elips tfemi navziajem
kolmymi rovinami jdoucich stfedem jimi seceného elipsoidu napjatosti je invariantni
vzhledem Kk jejich natoceni a je roven druhému invariantu tenzoru napjatosti lomeném
kvadratem Ludolfova ¢isla.

Kone¢né, tenzor napjatosti 7,, vztdhnéme k ortogonalni bazi {B = O;gl* ;g; ;g; } a

vyjadireme tfeti invariant tenzoru napjatosti podle (3)
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Vyjéadiime-li dale objem elipsoidu zndmym vztahem V = 3 m-a -b -c ,vychazi
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Proto, tieti invariant tenzoru napjatosti je din nasobkem reciprokého ¢tverce objemu
elipsoidu napjatosti, pficemZ objem elipsoidu je sAim o sobé invariantem.

Kromé linedrniho, kvadratického a kubického invariantu napjatosti (jde o alternativni
pojmenovani invariantl (1), (2) a (3)) Ize odvodit i1 dalsi jiné invarianty napjatosti, jako kupf.
invariant vyslednych napéti [, . Predstavme si v napjatém bodé¢ B trs tfi navzijem
ortogonalnich rovin, jejichz prisecnice definuje {O =B;x;x, ;x3} . 'V kazdé z téchto rovin lze
naleznout dvé tangencialni napéti a jedno normalové napéti, takZe trojice rovin udava 9 slozek

symetrického tenzoru napéti druhého tadu. Uvazujme v kazdé z rovin pythagorejsky vztah
2

2 2 2 v o x %7 ’ r e . ’ v .
T, =7,+7,+7; , coz je ctverec dil¢iho vysledného napéti v i—tém sméru, i=123 ,

vzniknuvsi z odpovidajicich komponent tenzoru napéti. Potom je
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Pfitom pro vysledné napéti plati i"v = EV + %'JZV +%)3V . (Diagonalni slozky 7;, tenzoru napéti
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7,, odpovidaji ,,natoceni* {O =B=0 ;x ;xz;x3} a pfes index i se nescitd). Jsou-li tedy
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sméry 7, ke vSem tfem navzdjem kolmym rovindm ortogondalni, neplati obecné totéz o
smérech dil¢ich vyslednych napéti z,, . Kdyby byl totiz napt. vektor &V skutecné kolmy
k roviné obou zbyvajicich vektorti dil¢ich naﬁéti, musely by nutné byt vSechny jeho
soufadnice umérné soufadnicim vektoru EV xt,, . AvSak pro pomér i—#ych soutadnic
uvedenych vektorti postupné vychazi
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coz jsou evidentné¢ obecné riizna redlnd Cisla. A protoZze obdobné vysledky plati i pro
zbyvajici dalsi dva sméry, potvrzuje se tim neortogonalita vektort ¢, . Pro invariant

w

vyslednych napéti plati
I,=1}-2-1, . (7)

Ukazalo se tedy, ze soucet kvadrati dil¢ich vyslednych napéti ke tfem navzajem
ortogonalnim rovinam je invariantni.

Invarianty 7, , I, a I, jsou jakymisi bazovymi invarianty, na jejichZ zékladé¢ lze
vytvorit 1 vSechny dal$i invarianty napjatosti, viz napt. vzorec (7). Lze-li tedy nejvySe ze tiech
nezavislych invarianti napjatosti odvodit kazdy dalsi zavisly invariant (aniz by kromé nich
které by nebylo mozno do nékterého nezavislého

*

obsahoval byt’ i jedno hlavni napéti =

invariantu zahrnout), nelze takto vyjadrit zadny z invariantd 7/, , 7, a [, pomoci dvou
zbyvajicich. Tak napt. ze vztahu (1), (2) a (3) vyplyva, ze
Li=t5 -1t +1, 7,
Podobné¢ 1ze napt. odvodit vztah
1
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kde je invariant 7/, krom¢ na invariantech /, a [/, zavisly dokonce na tfech hlavnich
nap¢tich, apod.

3. Klasifikace kvadrik napjatosti

Uvazujme o vyse definované kvadrice napjatosti. Jeji rozepsani dava
TXX, =Ty X} Ty XS ATy X F 2Ty X, Xy F 2Ty Xy Xy 20Ty Xy, =1
resp.
T X Ty Xy Ty Xy =1
Pfipojme ke tfem navzijem nezavislym invariantim (1), (2) a (3) jeste tzv. ,velky*
determinant ¢i-li diskriminant kvadratické plochy /7, (jehoz subdeterminantem je pravé 7, ).
Jeho podoba bude vzhledem k pfedpokladiim o tvaru kvadriky napjatosti velice jednoducha:
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Podle prostorové analytické geometrie, budeme-li pfedpokladat regularni ptipad, Ze vSechny
komponenty symetrického tenzoru napjatosti 7,, budou vesmés nenulovymi veli€inami, pak

pro obecné I, #0 jezieymé [, =—I, a k tomu dale plati

1)

2)

3)

4)

S)

pro [,mn0,/,60 a [,-I;¢0 , je uvazovana kvadrika redlnym elipsoidem
napjatosti.

Pro 7,40 a alespoil jedno z redlnych &isel 1,,1,-1; je zaporné, je kvadrika
napjatosti je jednodilnym hyperboloidem.

Pro [, m0 , pfiCemz alespoii jedno zrealnych ¢isel 1,,1,-1, je zaporné, jde o
dvojdilny hyperboloid napjatosti.

PonévadZz nemize byt soucasné¢ splnéno /,=0 a ziroven [,#0 , nemiZze
uvazovana kvadrika pfedstavovat redlny kuZzel napjatosti.

PonévadZ nelze soucasné splnit 7/, =0 a zaroven [, #0 , potvrzuje se timto, Ze
kvadrika napjatosti nemtize byt ani eliptickym, ani hyperbolickym paraboloidem.

4. Invarianty tenzoru deformace

Budeme ptedpokladat tzv. tenzor ,,malych* deformaci &

; » ktery je zakonit€ druhého fadu a

symetricky. Ten obsahuje v hlavni diagondle pomérnd prodlouzeni a ostatnich Sest
mimodiagonalnich komponent, kterymi jsou uhlové zkosy (to je polovi¢ni rozdily mezi
puvodné pravymi thly ale po pfetvofeni obecnymi uhly, které spolu sviraji ptilehlé stény
elementarniho hranolu). Analyza a zobrazeni kvadrik deformace v napjatém bodé jsou
obdobné, jako tomu bylo u tenzoru napjatosti, proto uvadime jen invarianty tenzoru
deformace v potadi prvy (linearni), druhy (kvadraticky) a tfeti (kubicky):

* * *
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(Samoziejmé jsme piedpokladali, Ze se tenzor ¢, vztahuje k {OEB;xl;xz;x3} , zatimco

lj
diagonalni tenzor g; se vztahuje k {O =B=0 ;x,;x,;x, } ).

Uved'me priklad alesponn jediného ,odvozeného* (resp. zavislého) invariantu

AV —AV
deformace. Definujme ¢, = T” jako pomérnou zménu elementarniho objemu napjaté

o

elastické faze pevného skupenstvi, kde AV, =Ax, -Ax,-Ax, , zatimco pro zménény
elementérni objem plati AV =(1+&], )-(1+&5, )-(1+};)- Ax, - Ax, - Ax, . Podle (8), (9) a (10) se
ukazuje, ze ¢, =J,+J,+J; . Uplatnénim souctu na tfi rovnice rozSifeného Hookeova

zakona ¢, =z T,— ,u-(r T Th )] (pfes zdvojené indexy se v tomto piipadé nescita, piicemz

1
i#j#ki,j, k=123 ) vzhledem k (8) a (1), vyjde J, = = (1-2-u)-1, . Posledni (dilezity)
vzorec ukazuje, Ze podminka nestlacitelnosti linearné pruzného napjatého prostiedi pevné
. . 1
faze je ¢, =J, =0, coz je vzhledem k obecné platnosti 7/, #0 mozné jen pro =5 , (pro

Poissonovo ¢islo teoreticky plati u <0;0,5> ).

5. Zavislosti mezi invarianty deformace a napjatosti v pruznych izotropnich prostiedich

Z teoretického hlediska je uzitetné uvést do vzajemnych souvislosti invarianty napéti
s invarianty deformace, to je odvodit vztahy [, =1, (J,) resp. J, =J, (I j) , J.k=123 .To
lze vSeobecné provést jen za konkrétné definované miry anizotropie elastického napjatého
kontinua, pfi¢emz z matematického hlediska obvykle nejde o snadnou zélezitost, jak se 1ze
presvédcit ,,jiz jen* pro ,,nulovou‘ miru anizotropie, €i-li pro izotropni prostiedi (se dvéma
nezavislymi elastickymi koeficienty £ a u). Uved’'me pro ni nejprve oba inverzni fyzikalni

vztahy
E-u E
= 0. - - _.g. 11
e U2 T ) b
resp.
1 (L+4)
gij:_E'é‘zj'Tkk‘*'T'Tij 5 (12)

vnichz se pfes index k pochopitelné scita, ponévadz oba posledni vztahy maji jasny
tenzorovy charakter. Vyse avizované zavislosti pak jsou

Jl :M.]l , (13)

) | ue2-p)
Jy =i 0 o o, (14)
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6. Zavér

Ptispévek pojednal o zobrazovani napjatosti za trojrozmérnych okolnosti, definoval invarianty
tenzortl napjatosti i deformace vcetné jejich geometrického vyznamu. Byly rovnéz ukazany
nékteré méné¢ zndmé a obecné vlastnosti téchto invariantd, vysvétlen zplsob jejich
odvozovani a uvedeny vztahy mezi nimi za izotropnich poméri v kontinuu pevné faze. Pokud
jde o detailnj$i odvozeni prezentovanych vysledkd, odkazujeme Cctendfe na piehled
pouzitelné literatury.
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