
INŽENÝRSKÁ MECHANIKA 2005 
NÁRODNÍ KONFERENCE

s mezinárodní účastí

Svratka, Česká republika, 9. - 12. května 2005



V rÏadeÏ prÏõÂpaduÊ je nezbytneÂ hledat nestacionaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ rovnice (1), i kdyzÏ jsou koe®cienty driftu
a difuze nezaÂvisleÂ na cÏase. DuÊvodem muÊzÏe byÂt fyzikaÂlnõÂ podstata probleÂmu, nutnost posoudit
prÏechodovyÂ jev anebo skutecÏnost, zÏe stacionaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ neexistuje, naprÏ. Soize (2001). UÂ loha
se v takoveÂm prÏõÂpadeÏ znacÏneÏ komplikuje. NicmeÂneÏ FP rovnice je lineaÂrnõÂ (pokud se nejednaÂ o
ruÊzneÂ zobecneÏneÂ verze), a proto se daÂ uvazÏovat o analogiõÂch ruÊznyÂch metod, ktereÂ jsou znaÂmy
z klasickeÂ deterministickeÂ analyÂzy, naprÏ. Andersen (1965), Morse, Feshbach (1953) a dalsÏõÂ. Je
vsÏak nezbytneÂ respektovat speci®ckeÂ vlastnosti operaÂtoru (2), ktereÂ mohou pouzÏitelnost teÏchto
metod v konkreÂtnõÂch prÏõÂpadech ovlivnÏovat cÏi znemozÏnÏovat.

2. NestacionaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ skalaÂrnõÂ FP rovnice rozkladem podle vlastnõÂch funkcõÂ
Jsou-li koe®cienty driftu a difuze nezaÂvisleÂ na cÏase, maÂ smysl psaÂt rÏesÏenõÂ rovnice (1) ve tvaru

soucÏinu:
h(x, t) = h(x) · ϕ(t) (3)

DosadõÂme-li vyÂraz (3) do rovnice (1), dostaneme:

h(x) · ϕ̇(t) = ϕ(t) · L{x}h(x)

odkud skoro pro vsÏechny body (x, t) plyne:

ϕ̇(t)/ϕ(t) = L{x}h(x)/h(x) (4)

Vztah (4) je mozÏneÂ splnit pouze tehdy, jsou-li obeÏ strany rovny teÂzÏe konstanteÏ (−λ). Za tohoto
prÏedpokladu lze leveÂ straneÏ (4) vyhoveÏt tehdy, je-li ϕ(t) = exp(−λt). To znamenaÂ:

L{x}h(x) + λh(x) = 0 (5)

Rovnice (5) znamenaÂ spolu s prÏõÂslusÏnyÂmi okrajovyÂmi podmõÂnkami probleÂm vlastnõÂch cÏõÂsel a
funkcõÂ λ(i), h(i)(x) FP operaÂtoru. Vzhledem k leveÂ straneÏ (4) muÊzÏeme rÏesÏenõÂ (3) chaÂpat ve tvaru
rÏady:

h(x, t) = h(i)(x) · e−λ(i)t (6)

UpozornõÂme na neÏktereÂ duÊlezÏiteÂ vlastnosti vlastnõÂch cÏõÂsel a funkcõÂ λ(i), h(i)(x) nejprve pro ska-
laÂrnõÂ operaÂtor L{x} = L{x}. Ve 4. kapitole se pokusõÂme o zobecneÏnõÂ na prÏõÂpad n−rozmeÏrneÂho
vektoru x, jak odpovõÂdaÂ praktickeÂ potrÏebeÏ. TeÏmito vlastnostmi se v jinyÂch souvislostech za-
byÂvala rÏada autoruÊ, naprÏ. Weinstein, Benaroya (1994) nebo monogra®e autoruÊ Grasman, van
Herwaarden (1999).

OperaÂtor FP nenõÂ a priori symetrickyÂ v obvykleÂm smyslu, viz naprÏ. Michlin (1970), cozÏ
z hlediska prÏiblizÏnyÂch metod rÏesÏenõÂ muÊzÏe puÊsobit probleÂmy. Zavedeme potenciaÂl, jehozÏ zaÂkladnõÂ
strukturu lze odhadnout na zaÂkladeÏ rÏesÏenõÂ obycÏejneÂ rovnice prvnõÂho rÏaÂdu: (κ2(x) = κ11(x))

Φ(x) = lg κ2(x)−
x∫

x0

κ1(ξ)/κ2(ξ)dξ ; resp. eΦ(x) = κ2(ξ) · e
−

x∫
x0

κ1(ξ)/κ2(ξ)dξ
(7)

OperaÂtor L{x}(n = 1) rozsÏõÂrÏõÂme a prÏepõÂsÏeme ve tvaru:

L{x}h(x) = − ∂
∂x
κ1(x)h(x) + ∂2

∂x2κ2(x)h(x)

= ∂
∂x


e

x∫
x0

κ1(ξ)/κ2(ξ)dξ
· e
−

x∫
x0

κ1(ξ)/κ2(ξ)dξ
·
(
−κ1(x)
κ2(x)κ2h(x) + ∂

∂x
κ2(x)h(x)

)



= ∂
∂x
κ2(x)e−Φ(x) ∂

∂x
eΦ(x)h(x)

(8)



Na zaÂkladeÏ (8) ukaÂzÏeme, zÏe operaÂtor

Lϕ{x} = exp(Φ(x)) · L{x} (9)

je symetrickyÂ. Z de®nicÏnõÂho oboru operaÂtoru vybereme dveÏ ruÊzneÂ funkce h1(x), h2(x). Za
pouzÏitõÂ per partes integrace s prÏihleÂdnutõÂm k homogennõÂm okrajovyÂm podmõÂnkaÂm ve vsÏech
sourÏadnicõÂch põÂsÏeme:

x1∫
x0

h1(x) exp(Φ(x)) · L{x}h2(x)dx =
x1∫
x0

h1(x)eΦ(x) ∂
∂x
κ2(x)e−Φ(x) ∂

∂x
eΦ(x)h2(x)dx =

=
x1∫
x0

(
∂
∂x
h1(x)eΦ(x)

)
κ2(x)e−Φ(x)

(
∂
∂x

eΦ(x)h2(x)
)

dx =

=
x1∫
x0

h2(x)eΦ(x) ∂
∂x
κ2(x)e−Φ(x) ∂

∂x
eΦ(x)h1(x)dx =

x1∫
x0

h2(x) exp(Φ(x)) · L{x}h1(x)dx

(10)

z cÏehozÏ vyplyÂvaÂ symetrie operaÂtoru (9) a naÂsledneÏ takeÂ operaÂtoru:

Lψ{x} = exp(Φ(x)/2) · L{x} exp(−Φ(x)/2) (11)

DoplnÏme jesÏteÏ, zÏe vlastnõÂm funkcõÂm h(i)(x) operaÂtoru L odpovõÂdajõÂ vlastnõÂ funkce operaÂtoru Lϕ

podle vztahu, kteryÂ vyplyÂvaÂ z prÏedchozõÂ rovnice:

hϕ(i)(x) = exp(Φ(x)/2) · h(i)(x) (12)

prÏicÏemzÏ vlastnõÂ cÏõÂsla λ(i) jsou stejnaÂ pro oba operaÂtory.

ProtozÏe operaÂtor Lϕ je symetrickyÂ, vlastnõÂ cÏõÂsla jsou reaÂlnaÂ a dveÏ vlastnõÂ funkcehϕ(i)(x), hϕ(j)(x)
prÏõÂslusÏejõÂcõÂ k ruÊznyÂm vlastnõÂm cÏõÂsluÊm λ(i) 6= λ(j) musõÂ byÂt ortogonaÂlnõÂ. Jsou-li normalizovaÂny,
platõÂ:

x1∫

x0

hϕ(i)(x) · hϕ(j)(x)dx =
x1∫

x0

exp(Φ(x)) · h(i)(x) · h(j)(x)dx = δij (13)

DosadõÂme-li do (10) h1(x) = h2(x) = h(i)(x), dostaneme:

x1∫
x0

h(i)(x) · eΦ(x) · L{x}h(i)(x)dx =
x1∫
x0

hϕ(i)(x) · L{x}hϕ(i)(x)dx = −λ(i) =

= −
x1∫
x0

( ∂
∂x
h(i)(x)eΦ(x)/2)2κ2e−Φ(x)dx ≤ 0

(14)

ZnameÂnko rovnosti v (14) platõÂ pouze pro stacionaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ (pokud existuje) FP rovnice, jak
vyplyÂvaÂ intuitivneÏ jizÏ z rovnice (5):

hϕ(0) =
√
Ne−Φ(x)/2 ; λ(0) = 0 ; N - konstanta normalizace (15)

RÏ esÏenõÂ (15) odpovõÂdaÂ Boltzmannovu rÏesÏenõÂ FP rovnice pro skalaÂrnõÂ prÏõÂpad se stavovou nelinea-
ritou, kteraÂ splnÏuje podmõÂnky existence integraÂlu v (7). VsÏechna dalsÏõÂ vlastnõÂ cÏõÂsla λ(i)(i > 0)
musõÂ v souladu s (14) byÂt veÏtsÏõÂ nezÏ nula. Z povahy teÏchto vyÂrazuÊ ovsÏem vyplyÂvaÂ, zÏe potenciaÂl
Φ(x) musõÂ byÂt pozitivnõÂ a ruÊst s rostoucõÂm |x| alesponÏ asymptoticky.

S ohledem na (6) bude celeÂ rÏesÏenõÂ konvergovat k rÏesÏenõÂ stacionaÂrnõÂmu. VsÏechny dalsÏõÂ cÏleny
postupneÏ zaniknou s rostoucõÂm cÏasem vlivem exponenciaÂlnõÂho faktoru, nebot'vlastnõÂ cÏõÂsla pro
i > 0 jsou reaÂlnaÂ a kladnaÂ. NenõÂ-li splneÏna podmõÂnka pro potenciaÂl Φ(x), nebude existovat
stacionaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ, a tedy ani nuloveÂ vlastnõÂ cÏõÂslo (15). DalsÏõÂ vlastnõÂ cÏõÂsla pak budou zaÂpornaÂ a
rÏesÏenõÂ bude nestabilnõÂ, exponenciaÂlneÏ rostoucõÂ pro rostoucõÂ cÏas. SpeciaÂlnõÂ vlastnosti vsÏak mohou



mõÂt prÏõÂpady, kdy soustava obsahuje lokaÂlnõÂ oblasti nestability, ktereÂ mohou veÂst k nestabilitaÂm
v konecÏneÂm cÏasoveÂm intervalu.

3. PrÏõÂklady skalaÂrnõÂ FP rovnice
Demonstrujme vyÂklad z minuleÂ kapitoly na skalaÂrnõÂ FP rovnici, kteraÂ odpovõÂdaÂ obycÏejneÂ

stochastickeÂ rovnici prvnõÂho rÏaÂdu:

ẋ = −f ′(x) + aΓ(t) (16)

Γ(t), a, ε - centrovanyÂ gaussovskyÂ bõÂlyÂ sÏum, resp. jeho meÏrÏõÂtko a intenzita;
f ′(x), f(x) - vazbovaÂ sõÂla, resp. jejõÂ potenciaÂl.

Pro koe®cienty κ1, κ2 platõÂ:

κ1(x) = −f ′(x) ; κ2 =
1
2
a2ε (17)

to jest podle (5):

(f ′(x)h(i)(x))′ +
1
2
a2εh′′(i)(x) = −λ(i)h(i) (18)

Zaved'me nynõÂ do (18) kvadratickyÂ potenciaÂl:

f(x) =
1
2
C · x2 ; f ′(x) = Cx (19)

kteryÂ odpovõÂdaÂ lineaÂrnõÂ soustaveÏ s charakteristikou C. Snadno se prÏesveÏdcÏõÂme, zÏe rovnici (18)
s charakteristikou (19) odpovõÂdajõÂ tato vlastnõÂ cÏõÂsla a vlastnõÂ funkce:

λ(i) = C · i ;

h(0)(x) = 4

√
C

2πa2ε
· exp(− C

a2ε
x2)

h(i)(x) = 4

√
C

22i+1i!2πa2ε
·Hi(

√
C

a2ε
x) · exp(− C

a2ε
x2)

(20)

kde Hi(x) jsou l'Hermiteovy polynomy. PouzÏijeme-li sumacÏnõÂ formuli (6), ve ktereÂ pouzÏijeme
vlastnõÂ cÏõÂsla a funkce (20), dostaneme vzhledem k soucÏtovyÂm vzorcuÊm pro l'Hermiteovy po-
lynomy (naprÏ. Janke, Emde, LoÈsch, 1960 a mnoho dalsÏõÂch) vzorec pro prÏechodovou hustotu
pravdeÏpodobnosti vztazÏenou k pocÏaÂtecÏnõÂmu bodu (x = 0; t = 0):

h(x, t) =

√
C

πa2ε
√

1− e−2Ct
exp

(
−C x2

a2ε(1− e−2Ct)

)
(21)

Vzorec (21) platõÂ pro jakeÂkoli reaÂlneÂ x a pro jakeÂkoli reaÂlneÂ nezaÂporneÂ t. Je zrÏejmeÂ, zÏe pro
velkeÂ hodnoty t se cÏasovyÂ faktor uplatnõÂ velmi maÂlo a pro t → ∞ dospeÏje ke vzorci pro
stacionaÂrnõÂ prÏõÂpad, kteryÂ plneÏ odpovõÂdaÂ znaÂmeÂmu Boltzmannovu rÏesÏenõÂ (viz naprÏ. Dimentberg
1982 a mnoho dalsÏõÂch publikacõÂ). Jak odpovõÂdaÂ prÏenosu lineaÂrnõÂ soustavou, odezva na aditivnõÂ
gaussovskeÂ buzenõÂ je opeÏt gaussovskaÂ. ZaÂrovenÏ je zrÏejmeÂ, zÏe pro malaÂ t se Gaussova krÏivka staÂle
võÂce prÏiblizÏuje DiracoveÏ funkci, jak odpovõÂdaÂ zaÂkladnõÂ uÂloze formulovaneÂ FP rovnicõÂ. PocÏaÂtecÏnõÂ
podmõÂnka tedy stanovõÂ deterministickou hodnotu odezvy v bodeÏ t = 0, kteraÂ s rostoucõÂm t
nabyÂvaÂ vlivem praveÂ strany v (16) naÂhodnyÂ charakter s rostoucõÂm rozptylem.

Zaved'me nynõÂ potenciaÂl f(x) ve tvaru

f(x) = −1
2
C · x2 ; f ′(x) = −Cx (22)



cozÏ znamenaÂ lineaÂrnõÂ soustavu (16) avsÏak s negativnõÂ charakteristikou. FormaÂlneÏ lze napsat
vyÂrazy pro vlastnõÂ cÏõÂsla i vlastnõÂ funkce, jestlizÏe ve (20) zameÏnõÂme C za −C a podobneÏ takeÂ
v (21). Z takto upravenyÂch vyÂrazuÊ je vsÏak zrÏejmeÂ, zÏe vlastnõÂ cÏõÂsla nezacÏõÂnajõÂ na nule, ale na
hodnoteÏ −C a klesajõÂ po zaÂporneÂ poloose. StacionaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ v takoveÂm prÏõÂpadeÏ tedy neexistuje.
SysteÂm je metastabilnõÂ, cozÏ vyplyÂvaÂ i z prosteÂho naÂhledu, naprÏ. NaÂprstek (1996). TõÂm, zÏe vlastnõÂ
cÏõÂsla jsou zaÂpornaÂ, vyÂraz (6) diverguje a nevede ke stabilnõÂmu rÏesÏenõÂ. Z fyzikaÂlnõÂho hlediska by
bylo trÏeba proveÏrÏit zaÂkladnõÂ matematickyÂ model systeÂmu.

UkazÏme vlastnosti vlastnõÂch cÏõÂsel a funkcõÂ pro prÏõÂpad, zÏe potenciaÂl umozÏnÏuje soustaveÏ pohyb
pouze v daneÂm paÂsmu o sÏõÂrÏce 2d, to jest xε(−d; d), cozÏ modelujeme potenciaÂlem, resp. vazbovou
silou:

f(x) = −2Cd2 · lg(cos
πx

2d
) ; resp. f ′(x) = Cdπ · tgπx

2d
; xε(−d; d) (23)

Charakteristika (23) je v uvedeneÂm intervalu spojitaÂ a hladkaÂ. NeznamenaÂ vsÏak zcela volnyÂ
pohyb soustavy v intervalu xε(−d; d), pouze se k tomuto stavu prÏiblizÏuje uÂmeÏrneÏ velikosti
konstanty C · d.

NejnizÏsÏõÂ vlastnõÂ cÏõÂslo je nuloveÂ a existuje tedy stacionaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ, ktereÂ ihned vyplyÂvaÂ z
rovnice (18):

λ(0) = 0 ; h(0)(x) = N0(cos
πx

2d
)4Cd2/a2ε (24)

cozÏ lze snadno oveÏrÏit pomocõÂ Boltzmannova rÏesÏenõÂ. VysÏsÏõÂ vlastnõÂ cÏõÂsla a funkce majõÂ tvar:
rÏesÏenõÂ se sudyÂm indexem:

λ(2i) = Cπ2(n2 + n) ; h(2i)(x) = N2i

[
cos(2n+ 1)

πx

2d

]4Cd2/a2ε

(25)

rÏesÏenõÂ s lichyÂm indexem:

λ(2i−1) = Cπ2(n2 − 1
4

) ; h(2i−1)(x) = N2i−1

[
sin(n

πx

2d
)
]4Cd2/a2ε

(26)

Konstanty N0, N2i, N2i−1 ve vzorcõÂch (24) azÏ (26) znacÏõÂ konstanty normalizace. PrÏechodovou
hustotu pravdeÏpodobnosti odvodõÂme opeÏt ze vztahu (6). Odtud snadno odvodõÂme, zÏe hustota
pravdeÏpodobnosti odezvy v okamzÏiku t = 0 maÂ charakter Diracovy funkce, kteraÂ postupneÏ
prÏechaÂzõÂ v uÂtvar vyplnÏujõÂcõÂ celyÂ interval xε(−d; d). Ve stacionaÂrnõÂm stavu, kdy vlastnõÂ funkce
(25), (26) ztratily jakyÂkoli vliv a uplatnÏuje se pouze (24), je hustota pravdeÏpodobnosti v bodech
x = ±d nulovaÂ, i kdyzÏ od maxima v bodeÏ x = 0 ve veÏtsÏõÂ cÏaÂsti intervalu xε(−d; d) klesaÂ na obeÏ
strany jen velmi pomalu. Odezva maÂ tedy vyÂrazneÏ negaussovskyÂ charakter, cozÏ odpovõÂdaÂ silneÏ
nelineaÂrnõÂ povaze soustavy, viz naprÏ. Grigoriu (1995), Cho-To (2000) a dalsÏõÂ.

VsÏimneÏme si jesÏteÏ prÏõÂpadu, kdy charakteristika soustavy maÂ hevisideovskyÂ charakter bez
omezenõÂ intervalu x. Ve stylu prÏedchozõÂho vyÂkladu põÂsÏeme:

f(x) = Dα|x| ; f ′(x) = −Dα ; x < 0
= ±Cαδ(x) ; x = 0
= +Dα ; x > 0

(27)

StacionaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ opeÏt existuje:

λ(0) = 0 ; h(0) =

√
Dα

a2ε
exp(−2Dα

a2ε
|x|) (28)



OdpovõÂdaÂ konstantnõÂmu oboustranneÂmu atraktoru ve stacionaÂrnõÂm stavu. V okolõÂ pocÏaÂtku je
uÂbytek hustoty pravdeÏpodobnosti nejrychlejsÏõÂ.

DalsÏõÂ vlastnõÂ cÏõÂsla netvorÏõÂ diskreÂtnõÂ mnozÏinu, ale spojitou funkci v promeÏnneÂ i→ ωi:

λ(i) =
1
2

(D · α2 + ω2
i a

2ε) (29)

OdpovõÂdajõÂcõÂ vlastnõÂ funkce jsou:

rÏesÏenõÂ symetrickaÂ:
hs(i)(x) = Ns((4ω2 + α2)π)−1/2 · (2ωi · cos(ωix)− α · sin(ωi|x|) (30)

rÏesÏenõÂ antimetrickaÂ:
ha(i)(x) = Na · sin(ωix) ; Ns, Na - konstanty normalizace (31)

PrÏechodovou hustotu pravdeÏpodobnosti odezvy dostaneme opeÏt z (6), kde mõÂsto scÏõÂtaÂnõÂ prÏes
index (i) zavedeme integraci podle promeÏnneÂ ωi.

4. FP rovnice o võÂce sourÏadnicõÂch
Vrat'me se k puÊvodnõÂ rovnici (1) a prÏedpoklaÂdejme, zÏe jejõÂ rÏesÏenõÂ lze vyjaÂdrÏit pomocõÂ vlastnõÂch

cÏõÂsel a funkcõÂ ve smyslu soucÏtoveÂho vzorce (6). PrÏedpoklaÂdejme stejneÏ jako v prÏedchozõÂm
vyÂkladu, zÏe koe®cienty driftu κi jsou nezaÂvisleÂ na cÏase a zÏe koe®cienty difuze κij jsou nezaÂvisleÂ
na cÏase i na sourÏadnicõÂch x a jsou tedy konstantnõÂ. TakovaÂto omezenõÂ obecneÂho tvaru rovnice (1)
odpovõÂdajõÂ hamiltonovskeÂ dynamickeÂ soustaveÏ se stacionaÂrnõÂm aditivnõÂm buzenõÂm a elastickyÂm
potenciaÂlem, kteryÂ vede obecneÏ na nelineaÂrnõÂ vnitrÏnõÂ elastickeÂ vazby.

Pokud v soustaveÏ nepuÊsobõÂ zÏaÂdneÂ vnitrÏnõÂ tlumenõÂ, anebo tlumenõÂ je lineaÂrnõÂ (odpovõÂdaÂ kva-
dratickeÂmu potenciaÂlu uÂtlumu) a proporcionaÂlnõÂ prÏõÂslusÏnyÂm intenzitaÂm aditivnõÂho bõÂleÂho sÏumu,
existuje stacionaÂrnõÂ Boltzmannovo rÏesÏenõÂ.

h(0)(x) = N · exp(−ηH(x)) (32)

H(x) - hamiltoniaÂn zkoumaneÂ soustavy;
N - konstanta normalizace;
η - pomeÏr koe®cientu uÂtlumu a intenzity bõÂleÂho sÏumu puÊsobõÂcõÂho v odpovõÂdajõÂcõÂ

sourÏadnici.

VyÂraz (32) lze poklaÂdat za nejnizÏsÏõÂ vlastnõÂ funkci FP operaÂtoru prÏõÂslusÏnou vlastnõÂmu cÏõÂslu
λ(0) = 0. Pokud je potenciaÂl elastickyÂch sil polynomiaÂlnõÂ a konvexnõÂ, existuje stacionaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ
i v prÏõÂpadeÏ, zÏe uÂtlum a intenzity buzenõÂ nejsou vzaÂjemneÏ proporcionaÂlnõÂ. Exponent v (32) je pak
slozÏiteÏjsÏõÂ, odpovõÂdaÂ vsÏak lineaÂrnõÂ kombinaci konecÏneÂho pocÏtu polynomiaÂlnõÂch forem, jejichzÏ
koe®cienty lze urcÏit zpeÏtnyÂm dosazenõÂm obecneÂho vzorce do FP rovnice.

h(0)(x) = N · exp(−Φ(x)) (33)

kde Φ(x) lze poklaÂdat za jisteÂ zobecneÏnõÂ funkcionaÂlu H(x), i kdyzÏ bez fyzikaÂlnõÂ interpretace.
Byly nalezeny i dalsÏõÂ speciaÂlnõÂ prÏõÂpady, kdy existuje stacionaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ rovnice (1). V obecneÂm
prÏõÂpadeÏ je vsÏak trÏeba vzõÂt v uÂvahu vzorec (6) v plneÂm rozsahu, to jest pocÏõÂtat s cÏasovou zaÂvislostõÂ
hustoty pravdeÏpodobnosti odezvy na cÏase.

ProtozÏe operaÂtor L{x} obecneÏ nenõÂ symetrickyÂ, je trÏeba respektovat, zÏe vlastnõÂ funkce tvorÏõÂ
biortogonaÂlnõÂ soustavu. JinyÂmi slovy, je trÏeba pracovat s vlastnõÂmi funkcemi, ktereÂ plynou
z rovnic:

L{x}h(x) + λh(x) = 0 (a) ; L∗{x}h∗(x) + λh∗(x) = 0 (b) (34)



kde L∗{x}, resp. h∗(x) je adjungovanyÂ operaÂtor, resp. jeho vlastnõÂ funkce. Pokud jsou vlastnõÂ
cÏõÂsla komplexnõÂ, je komplexneÏ sdruzÏeneÂ cÏõÂslo takeÂ vlastnõÂ cÏõÂslo teÂhozÏ operaÂtoru, nebot'operaÂtor
L{x} je reaÂlnyÂ. Snadno se ukaÂzÏe, zÏe vlastnõÂ cÏõÂsla plynoucõÂ z (34a) a (34b) jsou stejnaÂ. Ze
skalaÂrnõÂho soucÏinu

(h(i), h
∗
(j)) =

∫
h(i)(x), h∗(j)(x) dV (35)

vyplyÂvaÂ jednak rovnost λ(i) = λ∗(i):

−λ(i)(h(i), h
∗
(i)) = (L{x}h(i), h

∗
(i)) = (h(i),L∗{x}h∗(i)) = −λ∗(i)(h(i), h

∗
(i)) ⇒ λ(i) = λ∗(i)

a daÂle biortogonalita vlastnõÂch funkcõÂ (h(i), h
∗
(j)) = δij:

−λ(i)(h(i), h
∗
(j)) = (L{x}h(i), h

∗
(j)) = (h(i),L∗{x}h∗(j)) = −λ∗(j)(h(i), h

∗
(j))

V dalsÏõÂm vyÂkladu budeme prÏedpoklaÂdat, zÏe vlastnõÂ funkce plynoucõÂ z (34) tvorÏõÂ uÂplnou biorto-
gonaÂlnõÂ rÏadu. Pokud tedy existuje stacionaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ FP rovnice, muÊzÏeme psaÂt:

λ(0) = 0 ; h(0)(x) = hstac(x) ; h∗(0) = 1 (36)

PrÏechodovou hustotu pravdeÏpodobnosti potom zapõÂsÏeme ve tvaru (6).
Proved'me rozsÏõÂrÏenõÂ operaÂtoru L{x} obdobneÏ jako v (8). U võÂcerozmeÏrneÂho operaÂtoru je vsÏak

toto rozsÏõÂrÏenõÂ slozÏiteÏjsÏõÂ:

L{x} =
∂

∂xi
κije−Φ(x) ∂

∂xj
eΦ(x)− ∂

∂xi
κai =

∂2

∂xi∂xj
κij− ∂

∂xi
[eΦ(x)(

∂

∂xj
κije−Φ(x)) +κai ] (37)

(operaÂtor v hranatyÂch zaÂvorkaÂch nepuÊsobõÂ mimo tyto zaÂvorky)
PodobneÏ jako u skalaÂrnõÂho prÏõÂpadu, prvnõÂ cÏaÂst operaÂtoru ve vyjaÂdrÏenõÂ (37) se daÂ prÏeveÂst na
symetrickyÂ operaÂtor prÏenaÂsobenõÂm exp(Φ(x)/2) zleva a exp(−Φ(x)/2) zprava. UplatnõÂme-li
tuto transformaci, dostaneme:

Lψ{x} = exp(Φ(x)/2) · L{x} exp(−Φ(x)/2) = Lψs{x}+ Lψa{x} (38)

Lψs{x} = eΦ(x)/2 ∂
∂xi
κije−Φ(x) ∂

∂xj
eΦ(x)/2 = Lψs∗{x}

Lψa{x} = −eΦ(x)/2 ∂
∂xi
κai e−Φ(x)/2 = −Lψa∗{x} (39)

VyÂraz (38) znamenaÂ rozklad na symetrickou a antimetrickou cÏaÂst:

Lψs{x} = (Lψ{x}+ Lψ∗{x}) ; Lψa{x} = (Lψ{x} − Lψ∗{x}) (40)

Za teÏchto okolnostõÂ prÏejde (34a), (34b) na probleÂm vlastnõÂch cÏõÂsel a funkce dvojice rovnic:

Lϕ{x}hϕ(i)(x) = Lϕs{x}hϕ(i)(x) + Lϕa{x}hϕ(i)(x) = −λ(i)h
ϕ
(i)(x)

Lϕ∗{x}hϕ∗(i)(x) = Lϕs{x}hϕ∗(i)(x)− Lϕa{x}hϕ∗(i)(x) = −λ(i)h
ϕ∗
(i)(x)

(41)

Z transformace (38) vyplyÂvaÂ vztah mezi vlastnõÂmi funkcemi h(i), h
ϕ
(i), resp. h∗(i), h

ϕ∗
(i):

h(i)(x) = e−Φ(x)hϕ(i)(x), resp. h∗(i)(x) = eΦ(x)hϕ∗(i)(x) (42)

UkaÂzÏeme, zÏe vlastnõÂ cÏõÂsla jsou reaÂlnaÂ a kladnaÂ i v prÏõÂpadeÏ mnohorozmeÏrneÂho FP operaÂtoru.
PrÏedpoklaÂdejme nejprve, zÏe vlastnõÂ cÏõÂsla λs(i) jsou skutecÏneÏ reaÂlnaÂ a zÏe reaÂlneÂ jsou i vlastnõÂ
funkce hs(i) symetrickeÂho operaÂtoru Lϕs{x}, to jest:

Lϕs{x}hs(i)(x) + λs(i)h
s
(i)(x)} = 0 (43)



PrÏedpoklaÂdejme, zÏe vsÏechna vlastnõÂ cÏõÂsla jsou jednoduchaÂ a vlastnõÂ funkce ortonormalizovaÂny:
∫
hs(i)(x)hs(j)(x)dV = δij (44)

ProtozÏe operaÂtor Lϕs{x} je symetrickyÂ a reaÂlnyÂ, platõÂ duÊkaz provedenyÂ pro skalaÂrnõÂ prÏõÂpad. Z neÏj
vyplyÂvaÂ nezaÂpornaÂ hodnota vsÏech vlastnõÂch cÏõÂsel, pokud existuje stacionaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ, ktereÂmu
prÏõÂslusÏõÂ vlastnõÂ cÏõÂslo nuloveÂ. VsÏechna ostatnõÂ vlastnõÂ cÏõÂsla jsou tedy kladnaÂ a lze je usporÏaÂdat ve
vzestupneÂm porÏadõÂ:

0 = λ(0) < λs(1) ≤ λs(2) ≤ λs(3) ≤ . . . (45)

UvazÏujme nynõÂ obecnyÂ prÏõÂpad komplexnõÂch vlastnõÂch cÏõÂsel i funkcõÂ nesymetrickeÂho operaÂtoru
Lϕ{x} podle (41). Z (44), (45) vyplyÂvaÂ, zÏe:

Lϕa{x}
√
hstac(x) =

√
NstacLϕa{x}e−Φ(x)/2 = −

√
Nstace

Φ(x)/2(
∂

∂xi
κai e

−Φ(x)) = 0 (46)

To znamenaÂ, zÏe:
h0)(x) = hs0)(x) =

√
Nstace

−Φ(x)/2 (47)

hϕi) = cijh
ϕs
(j) ; j > 0 (48)

λ(i) =

∫
hϕ∗(i)(x) · (Lϕs{x}hϕ(i)(x) + Lϕa{x}hϕ(i)(x))dV

∫
hϕ∗(i)(x)hϕ(i)(x)}dV (49)

Vzhledem k (44), (45) dostaneme pro i > 0:

<{λ(i)} =

∞∑
j=1
|cij|2λs(j)
∞∑
j=1
|cij|2

≥ λs(1) > 0 (50)

Z teÏchto vyÂsledkuÊ vyplyÂvaÂ, zÏe vsÏechna prÏechodovaÂ rÏesÏenõÂ FP rovnice se s rostoucõÂm cÏasem
asymptoticky blõÂzÏõÂ rÏesÏenõÂ stacionaÂrnõÂmu, pokud takoveÂ existuje. V opacÏneÂm prÏõÂpadeÏ se jednaÂ
o systeÂm s lokaÂlnõÂ cÏi globaÂlnõÂ nestabilitou. StacionaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ muÊzÏe existovat v jisteÂ omezeneÂ
oblasti, kde zaÂrovenÏ mohou platit vsÏechny prÏedchozõÂ zaÂveÏry. NicmeÂneÏ takovyÂ probleÂm je trÏeba
analyzovat individuaÂlneÏ, viz prÏedchozõÂ kapitola.

5. PrÏõÂklad FP rovnice o dvou sourÏadnicõÂch
ZabyÂvejme se dynamickyÂm systeÂmem o jednom stupni volnosti, jenzÏ je popsaÂn rovnicõÂ:

ẍ+ γẋ+ f ′(x) = b · Γ(t) (51)

Γ(t), a, ε - centrovanyÂ gaussovskyÂ bõÂlyÂ sÏum, resp. jeho meÏrÏõÂtko a intenzita;
f ′(x), f(x) - vazbovaÂ elastickaÂ sõÂla, resp. jejõÂ potenciaÂl, je funkcõÂ pouze vyÂchylky x;
γ - koe®cient uÂlumu;

Rovnice (51) rozepsanaÂ v normaÂlnõÂm tvaru maÂ znaÂmyÂ tvar:

ẋ = y ; ẏ = −γy − f ′(x) + b · Γ(t) ; x = [x, y] (52)

Koe®cienty driftu a difuze majõÂ zjednodusÏenyÂ tvar vzhledem k absenci parametrickyÂch sÏumuÊ,
naprÏ. NaÂprstek (2003):

κx = y ; κy = −γy − f ′(x)
κxx = κxy = κyx = 0 ; κyy = 1

2b
2ε

(53)



FP rovnice prÏõÂslusÏnaÂ k soustaveÏ (52):

∂h(x, y, t)
∂t

=

(
− ∂

∂x
y +

∂

∂y
(γy + f ′(x)) +

1
2
b2ε

∂2

∂y2

)
h(x, y, t) = L{x, y}h(x, y, t) (54)

OperaÂtor L{x, y} rozlozÏõÂme na dveÏ cÏaÂsti:

L{x, y} = Ls{x, y}+ La{x, y} ; β2 = b2ε/2γ
Ls{x, y} = γ ∂

∂y
(y + β2 ∂

∂y
) ; La{x, y} = −y ∂

∂x
+ f ′(x) ∂

∂y

(55)

Z fyzikaÂlnõÂho hlediska odpovõÂdaÂ operaÂtor La{x, y} homogennõÂ dynamickeÂ deterministickeÂ sou-
staveÏ o jednom stupni volnosti bez vnitrÏnõÂho uÂtlumu:

ẋ = y ; ẏ = −f ′(x) (56)

zatõÂmco operaÂtor Ls{x, y} odpovõÂdaÂ rovnici (18), to jest naÂhodneÂmu difuznõÂmu procesu prvnõÂho
rÏaÂdu a tedy rovnici (16). Tento operaÂtor lze prÏeveÂst na symetrickyÂ podobnyÂmi kroky jako ve
druheÂ kapitole. Zavedeme transformaci na celyÂ operaÂtor L{x, y}, resp. soucÏasneÏ na obeÏ jeho
slozÏky podle (55):

Lϕ{x, y} = e( 1
4y

2+ 1
2f(x))/β2

(Ls{x, y}+ La{x, y})e(− 1
4y

2− 1
2f(x))/β2

= Lϕs{x, y}+ Lϕa{x, y}
(57)

prÏicÏemzÏ platõÂ, zÏe:

Lϕs{x, y} = Lϕs∗{x, y} ; Lϕa{x, y} = −Lϕa∗{x, y} ; Lϕa{x, y} = La{x, y} (58)

Z (58) vyplyÂvaÂ, zÏe operaÂtor Lϕs{x, v} je symetrickyÂ, Lϕa{x, v} je antimetrickyÂ a zaÂrovenÏ intaktnõÂ
vuÊcÏi transformaci zavedeneÂ v (57).

Rozeberme rovnici (51) pro prÏõÂpad lineaÂrnõÂ tuhosti, to jest:

f(x) =
1
2
ω2

0x
2 ; f ′(x) = ω2

0x ; ω2
0 > 0 (59)

kde ω0 je kruhovaÂ vlastnõÂ frekvence linearizovaneÂho systeÂmu (51).

UÂ kolem je rÏesÏit vlastnõÂ cÏõÂsla a funkce prÏõÂslusÏneÂ rovnici:

Lϕ{x, y}hϕ(i)(x, y) + λ(i)h
ϕ
(i)(x, y) = 0 (60)

Z (57) vyplyÂvaÂ vztah mezi vlastnõÂmi funkcemi hϕ(i) a h(i):

hϕ(i)(x, y) = e( 1
4y

2+ 1
4ω

2
0x

2)/β2
h(i)(x, y) (61)

StacionaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ λ(0) se urcÏõÂ z rovnice (60) rozkladem operaÂtoru anebo jako Boltzmannovo
rÏesÏenõÂ:

hϕ(0)(x, y) =

√√√√ ω2
0

2πβ2
e(− 1

4y
2− 1

4ω
2
0x

2)/β2
(62)

Posloupnost vysÏsÏõÂch vlastnõÂch cÏõÂsel lze odhadnout podle struktury (20) platneÂ pro probleÂm
lineaÂrnõÂ difuze. NaznacÏuje to porovnaÂnõÂ operaÂtoru platneÂho pro probleÂm difuze (18) a dõÂlcÏõÂch
operaÂtoruÊ Lϕs{x, y},Lϕa{x, y} zkoumanyÂch v teÂto kapitole:

λ(i1,i2) = λ1 · i1 + λ2 · i2 ; λ(0,0) = λ(0) = 0 ; λ1,2 =
1
2

(γ ±
√
γ2 − 4ω2

0) (63)



ZpeÏtnyÂm dosazenõÂm a pomeÏrneÏ pracnyÂmi uÂpravami se dopracujeme k obecnyÂm vyÂrazuÊm pro
biortogonaÂlnõÂ rÏadu vlastnõÂch funkcõÂ:

hϕ(i1,i2)(x, y) = (i1! · i2!)−1/2(K1+)i1(K2+)i2 · hϕ(0,0)(x, y)/(λ1 − λ2)
hϕ(i1,i2)(x, y) = (i1! · i2!)−1/2(K∗1−)i1(K∗2−)i2 · hϕ(0,0)(x, y)/(λ1 − λ2)

(64)

Ve vzorcõÂch (64) znacÏõÂ K1+ azÏ K∗2− tyto operaÂtory:

K1+(x, v) =
√
λ1(−β ∂

∂y
+

1
2
y

β
)−

√
λ2(− β

ω0

∂

∂x
+

1
2
ω0x

β
)

K2+(x, v) =
√
λ1(− β

ω0

∂

∂x
+

1
2
ω0x

β
)−

√
λ2(−β ∂

∂y
+

1
2
y

β
)

K1−(x, v) =
√
λ1(β

∂

∂y
+

1
2
y

β
) +

√
λ2(

β

ω0

∂

∂x
+

1
2
ω0x

β
)

K2−(x, v) =
√
λ1(

β

ω0

∂

∂x
+

1
2
ω0x

β
) +

√
λ2(β

∂

∂y
+

1
2
y

β
)

(65)

Ze vztahuÊ (60)-(65) se dajõÂ odvodit tyto vlastnosti:

Lϕ{x, y} = Lϕ∗{x,−y} ; K∗1−(x, y) = −K1+(x,−y) ; K∗2−(x, y) = K2+(x,−y) (66)

Z teÏchto relacõÂ vyplyÂvaÂ vztah mezi vlastnõÂmi funkcemi:

hϕ∗(i1,i2)(x, y) = (−1)i1hϕ(i1,i2)(x,−y) (67)

ProtozÏe hϕ∗(i1,i2)(x, y) a hϕ(i1,i2)(x, y) tvorÏõÂ uÂplnou rÏadu, muÊzÏeme prÏechodovou hustotu pravdeÏpo-
dobnosti vzhledem k pocÏaÂtecÏnõÂm podmõÂnkaÂm vyjaÂdrÏit vzorcem:

h(x, y, t|x′, y′, 0) = e[− 1
4 (y2−y′2)−ω

2
0
4 (x2−x′2)]/β2 ·

∞∑

i1,i2=0

hϕ∗(i1,i2)(x
′, y′)hϕ(i1,i2)(x, y)e−λ(i1,i2)t (68)

Z vyÂrazu (68) je zrÏejmeÂ, zÏe se stoupajõÂcõÂ hodnotou reaÂlneÂ cÏaÂsti vlastnõÂho cÏõÂsla klesaÂ se stoupajõÂcõÂm
t vliv prÏõÂslusÏneÂho scÏõÂtance staÂle rychleji. Pro stoupajõÂcõÂ t hustota pravdeÏpodobnosti odezvy
konverguje ke stacionaÂrnõÂmu rÏesÏenõÂ, ktereÂ je popsaÂno rÏesÏenõÂm BoltzmannovyÂm stojõÂcõÂm prÏed
dvojitou sumacõÂ. Existence stacionaÂrnõÂho rÏesÏenõÂ je zajisÏteÏna vzÏdy pro ω2

0 > 0, γ > 0, jak
odpovõÂdaÂ praktickyÂm prÏõÂpaduÊm.

6. NumerickeÂ rÏesÏenõÂ
Z hlediska praktickeÂ upotrÏebitelnosti je trÏeba smeÏrÏovat k numerickyÂm zpuÊsobuÊm rÏesÏenõÂ, nebot'

jsou schopny obsaÂhnout pomeÏrneÏ sÏirokou trÏõÂdu probleÂmuÊ bez zaÂvazÏnyÂch omezenõÂ, kteraÂ je nutno
zavaÂdeÏt prÏi analytickyÂch zpuÊsobech.

VlastnõÂ cÏõÂsla a funkce operaÂtoru Lϕ{x}, resp. L{x} lze zõÂskat rÏesÏenõÂm variacÏnõÂho pro-
bleÂmu. Funkce h(x), kteraÂ minimalizuje vyÂraz (49) vede k nejnizÏsÏõÂmu vlastnõÂmu cÏõÂslu a funkci
λ(0), h(0)(x). PodmõÂnkou je existence stacionaÂrnõÂho rÏesÏenõÂ. V takoveÂm prÏõÂpadeÏ vyjdeme z nuloveÂ
hodnoty nejnizÏsÏõÂho vlastnõÂho cÏõÂsla a provedeme rÏesÏenõÂ FP rovnice ve stacionaÂrnõÂm stavu. DalsÏõÂ
vlastnõÂ funkce h(x) a vlastnõÂ cÏõÂslo se najde minimalizacõÂ funkcionaÂlu (49) s vedlejsÏõÂ podmõÂnkou:

∫
h(0)(x)h(x)dV = 0 (69)



VysÏsÏõÂ vlastnõÂ funkce a cÏõÂsla se najdou podobneÏ prÏidaÂnõÂm vzÏdy dalsÏõÂ podmõÂnky ortogonality ke
vsÏem prÏedchozõÂm vlastnõÂm funkcõÂm. Je trÏeba dbaÂt na to, zÏe vlastnõÂ funkce netvorÏõÂ ortogonaÂlnõÂ,
nyÂbrzÏ biortogonaÂlnõÂ rÏadu. To znamenaÂ, zÏe pro 2n−tou vlastnõÂ funkci a cÏõÂslo klademe:

(h(0)(x)h(x)) = 0 ; (h∗(1)(x)h(x)) = 0 ; . . . ; (h∗(2n−1)(x)h(x)) = 0 (70)

Je vsÏak trÏeba si uveÏdomit, zÏe dosazÏitelneÂ prÏesnosti vlastnõÂch cÏõÂsel jsou mnohem vysÏsÏõÂ nezÏ
prÏesnosti vlastnõÂch funkcõÂ, ktereÂ beÏhem iteracÏnõÂho procesu konvergujõÂ pouze v pruÊmeÏru a mohou
tak veÂst k veÏtsÏõÂm odchylkaÂm samotnyÂch funkcÏnõÂch hodnot. Z praktickeÂho hlediska je vhodneÂ
vyuzÏõÂt co nejvõÂce poznatkuÊ jizÏ zõÂskanyÂch, naprÏ. analyticky, experimentaÂlneÏ, atd. V literaturÏe
lze najõÂt mnoho analogickyÂch postupuÊ v souvislosti s probleÂmem optimalizace, minimalizace
nespojityÂch funkcionaÂluÊ s vedlejsÏõÂmi podmõÂnkami, atd., viz naprÏ. Puig, Poirion, Soize (2002),
Sakamoto, Ghanem (2002), Soong (1981), atd.

DalsÏõÂ mozÏnostõÂ numerickeÂho rÏesÏenõÂ je vyuzÏitõÂ metody konecÏnyÂch prvkuÊ, kteraÂ vede na pro-
bleÂm vlastnõÂch cÏõÂsel a vektoruÊ velkyÂch cÏtvercovyÂch matic. Touto otaÂzkou je trÏeba se zabyÂvat
v seÂrii samostatnyÂch studiõÂ. SouvisõÂ opeÏt s transformovatelnostõÂ puÊvodnõÂho operaÂtoru na symet-
rickyÂ tvar, poprÏ. s mozÏnostõÂ fyzikaÂlnõÂho vyuzÏitõÂ nesymetrie zmõÂneÏneÂ matice. Je vsÏak trÏeba mõÂt na
pameÏti speciaÂlnõÂ vlastnosti FP rovnice (1), kteraÂ se v praktickeÂm prÏõÂpadeÏ vyznacÏuje velikyÂm po-
cÏtem nezaÂvisle promeÏnnyÂch (dvojnaÂsobek pocÏtu dynamickyÂch stupnÏuÊ volnosti soustavy). Tomu
je trÏeba prÏizpuÊsobit vyÂbeÏr typu prvkuÊ, zpuÊsoby integrace prvkuÊ, atd.

7. ZaÂveÏr
Rozbor vlastnostõÂ vlastnõÂch cÏõÂsel a vlastnõÂch funkcõÂ Fokker-Planckova operaÂtoru ukazuje, zÏe

nestacionaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ FP rovnice je mozÏneÂ hledat rozkladem podle vlastnõÂch funkcõÂ FP operaÂtoru.
DetailnõÂ rÏesÏenõÂ se potom soustrÏed'uje na soustavu rovnic pouze v prostorovyÂch promeÏnnyÂch
(sourÏadnice odezvy soustavy), zatõÂmco cÏasovyÂ faktor je charakterizovaÂn u kazÏdeÂho cÏlenu rÏady
zvlaÂsÏt'. RÏ esÏenõÂ maÂ tedy prÏehlednou strukturu. Pokud existuje stacionaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ, je vzÏdy prvnõÂm
v rÏadeÏ s nulovyÂm vlastnõÂm cÏõÂslem. DaÂ se tak velmi dobrÏe posoudit cÏasovyÂ vyÂvoj hustoty
pravdeÏpodobnosti odezvy. Pokud se zkoumaÂ HamiltonovskaÂ soustava, je k dispozici nezaÂvislaÂ
kontrola rÏesÏenõÂ, kterou lze zalozÏit na BoltzmannoveÏ rÏesÏenõÂ proporcionaÂlnõÂ soustavy.

VõÂcerozmeÏrnyÂ FP operaÂtor je obecneÏ nesymetrickyÂ, daÂ se vsÏak rozlozÏit na symetrickou a
antimetrickou cÏaÂst. Na takovyÂchto operaÂtorech jizÏ lze hledat biortogonaÂlnõÂ soustavu vlastnõÂch
funkcõÂ, kteraÂ je kompletnõÂ a muÊzÏe tedy s libovolnou prÏesnostõÂ vystihnout rÏesÏenõÂ nestacionaÂrnõÂho
probleÂmu. Jak ukazuje obecnaÂ studie i konkreÂtnõÂ prÏõÂklady, je vzÏdy nezbytneÂ zkoumat, zdali
jsou vlastnõÂ cÏõÂsla jednoduchaÂ a tvorÏõÂ diskreÂtnõÂ mnozÏinu. ZaÂrovenÏ je trÏeba se pokusit prÏedem
zjistit, jsou-li vlastnõÂ cÏõÂsla reaÂlnaÂ a kladnaÂ. Na zaÂkladeÏ toho muÊzÏeme posoudit typ, rychlost a
povahu konvergence k stacionaÂrnõÂmu rÏesÏenõÂ, anebo naopak jeho lokaÂlnõÂ, cÏi globaÂlnõÂ divergenci.
Tyto faktory je duÊlezÏiteÂ si uveÏdomit obzvlaÂsÏteÏ prÏi numerickeÂm rÏesÏenõÂ, kdy veÏtsÏina zmõÂneÏnyÂch
vlastnostõÂ muÊzÏe byÂt skryta anebo podleÂhat zmeÏnaÂm i prÏi pomeÏrneÏ maleÂ uÂpraveÏ zadaÂnõÂ uÂlohy na
uÂrovni okrajovyÂch podmõÂnek, kon®gurace buzenõÂ, atd.
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