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SOME PROPERTIES AND APPLICATIONS OF EIGEN FUNCTIONS
OF THE FOKKER - PLANCK OPERATOR

J. Naprstek™

Summary: Fokker-Planck equation is a parabolic partial differential equation
describing the response probability density function of the dynamic system being
excited by additive and/or multiplicative random processes of Gaussian and other
types. When a non-stationary solution is necessary to be looked for, the method
of separation of time and space coordinates can be used. This procedure leads
to problem of eigen-values and eigen-functions of the Fokker-Planck operator. The
non-symmetry and a number of other properties of this operator should be respected
and carefully analysed, before the eigen-function series as solution basis can be
constructed and applied. The most important problems concerning the eigen-values
and functions of the FP operator for one and multidimensional FP equation are
discussed. Problems of the asymptotic convergence related with stationary solution
existence and on the other hand prospective system metastability are analysed.
Several illustrative examples of detailed analysis are presented.

1. Uvod

Fokker - Planckova (FP) rovnice je parabolickd parcidlni diferencidlni rovnice pro vypocet
vzajemné hustoty pravdépodobnosti odezvy soustavy pii aditivnim a parametrickém ndhodném
buzeni procesem gaussovského, popr. jiného typu (scitani pres indexy):

dh(x,1) Oki(x, t)h(x, 1)) O (ky(x, 0)h(x,1))

5 5%, + 92:0%; = L{x, t}h(x, ) (1)
Ki(x, ) - koeficienty driftu;
i (X, 1) - koeficieny difuze (4,7 = 1,...n);
L{x,t}h(x,t) - FP operdtor aplikovany na funkci h(x,¢);
X = |%1,...%,] - vektor prostorovych proménnych, které reprezentuji slozky odezvy
soustavy;
h(x,t) - hustota pravdépodobnosti odezvy soustavy.

Rozbor vlastnosti a riizné aplikace rovnice (1) jsou pfedmétem velkého mnozZstvi literatury, jako
napf. (Ben-Haim, 2001; Bolotin, 1979; It6, McKean, 1965; Pugacev, Sinicyn, 1987; atd). Pokud
Jsou koeficienty driftu a difuze nezavislé na Case, je z hlediska aplikaci obvykle snaha zamé&fit
se na staciondrni feSeni, nebot’ dava nejdileZitéj$i informace o dlouhodobém chovéni systému.
Je-li odezva systému staciondrni, hustota pravdépodobnosti odezvy neni zavisld na ase, a proto
se anuluje levd strana rovnice (1). Uloha se potom omezuje na rovnici:

L{x}h(x) =0 2)
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V fadé piipadi je nezbytné hledat nestaciondrni feSeni rovnice (1), 1 kdyZ jsou koeficienty driftu
a difuze nezdvislé na Case. Divodem mizZe byt fyzikdlni podstata problému, nutnost posoudit

prechodovy jev anebo skutecnost, Ze staciondrni fedeni neexistuje, napt. Soize (2001). Uloha
se v takovém piipad¢ zna¢né komplikuje. Nicméné FP rovnice je linearni (pokud se nejednd o
razné zobecnéné verze), a proto se dd uvazovat o analogiich riznych metod, které jsou zndmy
z klasické deterministické analyzy, napt. Andersen (1965), Morse, Feshbach (1953) a dalsi. Je
vSak nezbytné respektovat specifické vlastnosti operatoru (2), které mohou pouZzitelnost téchto
metod v konkrétnich pfipadech ovliviiovat ¢i znemozZniovat.

2. Nestacionarni reSeni skalarni FP rovnice rozkladem podle vlastnich funkci

Jsou-li koeficienty driftu a difuze nezdvislé na ¢ase, ma smysl psat feseni rovnice (1) ve tvaru

o Mo, t) = h(x) - o(0) 3)

Dosadime-li vyraz (3) do rovnice (1), dostaneme:

h(x) - ¢(t) = ¢(t) - L{x}h(x)

odkud skoro pro v8echny body (x,t) plyne:

P(t) /() = Lix}h(x)/h(x) (4)

Vztah (4) je mozné splnit pouze tehdy, jsou-li ob& strany rovny téZe konstanté (—\). Za tohoto
piedpokladu Ize levé strané (4) vyhovét tehdy, je-li ¢(t) = exp(—At). To znamena:

L{x}h(x) + Ah(x) =0 (5)

Rovnice (5) znamend spolu s piisluSnymi okrajovymi podminkami problém vlastnich cisel a
funkef A;), h;)(x) FP operdtoru. Vzhledem k levé strané (4) miizeme feSen{ (3) chdpat ve tvaru
fady:

h(x,t) = he)(x) - €720 (6)

Upozornime na nékteré dileZité vlastnosti vlastnich ¢isel a funkei Ay, h(;)(x) nejprve pro ska-
larn{ operator L{x} = L{x}. Ve 4. kapitole se pokusime o zobecnéni na piipad n—rozmérného
vektoru x, jak odpovida praktické potfebé. Témito vlastnostmi se v jinych souvislostech za-
byvala fada autort, napt. Weinstein, Benaroya (1994) nebo monografie autord Grasman, van
Herwaarden (1999).

Operétor FP neni a priori symetricky v obvyklém smyslu, viz napt. Michlin (1970), coz
z hlediska pfibliZznych metod feSeni mliZe psobit problémy. Zavedeme potencidl, jehoZ zdkladni
strukturu 1ze odhadnout na zdkladé feSeni oby¢ejné rovnice prvniho fadu: (ka(x) = Kk11(x))

i ~ [ ra©)/ma(ede
B(a) = lgmala) — [ m(O/maA(OIE: resp. M) = ma(e) e

o

(7)

Operitor L{x}(n = 1) roz§ifime a pfepiSeme ve tvaru:

L{z}h(z) = —%/{i(m)h(a:)+88—;m2(m)h(x)

[ r©)/ma(6)de - f k1(€)/r2(6)de
zQ

_ 0 |
—8$€ e

(29 o h(@) + Zro(2)h(2)) | (8)

K2 (z)

= %ﬁg(m)e*q)(x)%eq’(x)h(x)



Na zédkladé (8) ukazeme, Ze operator

Lz} = exp(®(2)) - L{z} (9)

je symetricky. Z defini¢niho oboru operdtoru vybereme dvé rizné funkce hi(x), ho(x). Za
pouziti per partes integrace s prihlédnutim k homogennim okrajovym podminkdm ve vSech
souradnicich piSeme:

1 (@) exp(®(x) - Lia}ho(e)dz = [ h(2)e™™ Lo (a)e ) 2O hy(r)de =
=7 (Zhy(2)e®@) ry(x)e*@ (Le®@hy(z)) do = (10)
= ? hz(m)eq’(z)%mg(x)e*q’(x)%eq’(x)hl(m)dx = ? ho(z) exp(®(z)) - L{z}hy(z)dx

z ¢ehoz vyplyva symetrie operdtoru (9) a nasledné také operatoru:

LY{z} = exp(®(x)/2) - L{z} exp(—®(x)/2) (11)

Dopliime jesté, Ze vlastnim funkcim h;)(x) operdtoru L odpovidajf vlastni funkce operdtoru L¥
podle vztahu, ktery vyplyvéa z predchozi rovnice:

hy(x) = exp(®(x)/2) - hi(2) (12)
piicemzZ vlastni isla A(;) jsou stejnd pro oba operatory.

s s

ProtoZe operétor L¥ je symetricky, vlastni ¢isla jsou redlnd a dvé vlastni funkce hw ( ) hé) (x)

piisluejici k riiznym vlastnim ¢islim A(;) # A(j) musi byt ortogondlni. Jsou-li normalizovény,
plati:

1

/ h? (x)da = / exp(®(2)) - heoy(x) - hey(@)dz = 6 (13)

o

Dosadime-1i do (10) hy(x) = ha(x) = h(;)(z), dostaneme:

1 xr1
m{ hay(x) - e®@ - L{z}h (v)de = mfo hiy (@) - L{ahfy (2)de = —Ag) =

7 (14)
= — f(%h(i)(l’)eq)(x)ﬂ)szgef‘b(x)dl’ <0
o

Znaménko rovnosti v (14) plati pouze pro staciondrni feSeni (pokud existuje) FP rovnice, jak
vyplyva intuitivné jiz z rovnice (5):

hiy) = VNe ®2@)/2 . Aoy =0; N-Kkonstanta normalizace (15)

Reseni (15) odpovida Boltzmannovu feSeni FP rovnice pro skaldrni pfipad se stavovou nelinea-
ritou, kterd spliuje podminky existence integralu v (7). VSechna dalsi vlastni ¢isla A; (¢ > 0)
musi v souladu s (14) byt vétsi nez nula. Z povahy téchto vyrazii ovSem vyplyva, Ze potencidl
® () musi byt pozitivni a rist s rostoucim |x| alespoil asymptoticky.

S ohledem na (6) bude celé feSeni konvergovat k feSeni staciondrnimu. VSechny dalsi Cleny
postupné zaniknou s rostoucim ¢asem vlivem exponencidlniho faktoru, nebot’ vlastni ¢isla pro
i > 0 jsou redlnd a kladnd. Neni-li splnéna podminka pro potencidl ®(x), nebude existovat
staciondrni feSeni, a tedy ani nulové vlastni ¢islo (15). Dals{ vlastni ¢isla pak budou zdpornd a
reSeni bude nestabilni, exponencidlné rostouci pro rostouci €as. Specidlni vlastnosti vS§ak mohou



mit pfipady, kdy soustava obsahuje lokdlni oblasti nestability, které mohou vést k nestabilitim
v kone¢ném casovém intervalu.

3. Priklady skalarni FP rovnice

Demonstrujme vyklad z minulé kapitoly na skaldrni FP rovnici, kterd odpovida obycejné
stochastické rovnici prvniho fdu:

T =—f'(x) +al'(t) (16)

['(t),a,e - centrovany gaussovsky bily Sum, resp. jeho méfitko a intenzita;

f'(x), f(x) - vazbovd sila, resp. jeji potencidl.
Pro koeficienty k1, ko plati:
1
@) = —f/(@); R = e (1)
to jest podle (5):
1

(f'(@)hey (@) + 50°ehiy () = =Aahe) (18)

Zavedme nyni do (18) kvadraticky potencial:
1
fl@)=5Ca%; fix)=Ca (19)

ktery odpovida linedrni soustavé s charakteristikou C'. Snadno se presvédc¢ime, Ze rovnici (18)

s charakteristikou (19) odpovidaji tato vlastni ¢isla a vlastni funkce:

)\(i) :C-i;

C C

h(o)(x) = 2ma’e -exp(—%xQ) (20)

C C c ,
M) = g - ) P )

kde H;(z) jsou I’Hermiteovy polynomy. PouZijeme-li sumaéni formuli (6), ve které pouZijeme
vlastni ¢isla a funkce (20), dostaneme vzhledem k sou¢tovym vzorcim pro I’Hermiteovy po-
lynomy (napi. Janke, Emde, Losch, 1960 a mnoho dalSich) vzorec pro piechodovou hustotu
pravdépodobnosti vztazenou k pocateénimu bodu (z = 0;¢ = 0):

C il
h(z,t) = \/Wazsm exp <_Ca25(1 _ e2Ct)> (21)

Vzorec (21) plati pro jakékoli redlné x a pro jakékoli redlné nezdporné t. Je ziejmé, Ze pro
velké hodnoty t se Casovy faktor uplatni velmi mélo a pro ¢ — oo dospéje ke vzorci pro
staciondrni piipad, ktery plné€ odpovidd znamému Boltzmannovu feSeni (viz napf. Dimentberg
1982 a mnoho dalSich publikaci). Jak odpovida pienosu linedrni soustavou, odezva na aditivni
gaussovské buzeni je opét gaussovska. Zaroven je zfejmé, Ze pro mald ¢ se Gaussova kiivka stale
vice priblizuje Diracové funkci, jak odpovida zakladni dloze formulované FP rovnici. Po¢atecni
podminka tedy stanovi deterministickou hodnotu odezvy v bod¢ ¢ = 0, kterd s rostoucim ¢
nabyva vlivem pravé strany v (16) ndhodny charakter s rostoucim rozptylem.

Zavedme nyni potencidl f(z) ve tvaru

fle) = —3C a5 fa) = ~Cx (22)



coz znamena linedrni soustavu (16) avSak s negativni charakteristikou. Formalné 1ze napsat
vyrazy pro vlastni ¢isla i vlastni funkce, jestlize ve (20) zaménime C' za —C' a podobné také
v (21). Z takto upravenych vyrazili je vSak ziejmé, Ze vlastni ¢isla nezacinaji na nule, ale na
hodnoté —C a klesaji po zdporné poloose. Staciondrni feSeni v takovém piipad¢ tedy neexistuje.
Systém je metastabilni, coz vyplyva i z prostého nahledu, napt. Néaprstek (1996). Tim, ze vlastni
¢isla jsou zapornd, vyraz (6) diverguje a nevede ke stabilnimu feSeni. Z fyzikalniho hlediska by
bylo tieba provérit zékladni matematicky model systému.

Ukazme vlastnosti vlastnich ¢isel a funkci pro piipad, Ze potencidl umoziiuje soustavé pohyb
pouze v daném pdsmu o $ifce 2d, to jest ze(—d; d), coz modelujeme potencidlem, resp. vazbovou
silou:

f(z) = —2Cd* - 1g(cos %) ; Tesp. f'(z) = Cdr - tgg—; ; xe(—d;d) (23)

Charakteristika (23) je v uvedeném intervalu spojitd a hladkd. Neznamend vSak zcela volny
pohyb soustavy v intervalu xe(—d;d), pouze se k tomuto stavu pfiblizuje dmérné velikosti
konstanty C' - d.

rovnice (18):

T
Aoy =03 hy(x) = No(cos Q—d)"‘c‘ﬂ/“28 (24)

coZ lze snadno ovéfit pomoci Boltzmannova feSeni. VySS$i vlastni ¢isla a funkce maji tvar:

feSeni se sudym indexem:

T 4Cd? Ja2e
)\(21) = C7T2(n2 + n) ; h(gz) (.I') = NQZ' [cos(?n + 1)2d:| (25)
feSen{ s lichym indexem:
1 ) T 4Cd? /a’e
)\(21'—1) = C7T2(TL2 - Z) 3 h(gi_l) (II?) = Ngi,1 l:SlIl('I’LM) (26)

Konstanty Ny, No;, No;_1 ve vzorcich (24) az (26) znaci konstanty normalizace. Pfechodovou
hustotu pravdépodobnosti odvodime opét ze vztahu (6). Odtud snadno odvodime, Ze hustota
pravdépodobnosti odezvy v okamziku ¢ = 0 ma charakter Diracovy funkce, kterd postupné
piechdzi v utvar vypliiujici cely interval xe(—d; d). Ve stacionarnim stavu, kdy vlastni funkce
(25), (26) ztratily jakykoli vliv a uplatiiuje se pouze (24), je hustota pravdépodobnosti v bodech
x = +d nulové, i kdyZ od maxima v bod€ x = 0 ve v&tsi ¢dsti intervalu xe(—d; d) klesd na obé
strany jen velmi pomalu. Odezva ma tedy vyrazné negaussovsky charakter, coz odpovidd silné
nelinedrni povaze soustavy, viz napt. Grigoriu (1995), Cho-To (2000) a dalsi.

Vsimnéme si jeSté piipadu, kdy charakteristika soustavy ma hevisideovsky charakter bez
omezeni intervalu x. Ve stylu pfedchoziho vykladu piSeme:

f(z) = Dalz|; f'(zr) =—Da; <0

=+Cad(z); =0 (27)
=+Da; x>0
Staciondrni feSeni opét existuje:
Da 2D«
Aoy =0; hoy = o exp(— R |z|) (28)



Odpovidéd konstantnimu oboustrannému atraktoru ve staciondrnim stavu. V okoli pocatku je
ubytek hustoty pravdépodobnosti nejrychle;jsi.

Dalsi vlastni ¢isla netvoii diskrétni mnozinu, ale spojitou funkci v proménné © — w;:
1 2 2 2
i) = i(D s Fwjiae) (29)
Odpovidajici vlastni funkce jsou:

feSeni symetricka:

hiy(x) = No((4w® + a®)m) 72 - (2w; - cos(wir) — a - sin(wglz])  (30)
feSeni antimetricka:

h{;y(x) = N, -sin(wiz) ; Ns, N, - konstanty normalizace (31)

Ptrechodovou hustotu pravdépodobnosti odezvy dostaneme opét z (6), kde misto s¢itdni pres
index (i) zavedeme integraci podle proménné w;.

4. FP rovnice o vice souradnicich

Vratme se k plivodni rovnici (1) a pfedpoklddejme, Ze jeji feSeni 1ze vyjadfit pomoci vlastnich
¢isel a funkci ve smyslu souctového vzorce (6). Pfedpoklddejme stejné jako v predchozim
vykladu, Ze koeficienty driftu x; jsou nezavislé na Case a Ze koeficienty difuze x;; jsou nezavislé
na ¢ase i na soufadnicich x a jsou tedy konstantni. Takovito omezeni obecného tvaru rovnice (1)
odpovidaji hamiltonovské dynamické soustavé se staciondrnim aditivnim buzenim a elastickym
potencidlem, ktery vede obecné na nelinedrni vnitini elastické vazby.

s vz

Pokud v soustavé neplisobi Zadné vnitini tlumeni, anebo tlumeni je linedrni (odpovida kva-
dratickému potencidlu utlumu) a proporciondlni pfisluSnym intenzitdm aditivniho bilého Sumu,
existuje stacionarni Boltzmannovo feSeni.

h(o)(x) = N - exp(—nH (x)) (32)
H(x) - hamiltonidn zkoumané soustavy;
N - konstanta normalizace;
i - pomér koeficientu tdtlumu a intenzity bilého Sumu ptisobiciho v odpovidajici

soufadnici.

Vyraz (32) lze pokladat za nejnizsi vlastni funkci FP operatoru piisluSnou vlastnimu Cislu
Ay = 0. Pokud je potencial elastickych sil polynomidlni a konvexni, existuje staciondrni feSeni
1 v piipad¢, Ze utlum a intenzity buzeni nejsou vzdjemné proporciondlni. Exponent v (32) je pak

vvvvv

koeficienty lze urcit zpétnym dosazenim obecného vzorce do FP rovnice.
hoy(x) = N - exp(~@(x)) (33)

kde ®(x) l1ze pokladat za jisté zobecnéni funkciondlu H(x), i kdyZ bez fyzikdlni interpretace.
Byly nalezeny i dalSi specidlni pfipady, kdy existuje staciondrni feSeni rovnice (1). V obecném
pifipadé je vSak tfeba vzit v ivahu vzorec (6) v plném rozsahu, to jest pocitat s Casovou zavislosti
hustoty pravdépodobnosti odezvy na Case.

ProtoZe operétor L{x} obecné neni symetricky, je tieba respektovat, Ze vlastni funkce tvoif
biortogondlni soustavu. Jinymi slovy, je tfeba pracovat s vlastnimi funkcemi, které plynou
Z TOovnic:

L{x}h(x) + Aa(x) = 0 (a) ; L*{x}h"(x) + Ah*(x) = 0 (b) (34)



kde L*{x}, resp. h*(x) je adjungovany operdtor, resp. jeho vlastni funkce. Pokud jsou vlastn{
¢isla komplexni, je komplexné sdruzené Cislo také vlastni ¢islo téhoZ operdtoru, nebot’ operitor
L{x} je redlny. Snadno se ukdZe, Ze vlastni ¢isla plynouci z (34a) a (34b) jsou stejnd. Ze

skalarniho sou¢inu
hey, i) / hioy(x), iy (x) AV (35)

vyplyva jednak rovnost A(;) ()"
=Aw(hay hiy) = (L{x}tha), hiy) = (ha), LH{x}h) = =Ap (ha) ) = Aw = A
a ddle biortogonalita vlastnich funkef (h), h{;)) = dij:

=iy (haiys 1(j) = (L{x}thay, bi;) = (hay, L{x3R() = = A5 (hay, h{;)

(4 (4

V dals§im vykladu budeme predpoklddat, Ze vlastni funkce plynouci z (34) tvofi dplnou biorto-
gondlni fadu. Pokud tedy existuje stacionarni feSeni FP rovnice, miiZeme psat:

Aoy =05 h)(X) = hstac(x) 5 gy =1 (36)

Ptrechodovou hustotu pravdépodobnosti potom zapiSeme ve tvaru (6).

Proved’me rozSifeni operétoru L{x} obdobné jako v (8). U vicerozmérného operatoru je viak

vvvvvv

20 0 e 0 a0 D e O

Ox; ox; i = 0x;0x; ij 0x; Oz

L{x} = kije” T+ K9] (37)

(operdtor v hranatych zavorkach neptisobi mimo tyto zdvorky)

Podobné jako u skaldrniho pfipadu, prvni ¢ast operatoru ve vyjadieni (37) se dd prevést na
symetricky operdtor prendsobenim exp(®(x)/2) zleva a exp(—®(x)/2) zprava. Uplatnime-li
tuto transformaci, dostaneme:

L¥{x} = exp<<1><x>/2> Lix} exp(—@(x)/m = L {x} + L {x} (38)
s _ o) x) 0 X S%*
LY {x} = 0/ 2@ e 0500/ = L {x} (39)
LY{x} = ()/2_0_ 3 -Kfe —2(x)/2 — _Lwa*{x}
Vyraz (38) znamend rozklad na symetrlckou a antimetrickou ¢ést:
L {x} = (L"{x} + L"{x}); L*{x} = (L"{x} - L"{x}) (40)

Za téchto okolnosti prejde (34a), (34b) na problém vlastnich ¢isel a funkce dvojice rovnic:

Le{x}hy(x) = Le{x}thf)(x) + LPY{x}h((x) = —Aph{

) ; ) ) (41)
Ler{xthiy (x) = LP{x}hiy(x) — LP{x}hi(x) = —Aah() (%)
Z transformace (38) vyplyvd vztah mezi vlastnimi funkcemi h;), h(l), resp. A, h(f;:
ho(x) = e P ORE (x), resp. hiyy(x) = e*OhE (x) (42)

Ukdazeme, ze vlastni ¢isla jsou redlnd a kladnd i v pfipadé mnohorozmérného FP operatoru.
Predpoklddejme nejprve, Ze vlastni Cisla Af;) jsou skutecn€ redlnd a Ze redlné jsou i vlastni

funkce h{;) symetrického operdtoru L**{x}, to jest:

L {x}his) (%) 4+ Afyhiyy (%)} = 0 (43)



Predpokladejme, Ze vSechna vlastni Cisla jsou jednoducha a vlastni funkce ortonormalizovéiny:

[ By, x)av = o (44)

ProtoZe operator L¥*{x} je symetricky a redlny, plati dikaz provedeny pro skaldrni pfipad. Z néj
vyplyva nezdporna hodnota vSech vlastnich ¢isel, pokud existuje stacionarni feSeni, kterému
piislusi vlastni ¢islo nulové. VSechna ostatni vlastni ¢isla jsou tedy kladnd a Ize je usporddat ve
vzestupném pofadi:

— S S S

Uvazujme nyni obecny piipad komplexnich vlastnich ¢isel i funkci nesymetrického operatoru
L¥{x} podle (41). Z (44), (45) vyplyv4, Ze:

—(x N o2 9 a e
Lwa{x}\/hstaC(X) = \/NstacL@a{X}e P2 = — Nstaceq)( )/2(%/{1'6 o )) =0 (46)

)

To znamena, Ze:

J h“(?; (x) - (L‘F’S{X}hﬁ) (x) + L“"“{X}h‘(’;) (x))dV

© fhé) (X>h<(i) (x)}dV
Vzhledem k (44), (45) dostaneme pro 7 > 0:
2 e A%
R} = S 2 Xy > 0 (50)
2 leil?
‘]:

Z téchto vysledka vyplyvd, Ze vSechna prechodova feSeni FP rovnice se s rostoucim casem
asymptoticky blizi feSeni stacionarnimu, pokud takové existuje. V opacném piipadé se jedna
o systém s lokdlni ¢i globdlni nestabilitou. Staciondrni feSeni mize existovat v jisté omezené
oblasti, kde zdroveil mohou platit vS§echny pfedchozi zavéry. Nicméné takovy problém je tfeba
analyzovat individudIné, viz pfedchozi kapitola.

5. Priklad FP rovnice o dvou souradnicich

Zabyvejme se dynamickym systémem o jednom stupni volnosti, jenZ je popsdn rovnici:

T+~ + f(z) =b-T(t) (51)
['(t),a,e - centrovany gaussovsky bily Sum, resp. jeho méfitko a intenzita;
f'(x), f(x) - vazbovd elastickd sila, resp. jeji potencidl, je funkci pouze vychylky x;
¥ - koeficient dlumu;

Rovnice (51) rozepsand v normélnim tvaru m4 zndmy tvar:
t=y; g=—w—f@)+0-T{t); x=I[zy (52)

Koeficienty driftu a difuze maji zjednoduSeny tvar vzhledem k absenci parametrickych Sumd,
napi. Naprstek (2003):

Re =Y Ky = _Wy_f%'r) (53)
Faw = Koy = Kyo = 05 Ky, = 3b%



FP rovnice pfislusna k soustavé (52):

Oh(x,y,t) _ ( 9

2

vt Lyt i) + el

y 20 " 0y?

5 5 ) h(z,y,t) = L{z,y}h(z,y,t) (54)

Operitor L{x, y} rozlozime na dvé Césti:

L{z,y} = L*{z,y} + L*{z,y}; (> =0%/2y

, 55
L{eg) =12+ P2); Lo{a,yh = g2+ ()2 (55)

Z fyzikélniho hlediska odpovidé operdtor L*{z, y} homogenni dynamické deterministické sou-
stavé o jednom stupni volnosti bez vnitfniho utlumu:

i=y; y=—f(2) (56)

zatimco operdtor L°{z, y} odpovida rovnici (18), to jest ndhodnému difuznimu procesu prvniho
fadu a tedy rovnici (16). Tento operdtor 1ze prevést na symetricky podobnymi kroky jako ve
druhé kapitole. Zavedeme transformaci na cely operator L{z, y}, resp. soucasné na obé& jeho
slozky podle (55):

Le{z,y} = GV T3 /@V/ (Lofy y} + Lo{a, y})el 3" 35O/ — Lesfy v} + L9, v}
(57)
pricemz plati, Ze:
L7 {z,y} = L¥ {2y} ; L*a,y} = -L¢*{z,y}; L*{x,y} =Lx,y}  (58)

Z (58) vyplyva, ze operdtor L¥*{x, v} je symetricky, L**{x, v} je antimetricky a zdroveii intaktn{
vuci transformaci zavedené v (57).

Rozeberme rovnici (51) pro pfipad linedrni tuhosti, to jest:

f(z) = ;ngQ o flr)=wir; wi>0 (59)

kde wy je kruhova vlastni frekvence linearizovaného systému (51).

Ukolem je fesit vlastni &isla a funkce piislusné rovnici:
Z (57) vyplyva vztah mezi vlastnimi funkcemi h}’;) a hgy:

1,2 lw2x2 2
h((pz)(x7y) = e(4y +a )8 h(l)(xay) (61>
Staciondrni feSeni A(g) se ur¢i z rovnice (60) rozkladem operétoru anebo jako Boltzmannovo
feSeni:

2
wo 1,2 12,2 2
hfo)(aj, y) = o 72 elma¥ —3wpe”)/B (62)

Posloupnost vy$§ich vlastnich &isel 1ze odhadnout podle struktury (20) platné pro problém
linedrni difuze. Naznacuje to porovndni operatoru platného pro problém difuze (18) a dil¢ich
operdtora L¥*{z, y}, L¥*{x, y} zkoumanych v této kapitole:

. ) 1
Aiitge) = A1 -i1+Aada s Aoy = Aoy =03 Aip= 5(7 ==RY 7% — 4wg) (63)



Zpétnym dosazenim a pomérné pracnymi tpravami se dopracujeme k obecnym vyraziim pro
biortogonélni fadu vlastnich funkci:

hivig(@:y) = (il i) T2 (K )™ (Ko )2 - hooy) (@ y) /(A = A2)

. 64
Worap0) = (- i) V2K ) K ) g )/ — )Y
Ve vzorcich (64) zna¢i K az Ki_ tyto operdtory:
0 ly 6 0 lwyx
Koi(e,0) = (=05 4+ 575) =l Mﬁ )
6 0 lwox ly
Koo(o0) = V(=g 575 — vVl s ~+5p)
0 1 g o 1 (65)
_ g ¥ L
Ki(o0) = V(Bg +55) + V(g +575)

Ze vztahi (60)-(65) se daji odvodit tyto vlastnosti:

LAz, y} = Lz, —y}; Ki (v,y) = -Kii(v,~y); K5 (v,y) =Ky (r,~y) (66)

Z téchto relaci vyplyva vztah mezi vlastnimi funkcemi:

hﬁ i2) (z,y) = (- )Zlhfl 12)(55 —Y) (67)

~s 7

ProtoZe h{j) ;5)(7,y) @ hfy ;0)(%,y) tvoif tplnou fadu, miZeme pfechodovou hustotu pravdépo-
dobnosti Vzhledem k pocatecnlm podminkdm vyjadfit vzorcem:

w2 , 00
h(l’, Y, tll’/, y/7 0) = e[*i(yQ*yIQ)*TO(IEQ*QU 2)]/62 ’ Z th; z2 ( Y )h(zl 22) (CU y) )\(ﬂ’m)t (68>
41,i2=0

Z vyrazu (68) je zfejmé, Ze se stoupajici hodnotou redlné casti vlastniho ¢isla klesd se stoupajicim
t vliv piisluSného scitance stale rychleji. Pro stoupajici ¢ hustota pravdépodobnosti odezvy
konverguje ke staciondrnimu feSeni, které je popsano feSenim Boltzmannovym stojicim pfed
dvojitou sumaci. Existence staciondrniho feSeni je zaji§téna vzdy pro wi > 0,7 > 0, jak
odpovida praktickym pfipadim.

6. Numerické reSeni

Z hlediska praktické upotiebitelnosti je tfeba sméfovat k numerickym zptisobtim feSeni, nebot’
jsou schopny obsdhnout pomérné Sirokou tfidu problému bez zdvaznych omezent, kterd je nutno
zavadét pri analytickych zpiasobech.

Vlastni ¢&isla a funkce operdtoru L#{x}, resp. L{x} lze ziskat feSenim varia¢niho pro-
blému. Funkce h(x), kterd minimalizuje vyraz (49) vede k nejniz§imu vlastnimu ¢islu a funkci
A(0)s h(0)(x). Podminkou je existence staciondrniho feSeni. V takovém piipadé vyjdeme z nulové
hodnoty nejnizSiho vlastniho ¢isla a provedeme feseni FP rovnice ve stacionarnim stavu. DalSsi
vlastni funkce h(x) a vlastni &islo se najde minimalizaci funkciondlu (49) s vedlejsi podminkou:

/ hioy(x)h(x)dV = 0 (69)



VyS§i vlastni funkce a ¢isla se najdou podobné ptriddnim vzdy dal$i podminky ortogonality ke
vSem predchozim vlastnim funkcim. Je tfeba dbét na to, Ze vlastni funkce netvofi ortogondlni,
nybrz biortogondlni fadu. To znamen4, Ze pro 2n—tou vlastni funkci a ¢islo klademe:

(ho)()h(x)) = 05 (hiyy(X)h(x)) = 05 5 (hizn1)(¥)h(x)) = 0 (70)

Je vSak tieba si uvédomit, Ze dosazitelné presnosti vlastnich ¢isel jsou mnohem vysSi nez
presnosti vlastnich funkci, které béhem itera¢niho procesu konverguji pouze v priméru a mohou
tak vést k vét§sim odchylkdm samotnych funkénich hodnot. Z praktického hlediska je vhodné
vyuzit co nejvice poznatki jiz ziskanych, napf. analyticky, experimentdlné, atd. V literatuie
1ze najit mnoho analogickych postupti v souvislosti s problémem optimalizace, minimalizace
nespojitych funkciondll s vedlej§imi podminkami, atd., viz napf. Puig, Poirion, Soize (2002),
Sakamoto, Ghanem (2002), Soong (1981), atd.

Dalsi moZnosti numerického feSeni je vyuZiti metody konecnych prvka, kterd vede na pro-
blém vlastnich ¢isel a vektord velkych ¢tvercovych matic. Touto otdzkou je tieba se zabyvat
v sérii samostatnych studii. Souvisi opét s transformovatelnosti ptivodniho operitoru na symet-
ricky tvar, popf. s mozZnosti fyzikédlniho vyuZiti nesymetrie zminéné matice. Je vSak tieba mit na
paméti specidlni vlastnosti FP rovnice (1), kterd se v praktickém ptipadé vyznacuje velikym po-
¢tem nezdvisle proménnych (dvojndsobek poctu dynamickych stuptid volnosti soustavy). Tomu
je tfeba prizpiisobit vybér typu prvki, zpisoby integrace prvki, atd.

7. Zavér

Rozbor vlastnosti vlastnich ¢isel a vlastnich funkci Fokker-Planckova operitoru ukazuje, ze
nestaciondarni feSeni FP rovnice je mozné hledat rozkladem podle vlastnich funkci FP operatoru.
Detailni feSeni se potom soustieduje na soustavu rovnic pouze v prostorovych proménnych
(souradnice odezvy soustavy), zatimco asovy faktor je charakterizovan u kazdého Clenu fady

zv143t. Resenf m4 tedy piehlednou strukturu. Pokud existuje staciondrnf fesent, je vZdy prvnim
v fad€ s nulovym vlastnim ¢islem. D4 se tak velmi dobfe posoudit ¢asovy vyvoj hustoty
pravdépodobnosti odezvy. Pokud se zkoumd Hamiltonovskd soustava, je k dispozici nezavisla
kontrola feSeni, kterou 1ze zalozit na Boltzmannové feSeni proporciondlni soustavy.

Vicerozmérny FP operator je obecné nesymetricky, dd se vSak rozloZit na symetrickou a
antimetrickou ¢ast. Na takovychto operdtorech jiz 1ze hledat biortogondlni soustavu vlastnich
funkect, kterd je kompletni a miiZe tedy s libovolnou ptesnosti vystihnout feSeni nestacionarniho
problému. Jak ukazuje obecnd studie i konkrétni ptiklady, je vZdy nezbytné zkoumat, zdali
jsou vlastni ¢isla jednoduchd a tvoii diskrétni mnoZzinu. Ziroveil je tfeba se pokusit piedem
zjistit, jsou-li vlastni ¢isla redlnd a kladnd. Na zdkladé toho mizeme posoudit typ, rychlost a
povahu konvergence k staciondrnimu feSeni, anebo naopak jeho lokdlni, ¢i globaln{ divergenci.
Tyto faktory je dlleZité si uvédomit obzvlasté pii numerickém feSeni, kdy vétSina zminénych
vlastnosti mlize byt skryta anebo podléhat zméndm i pfi pomérné malé dpraveé zadani dlohy na
urovni okrajovych podminek, konfigurace buzeni, atd.
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