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Summary: This contribution deals with the overview of methods, which are used
for analysis of dynamic behavior of rotor dynamics systems. The main of
background research topics are the eigen value problem, steady-state response
and computational simulations. The mathematical and computational models are
presented. New method, which is based on the synthesis of dynamic analysis of
free parts, such as shaft, nonlinear couplings and flexible stator is presented.
Relatively new method, as the trigonometric collocation, in conjunction with finite
element method or method of dynamic compliances is presented. Application of
all this method will be shown on the solution of technical tasks.
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1. Uvod

Vypoctové modely ve vétSin€é piipadi uloh statiky i dynamiky koresponduji
s rozvojem a aktuelnim stavem vyvoje pocitacové techniky. Od sestaveni prvniho modelu
rotorové soustavy uplynulo vice jak 100 let. Za tuto dobu nastal prudky vyvoj pocitacové
techniky a s tim stouply i mozZnosti vypoctového modelovani. Matematicky model a
v navaznosti 1 vypoctovy model stile 1épe popisuji a vystihuji chovani realné rotorové
soustavy.

Nejjednodussi a 1 v dneSni dobé stile pouzivany je tzv. Lavaliv model. Analyzu
rotorové soustavy vyvinuté Lavalem provadél Foppl (1895). Pivodni model se staval
z nehmotného hiidele vazané¢ho v tuhych loziskach a hmotného kotouce umisténého uprostred
htidele. Krouzivé kmitani rotorové soustavy (stfed hiidele se pohybuje po kruznici) lze popsat
analyticky a zpohledu pohybu kotou¢e mé soustava jeden stupen volnosti. V pfipadé
neizotropnich vlastnosti podpor mé misto na hiideli v misté kotouce dva stupné volnosti.
Pohyb kotouce je v ptipad¢, ze jsou ob¢ loZiska jsou stejnd, obecny rovinny a neuplatituje se
vliv gyroskopickych ucinki. Model Lavalova rotoru se pouzivd pomérné Casto i v soucasné
dob¢, zejména s riznym typem loZisek, pfipadné hydrodynamickych tlumici, ale také napf.
htidela s trhlinami, nebo pro analyzu vnitiniho materidlového tfeni. Model byl dale rozsifen
pro analyzu nesouososti dvou koaxialnich htidelt (Rao, J. S., Sreenivas, R., Chawla, A.
2002). Nazev modelu jako Lavaliv rotor se vZzil v evropské literatute, v americké literature se
tento model nazyva jako Jeffcottiv rotor. Prvotni vypocty byly provadény s vyuzitim
logaritmického pravitka, ptipadné mechanickych kalkulatora.

Pro studium vlivu gyroskopickych u¢inkii bylo nutno vytvofit model, ktery by
zahrnoval 1 natoceni hiidele. Tento model je pojmenovan po svém tvlrci Aurelu Stodolovi,
ktery je autorem né€kolika knih shrnujicich popis chovani parnich i spalovacich turbin. Knihy
v n¢kolika vydanich byly psany v ném¢iné a prekladany do anglictiny, napf. (Stodola, A.
1905, Stodola, A. 1910). Nejjednodussi je model, ktery predstavuje nehmotny jednostranné
vetknuty hfidel, na jehoz pfevislém konci je umistén kotouc. V piipadé kruhové trajektorie
sttedu hfidele ma hiidel v misté¢ kotouce dva st. volnosti, kdy se uvazuje i natoCeni konce
htidele. Pro komplexnéjsi analyzu je ve vétSin€ ptipadli uvazovan Stodoliv model se 4 st.
volnosti. Fenomén gyroskopickych ucinka byl prvnim, na ktery byla zaméfena pozornost,
zejména z pohledu zavislosti vlastnich frekvenci na otackach htidele. S vyuZitim Stodolova

Model tvoril zaklad i pro analyzu rotorovych soustav s vice stupni volnosti. Byl
rozsifen o dalsi stupné volnosti, které predstavovaly zejména zkrouceni hiidele, tedy vypocet
torzniho kmitani hiideld. Tyto modely daly zaklad i pro rozvoj metod vypoctu vlastnich
frekvenci. Za zminku stoji tzv. tabulkova Holzerova metoda (Holzer, H. 1921), ktera byla
aplikovéana pro vypocet vlastnich frekvenci torzniho kmitani rotorové soustavy modelované
nehmotnym hiidelem, na kterém bylo umisténo nékolik kotoucu.

Vyznamnym piedélem v dynamice rotorovych soustav jsou dvé skute¢nosti. Zejména
je to rozvoj pocitacové techniky od roku 1950, kdy se vypolty zacaly provadét na
elektronickych kalkuldtorech, pfipadné na pocitacich (napt. IBM 701 postaveny v r. 1952).
Zhruba od této doby je datovan také vznik jazyka FORTRAN. A druhou skutecnosti, ktera
uzce souvisi s prvni, je vznik metody pfenosovych matic. Metoda je nazyvdna po svych
tvarcich Miklestad - Prohlova (Miklestad, N. 1944 a Prohl, M. 1945). Lundem a Orcuttem
(Lund, J., Orcutt, F. 1967) byla tato metoda rozSifena pro analyzu dynamickych vlastnosti
rotorovych soustav s kluznymi lozisky. Komplexni piistup k analyze stability rotorovych
soustav s kluznymi lozisky s vyuZzitim metody pfenosovych matic je uveden v (Lund, J.
1974). Déle byla tato metoda rozSifena i pro feSeni odezvy pii pfechodovém kmiténi.



K sestaveni matice pfenosu mezi uzly pro konecny prvek diskretizovaného rotoru Ize rovnéz
vyuzit znalost matic hmotnosti, tuhosti a gyroskopickych u€inkii na zékladé metody
kone¢nych prvka. Tato metoda rovnéz tvotila zéklad pro analyzu dynamickych vlastnosti
leteckého motoru se dvéma koaxialnimi hiideli (Gupta, K., D., Gupta K., Rao, J., S., Bhaskara
Sarma, K., V. 1988).

V soucasné dobé¢ si témér nelze predstavit analyzu dynamickych vlastnosti rotorovych
soustav, kterd by nebyla zalozena MKP. Zacatek aplikace 1ze zaznamenat cca od roku 1972
(Ruhl, R., L., Booker, J., F. 1972). Detailni pfistup k analyze, véetn¢ lokéalnich matic je
uveden v (Nelson, H., D., McVaugh, J., M., 1976), kdy zaklad tvoti tzv. TimoSenktiv nosnik,
jsou uvazovany gyroskopické ucinky, dale rotacni setrvacnost 1 vnitini materialové tieni.

Soucasny trend ve vypoctovém modelovani dynamickych vlastnosti rotorovych
soustav lze spatfovat ve dvou smérech:

e Prvni smér je charakterizovan sestavovanim co mozna nejlepSich modelit mechanické
¢asti. Je to napi. zahrnuti poddajné statorové casti, poddajnych loziskovych stojant,
modelovani upevnéni kotouct, spojek atd. Hfidel je v téchto pfipadech Casto modelovan
prostorovymi prvky se znanym poctem stupiiti volnosti.

e Druhy smér je dan snahou zahrnout do analyzy wvnéjsi vlivy, jako je napf.
elektromagnetické vlivy, vliv okolniho prostfedi (plyn, tekutina, atd.). Z tohoto pohledu ma
analyza interdisplinarni charakter. Nejen v mechanice kontinua, ale 1 v dalSich odvétvich
zaznamenalo vypoctové modelovani znacny rozvoj.

Cela tada vypoctovych systémd, které¢ jsou zaméieny na urcitou oblast vypoctového
modelovani, ma dnes implementovany moduly i z jinych védnich oborti. Napi. ANSY'S, ktery
je zejména urCen pro feSeni problémi mechaniky kontinua, ma moduly z oblasti
termomechaniky, hydromechaniky, elektrotechniky atd. Reseni komplexniho modelu rotorové
soustavy se zahrnutim vSech vnéjSich vlivii neni v soucasné dobé mozné. S rychlym rozvojem
vypoctové techniky to vSak v budoucnosti vyloucit nelze. Proto stdle i v dnesni dobé jsou
vyvijeny metody a postupy umoziujici syntézu dynamickych podsystémii. Pti syntéze se pak
berou v Gvahu zejména podstatné vlastnosti jednotlivych subsystémii. Pravé na tuto oblast
vypoctového modelovani dynamickych vlastnosti rotorovych soustav je zaméfen ptispévek.
Neklade si za cil podat vy&erpavajici prehled moznych metod a piistupi. Rada z nich ma i
Sirsi aplikaci, nejen v dynamice rotorovych soustav, 1 kdyz v této oblasti byla autorem nejvice
rozpracovana.

Vypoctové modelovani, na které je zaméfen tento piispévek, pokryvéa zakladni
dynamické charakteristiky, kterymi jsou problém vlastnich hodnot (v¢etné analyzy stability),
dale odezva pfi vynuceném ustaleném kmitani a odezva pii pfechodovém kmitani, Casto
nazyvana jako vypoctova simulace. Zaklad mechanické rotorové ¢asti tvoii MKP s modelem
htidele prevzatym z (Nelson, H., D., McVaugh, J., M., 1976 Zorzi, E., Nelson, H., D., 1977).

V tomto pfispévku bude vénovana pozornost rotorovym soustavdm s jednim hiidelem
a poddajnou nerotujici, statorovou casti. Autorem vSak byla cela tato problematika
zpracovana i pro model leteckého motoru se dvéma koaxialnimi htideli.

Nelinearni vazby mezi rotujici a nerotujici ¢asti vcetné poddajné statorové casti
mohou mit v n€kterych pfipadech dominantni vliv na chovani celé rotorové soustavy. Jedna
z moznosti pro zahrnuti nelinearnich vazeb do pohybové rovnice je jejich uvazovani na pravé
pohybové rovnice strané¢ ve tvaru sil. Druhd moznost je jejich uvaZzovani na levé strang
rovnice ve tvaru matic hmotnosti, tlumeni, nebo tuhosti. V tomto pfispévku je s ohledem na
modalni metodu uvazovan druhy piipad. V obecném piipadé mohou byt matice hmotnosti,
tlumeni i tuhosti vazeb nelinedrni s riznymi funkénimi zévislostmi. Presto, Ze nebude ve
vztazich tato nelinearni zavislost explicitné psana, je nutno ji mit na zteteli.



Pti vypoctu dynamickych charakteristik rotorovych soustav lze aplikovat celou fadu
vypoctovych metod a postupll. V soucasné dobé€ je nejuzivanéjsi metoda konecnych prvki,
avsak pokud bychom chtéli pti feseni celého modelu aplikovat klasickou MKP s 3D modelem
statorové casti, byl by fad globalnich matic zna¢né velky, coz by komplikovalo feSeni. Ke
snizeni fadu uloh se pouzivaji rizné metody redukce. V naSem ptipad¢ je pouzita metoda
redukce ve frekvencni oblasti, ktera vede k aplikaci metody dynamickych poddajnosti (MDP),
pripadné modalni metody (MM).

Komplexni pfistup k feSeni dynamiky sloZitych nelinearnich rotorovych soustav je v
tomto ptipadé chapan jako syntéza téchto Casti:

e Poddajné mechanické rotujici ¢asti
e Poddajné mechanické nerotujici ¢asti
e Nelinedrni vazebné ¢asti mezi rotujici a nerotujici Casti.

Mezi zékladni dynamické vlastnosti rotorovych soustav stanovené na zéklad¢ aplikace

MDP nebo MM na které byla zamétena pozornost pti vypoctovém modelovani patfi:

e Problém vlastnich hodnot pfi danych otackach (Campbelliiv diagram).
e Odezva pii vynuceném ustaleném kmitani (v obecnéjsim ptipad¢ tzv. kaskddovy diagram).
e QOdezva pti prechodovém kmitéani.

Teoreticky zaklad MDP, kterou Ize pouzit pii vypoctu frekvenéné modalnich
vlastnosti, nebo odezvy pfi vynuceném ustdleném kmitani je uveden napt. v (Malenovsky, E.
1999). Vyhodou této metody je moznost zahrnuti poddajné nerotujici ¢asti, moznost snizeni
fadu tlohy a v neposledni fad¢ 1 moznost zahrnuti experimentalné ziskanych dat do feSeni.

l Q" R - rotor RS - nelinedrni vazby mezi
hiidelem a statorem

SZ - nelinedrni vazby mezi

RS statorem a zakladnim

S - stator telesem

QR - vngjsi buzeni psobici
na hridel

Q’ - vngjsi buzeni plisobici
na stator

SZ
Z - zakladni t€leso

Obr. 1. Schéma rotorové soustavy s jednim hiidelem

K tomu abychom mohli do feSeni zahrnout poddajnou nerotujici statorovou ¢ast, je
nutno znat frekvenéné modalni vlastnosti ,,volného* statoru (tj. bez rotorové a vazbové €asti),
ale se skuteCnymi vazbami na zakladni téleso. K jejimu stanoveni lze vyuzit bud’ néktery



vhodny programovy systém, piipadné nékterou z vhodnych experimentdlnich metod.
Vysledky modalni analyzy slouZi k sestaveni matice dynamickych poddajnosti statoru. Rad
matice je minimalné dan poctem mist s vazbami mezi rotujici a nerotujici ¢asti.

Na obr. 1 je nakreslena obecnd rotorova soustava s jednim hiidelem vcetné moznych
nelinearnich vazeb mezi rotujici a nerotujici ¢asti. V nasem piipadé je analyzovan obecny
ptipad, kdy jak stator tak i rotor mohou byt buzeny.

2. Vypocet odezvy pri vynuceném ustaleném kmitani
Pohybova rovnice linearni rotorové soustavy s harmonickym buzenim ma tvar
Mq" +Bq +Kq=Q,0’¢" (1)

Pro amplitudu odezvy pii vynuceném ustaleném kmitani Ize obecné v komplexnim oboru psat
rovnici

q, = z MLl Q=GQ, (2)

Tio—4,

Rozd¢€lenim dynamické poddajnosti rotoru na submatice jejichz ad je dan poctem uzli kde
nejsou vazby a uzly s vazbami mezi rotujici a nerotujici ¢asti se obdrzi tvar

qR _ Gﬁ Gfez QR 3)
qRS - Gfl G§2 _QV

Za predpokladu, Ze je feen ,,volny* rotor (Q" = 0) pro odezvu na rotoru a v mistech vazeb se
statorem plati vztahy

q; =G Q"
¢’ =G5Q"

Pak lze rovnici (3) pfepsat do tvaru, pticemz Gf.; je matice dynamickych poddajnosti ,,volné*

4

rotoroveé ¢asti

q" =q; -G3Q" )
q“ =q" -G3,Q"

Za predpokladu shodnych pravostrannych a levostrannych vlastnich vektord se
dynamicka poddajnost statoru ma tvar

GS :i \AA

i=1 l(()— 2/14

(6)

Pak pro odezvu na statorové ¢asti v mistech vazeb s rotorovou plati vztah
qSR — GS QV (7)

Pro vazebné c¢leny mezi rotujici a nerotujici ¢asti za pouziti podminek rovnovéhy a
spojitosti deformaci plati rovnice

qRS _ qSR — GV QV (8)



Matice G’ .je matice dynamickych poddajnosti nelinedrnich vazebnych elementti. Jednou
z moznosti vyjadieni této matice je ve tvaru souctu tenzori hmotnosti, tlumeni a tuhosti ve
tvaru

G’ =o’M+ioB+K 9)

Tuto rovnici lze ziskat pouzitim Taylorova rozvoje nelinearni funkce vyjadiujici sily ve
vazbach a rovnéz plati pouze pro jednu frekvencni slozku odezvy. Vysledny tvar rovnice pro
feSeni vynuceného ustidlené¢ho kmitani se zahrnutim poddajnosti statorové Casti se ziskd z
rovnic (5), (7) a (8) a ma tvar

R R R
0 0 GIZ qv

R RS RS
E 0 G22 — qv
0 E -G°|q" 0
E -E -G"||Q 0

=

(10)

— B — I |
-

nebo zkracené ve tvaru, ktery se zpravidla uziva pro zkraceny zapis soustavy (nelineérnich)
rovnic

Ax=b (11)

3. ReSeni problému vlastnich hodnot

Jak bylo feceno v tivodu, v obecném piipadé jsou matice hmotnosti, tlumeni, nebo
tuhosti nelinearni. V takovém piipad¢ nelze hovofit o feSeni problému vlastnich hodnot.
V tomto piipadé se bud’ piedpoklada, Ze soustava kmitd malymi kmity kolem staticky
rovnovazné polohy, nebo se v obecnéjSim piipadé analyzuje zavislost vlastnich ¢isel na
amplitudé. V tomto smyslu je nutno chapat feSeni problémy vlastnich hodnot nelinedrnich
rotorovych soustav. Pfedpokladejme, ze rotor neni vazan ke statoru zddnymi vazbami, je tedy
volny, avSak v mistech vazeb je zatizen nezndmymi zobecnénymi silovymi Uc¢inky. Pro
odezvu na rotoru a statoru za predpokladu silové rovnovahy a spojitosti posuvu Ize psat

qRS - _GrQ’
qSR — GS QV (12)
qRS _ qSR _ GVQV

Vysledny ad matic je obecné dan poctem vazeb mezi rotorem a statorem. Z rovnic (12) se po
upraveé obdrzi
(¢"+G°+G")Q" =0 (13)
nebo ve zjednoduSeném zapisu
Ax=0 (14)

Aby méla soustava rovnic (14) netrividlni feSeni, musi byt determinant soustavy roven nule,
coz je soucasn¢€ i navod pro vypocet vlastnich hodnot. Je nutno poznamenat, Ze je pomérne
obtizné hovofit o problému vlastnich hodnot nelinedrnich soustav.



4 Vypocet odezvy pri prechodovém kmitani
Pohybova rovnice linedrni rotorové soustavy s uvazenim gyroskopickych ucinku i
materidlového tlumeni (neni explicitné vyjadieno) ma tvar

Mq" +Bq +Kq=Q() (15)

Reseni této pohybové rovnice v kroku ,,7* s pocatecnimi podminkami lze napsat v
maticovém tvaru

q= i el"V[W[T [jQ(z')e_’l'Tdr +Mgq’'(0)+Bq(0)+ /L.Mq(O)} (16)

Rovnici (16) Ize pak zkracené piepsat do tvaru

qR _2n At U, U, ( QR(T) e a” b*
{qu}—;e |:U21 U22:|i{‘([|:—QV(T)}e dT+|:aRS:|+/1"{bRSj|} (17)

kde U, jsou submatice vysledné matice, kterd se obdrzi po diadickém soucinu

pravostrannych a levostrannych vlastnich vektort. Pfedpokladejme, Ze rotor je ,,volny*, pak
ma rovnice (17) tvar

2n L
q = " [U [Q" (e dr+U, 2" +U,a% + AU, b" + &Umb’“}
i=1 0

(18)
2n 5
q’ = Z e |:U21iJ‘QR (1)e "dr+Uya" +Upa® + AU, b" + ﬂ’iUZZibRS:|
i=1 0
Dosazenim (18) do (17) se obdrzi
2n ‘
qR — qf _ ZUIZiIQV(T)el[(I—T)dT
e (19)

2n

t
0" =q” -2 U, [Q (0"
i=1 0

Zde jsou neznamé veliCiny vazbové sily, které se vyskytuji v konvolutornim integralu.
Nyni predpokladejme, Ze v daném kroku jsou tyto sily konstantni. Konvolutorni integral v
casovém kroku ,, j “, pro mista na rotoru v rovnici (19) ma pak tvar

2n i 2 j-1
DU, [QIe T =GLQT + Gy, Y Qe (20)
i=1 0 i=1 k=1

pricemz dolni indexy u vektoru sil ve vazbach znaci cas ve kterém se pocitaji. Prvky matice
G obsahuji modalni veli¢iny, kterymi jsou vlastni ¢isla a vlastni vektory. Odtud je odvozen
nazev této metody ,,moddlni*“. V rovnici (20) déle je
2n U U
12, , 4 Y g
Gh=> 2 (" -1), G, = ("™ —1) (21)

i=1 i i




Konvolutorni integral v rov. (20) je nutno feSit numericky. S nartstem poctu krokl
vypoctu se tak vypocet znaéné zpomaluje. Nabizi se tak otdzka, zda lze sestavit rekurentni
vzorec pro vypocet konvolutorniho integralu. Ten bude v dalsim uveden. Libovolny
konvolutorni integral 1ze pro Casovy krok ¢, napsat ve tvaru

2n

j-1 2n
Ij _ zGiZlel,-(tﬁlk) n ZGin =q, + GQJ (22)
i=1 k=1 i=1

Rovnice (22) se upravi na tvar
2n j-1 Al 2n
1j=ZGi(Zle' o +Q_,j=ZG,.Jj (23)
i=1 k=1 i=1

kde J ; znaci vektor konvolutorniho integralu v kroku ,, j “. V kroku ,, j +1 ma tento vektor

po Uprave tvar
4 i (t—ty) AAt < Ai(t;=1)
Qe +Q,, =M Qe +Q, |+Q,, (24)
k=1 k=1

coz je rekurentni tvar pro vypocet konvolutorniho vektoru, ktery lze zjednodusen¢ zapsat ve
tvaru

J,=e""3,+Q (25)

Jj+l1

Rovnici (19) Ize pak pro mista na rotoru piepsat do tvaru
qR = qf _qf _sz " (26)
q“ =q" -q;" -G3,Q"

kde jsou neznamé veli¢iny odezva na rotoru vazbové sily.

Pro odezvu samostatného statoru v mistech vazeb s rotorem je mozné psat
SR SR SR S
q" =q, +q; +G'Q 27)

kde G* je modalni matice ,,samostatného* statoru.

Vazby mezi rotujici a nerotujici ¢asti mohou byt v obecném piipadé funkci
kinematickych veli¢in. Jednou zmozZnosti pro vyjadfeni sil ve vazbach mezi rotujici a
nerotujici ¢asti je

Q" =K(@" -q")+B(@" -¢")+M(@" -q*) (28)
kde matice K, Band M jsou obecn¢ zavislé na zobecnénych vychylkach a rychlostech. Pro
rychlosti a zrychleni v ¢asovém kroku vypoctu ,, j “ Ize pouzit napt. vztahy

q, -9, . qj_ij—1+qj—2
,q" = 29
a0 AF? 29)

Dosadime-li do rovnice (28) za rychlost a zrychleni z (29), pro ¢asovy krok vypoctu ,, j , se

q;,=

po upraveé obdrzi

qRS _qSR _GVQV — qu (30)



kde

B 2M M
q; =G HA_t +Fj(qfsl -q7")) —A—tz(‘lffz -q7, )} (31)
a dale
-1
G’ :(KJFAEJF%) (32)
t t

Vysledny tvar rovnice pro feSeni se ziska tpravou rovnic (26), (27), (30) a ma tvar

E 0 0 Gj|(dqd]| |q-q

0 E 0 Gy ||[d|_|a°-q (33)
0 0 E -G°| q* q +q"

0 E -E -G"||Q q,

5 Metoda trigonometrickych kolokaci

Reseni odezvy pii vynuceném ustileném kmitani, které bylo uvedeno v predchozi
¢asti prispevku, kdy se predpoklada buzeni i odezvu rovnou celociselnému nasobku otdckové
frekvence. U nelinearnich uloh je znamo, Ze v odezvé¢ pii buzeni jednou harmonickou slozkou
jsou buzeny subharmonické, ultraharmonické, nebo subultraharmonické slozky frekvence
buzeni. Obecné Ize do feSeni zahrnout libovolny subharmonicky, nebo ultraharmonicky
nasobek zékladni frekvence buzeni.

Jeden z moznych algoritmt feSeni uloh je ten, kdy je nelinearni funkce uvazovana na
pravé strané¢ pohybové rovnice. V nékterych piipadech je vhodnéjsi zahrnovat pridavné
ucinky vazebnych elementl na levou strané pohybové rovnice. Je to zejména v piipad¢, kdy
jsou znamy tenzory piidavnych hmotnosti, tlumeni nebo tuhosti. Zahrnuti nelinedrnich
vazebnych elementl na levou stranu pohybové rovnice je také vyhodné pokud je zakladem
modalni metoda, tedy kdy je nutno stanovit matice dynamickych poddajnosti, nebo modalni
matice nelinearnich vazeb. Tuto metodu Ize vyuzit i pii feSeni nelinearnich tloh.

5.1 Metoda trigonometrické kolokace v kombinaci s MKP

Buzeni soustavy lze vyjadfit bud’ v redlném, nebo komplexnim oboru. V této kapitole
bude celd analyza provedena v realném oboru. Predpokladejme, Ze buzeni je periodické se
znamymi nasobky budici frekvence, kter¢ lze zapsat jako prvky mnoZiny v sprvky v, ve

tvaru
v={v}={1L23, .44, .43, .4 (34)
kde j=1-+n.Budici silu pii zahrnuti statického zatiZeni tak 1ze obecné vyjadrit ve tvaru
Q(1)=Q, +Z[Qs‘fsin(vja)t) +chcos(vja)tﬂ (35)

J=1



Reseni pohybové rovnice predpokladejme ve stejném tvaru

q(t)=q, +Z[qsl_sin(vja)t)+qcl_cos(vja)tﬂ (36)

j=1

Volba poctu a typu nasobkli zavisi na typu nelinearity vazebného elementu. Nelinearni
pohybova rovnice s ohledem na aplikaci metody trigonometrické kolokace v rotorovych
soustavach ma tvar

Mq" +Bq +Kq=Q() (37)

Z rovnice (36) pro rychlost a zrychleni plati

@ =D vofa,cos(s,01) - a,sin(v,en)]

! (38)

n

q" = vawz [—qu sin(vja)t) —q,cos (vja)tﬂ

J=1

Po dosazeni (38), (35) a (36) do (37) a porovnanim c¢lent u stejnych neznamych se po tprave
obdrzi

n n

Z_—Mvjz.wzsin(vjat) + ija)cos<vjat) + Ksin(vja)t)] q, = ZQS, sin(vjat)

= I (39)
Z:—Mv_/z.a)zcos(yl.a)t) - ijcasin(vja)t) + Kcos(vja)tﬂ q, = ZQC/cos(yia)t)

J=1 Jj=1

pficemz pro piehlednost byl vynechan zapis nelinearnich funkénich zavislosti u matic
hmotnosti, tlumeni a tuhosti.

V rovnicich (39) je (2n + 1) neznamych, proto s ohledem na fesitelnost je nutno druhé

dvé Casove zavislé rovnice psat nejméné pro n kolokacénich ¢asti. Goniometrické funkce jsou
pro dany Cas a nasobek konstanty. Konkrétni casové okamziky se stanovi rozdélenim nejvétsi
periody ve spektru odezvy na kone¢ny pocet hodnot. Jestlize dale oznac¢ime

C, =-Mv w’sin (v].a)t) +Bv,0 cos(v/.a)t) + Ksin(vl.a)t)
C = —va.a)zcos(vja)t) — By, wsin (vja)t) + Kcos(vja)t)

Cj

lze pro k -ty Cas ¢, psat

C, 0 Q, sin(v.a)tk) q,
c=| Q= 7 e =| (41)
0 C ~ Q, cos (vja)tk ) q.,

¢j J

Pak mé pohybova rovnice pro k -ty Cas tvar

K'q,+ Y Ciq,=Q, + Y Q) (42)
j=1 j=1



kde vychylka a rychlost q,, q; jsou vysledné aktudlni veli¢iny v Case ¢, . Na zakladé rovnice

(42) se sestavi pro vhodny pocet ¢asovych okamzikii soustava nelinearnich algebraickych
rovnic.

Velkou vyhodou této metody je, Ze pro popis funkénich zéavislosti nelinedrnich vazeb
lze pouzit stejné vztahy jako pfti feSeni pfechodového kmitani. Tyto jsou mnohem obecnéjsi,
nez vztahy pro feSeni ustalené¢ho kmitani. Toto je dano skutecnosti, ze jsou sestavovany pro
konkrétni ¢as ¢, a zndmou polohu a rychlost stiedu hiidele q, a q;.

Nevyhodou této metody je velky fad vysledné matice soustavy, zejména pii zahrnuti
vétSiho poctu frekvencénich slozek.

Popsany algoritmus lze bez problému rozsitit i na vypoctové modelovani vyuzivajici
modalni transformaci. Ve vztahu (42) se aplikuje modalni transformace. Pak zde bude misto
matice tuhosti spektralni matice a matici C']‘f je nutno upravit pravé s ohledem na modalni

transformaci. Vypocet se provadi v hlavnich soufadnicich. Zpétnou transformaci se obdrzi
odezva v soufadnicich fyzikalnich.

5.2 Metoda trigonometrické kolokace v kombinaci s MDP

S ohledem na aplikaci MDP bude analyza provedena v komplexnim oboru. Dale
predpokladejme, zZe ,,volnd‘ rotorova a statorova soustava jsou linearni a vazebné prvky mezi
obéma ¢astmi jsou nelinedrni. V dal§im se zaméfme pouze na feSeni ustalené slozky odezvy
pii kmitani kolem zndmé rovnovazné polohy. Buzeni i odezvu soustavy predpokladejme ve
tvaru

iv;ot -iv; ot iv;ot -iv; ot
Q(t):Z(stpe ' +QjPPe ’ )’ q(t)zz(quPe ' +quPe ' ) (43)
J=l J=l
Za piedpokladu shodnych pravostrannych a levostrannych vlastnich vektorti statoru v; se
dynamicka poddajnost statoru pro » tvarQi kmitu a j -tou slozku mnoziny néasobkii frekvence
buzeni vypocita ze vztahu

2n s sT

V. V.
G’ = E — (44)
! v.w—24
i=l i
Dynamicka poddajnost samostatné ,,volné* rotorové ¢asti odpovidajici j-t€¢ sloZce mnoziny
nasobkl frekvence buzeni se stanovi na zékladé vztahu

2n

viwr
G = Z— (45)

= v, — 1,
Rozdélenim dynamické poddajnosti na submatice, jejichz tad je specifikaci mist buzeni a
misty vazeb mezi rotorem a statorem pro j -tou slozku soub&ézného a protibézného buzeni je

q; Q"
/= / 46
Lli-“} LQ? } )

G* G*

Jn J12

R R
GJZI szz




Za ptedpokladu, Ze je tfeSen ,,volny* rotor, pro j-tou slozku odezvy na rotoru a v mistech
vazeb se statorem plynou z rovnice (46) vztahy

R _ ~R R
qu_GfllQ./

a¥ =G Q! “n
nebo také
qf] [Gf 0 .. 0 [[QF]
qu 1o GZI w0 !
q. | [0 0 .. G;|Q
¢ [GE 0 .. 0 QF 49
qus |0 Gi] w0 X
q0 | |0 0 .. G |QF
a zkracené
q, =G;Q" 49)
q,” =G, Q"
Pro odezvu ,,samostatné* statorové ¢asti v mistech vazeb s rotorovou ¢asti plati vztah
q | [GS 0 .. 0]Q
q,, |0 G .0 Q) (50)
q, 0 0 .. GJ|Q
a zkracené
q, =G'Q" (51)

Pro vazebné Cleny mezi rotorem a statorem, které mohou tvofit samostatny dynamicky
subsystém, lze pii pouziti podminek rovnovahy a kompatibility pohybovou rovnici pro
soubéznou precesi psat ve tvaru

Zn:[(K - v‘fa)zM) +1 vja)B] (qu -q ) e = Zn:Q?ei K (52)
Jj=1 Jj=1

kde matice M, B, K jsou obecné¢ nelinearni funk¢ni zavislosti na vychylce a rychlosti
Zkréacené lze tuto rovni pro k -ty kolokac¢ni cas vyjadrit jako

> (af —a)= Qe (53)
j=1 =1



kde

C) =[(K" =v&'M" ) +iv,wB* | (54)
Rovnice (53) po detailnéjsim zapisu pro m kolokacnich cast je
_Ei Elz EL | qu _qu e"E &"™E .. ¢"E || Q]
C C .. G|a°-a"|_|¢"E " E .. ¢""E| Q] 55)
c o E': Q¥ -q*| |eM™E ¢™"E .. ¢""E| Q/
Rovnici (55) 1ze zapsat ve tvaru,
C (¢" -q*)=DQ" (56)
Cleny obdélnikové matice D jsou pro konkrétni kolokaéni &asy ¢&isla. Po ipravé mé (56) tvar
(" -q™)=G"Q’ (57)
kde
G"'=C"D (58)

Vysledna rovnice pro feSeni vynuceného ustaleného kmitani s vyuzitim rovnic (49), (51) a
(58) méa po upravé tvar

E 0 0 Gj|q| |qf

0 E 0 G |(q°|_|a” 5
s SR | — ( )

0 0 E -G°lq 0

0 E -E -G || Q" 0

coz je soustava nelinedrnich rovnic algebraickych rovnic.

Poznamka

Celkovy algoritmus feSeni odezvy pii vynuceném ustdleném kmitdni metodou
trigonometrické kolokace je nésledujici:

e Vypocet modalnich vlastnosti ,,volnych* rotorovych soustav.

e Vypocet modalnich vlastnosti ,,samostatné* statorové soustavy, nebo jejich stanoveni
experimentalné.

e Vypocet odezvy ,,volné* rotorové soustavy.

e Sestaveni matice soustavy a pravé strany pro feSeni soustavy nelinedrnich rovnic, pfic¢emz
v kazdém kroku iterace a konkrétni koloka¢ni €as je nutno sestavit vyslednou odezvu a
rychlost, na zakladé kterych se stanovi pfidavné hmotnosti, tlumeni a tuhost nelinearnich
vazeb.



6. Algoritmus FeSeni rotorovych soustav

Jedna z moznosti analyzy dynamickych vlastnosti rotorovych soustav je zalozena na
syntéze subsystémil. Na aplikaci tohoto piistupu byl z velké ¢asti zaméten piispévek. Postup
sestaveni vypocCtovych modell, véetné uloh je uveden zejména v (Malenovsky, E. 1999,
Malenovsky, E. 2004, Malenovsky, E. 2002).

Ptidavné uc¢inky dynamického subsystému, ktery je mezi rotujici a nerotujici ¢asti Ize
v podstaté zahrnout (ptidat) k celé rotorové soustaveé dvéma zpiisoby.

Prvni zplisob je zaloZen na vypoctu sil, které se piidavaji na pravou stranu pohybové
rovnice. V tomto pifipadé je feSena celd rotorova soustava kompletné, vcetné napf.
tekutinového subsystému. Vypoctovy model vnitifnich sil plsobicich na htidel vychazi
zpravidla z jednoduchého matematického modelu. Casova naroénost vypoétu by méla byt co
nejmensi, cemuz odpovidaji i modely nelinearnich vazeb.

Druh4 moznost je, zahrnout dynamické ucinky nelinedrnich vazebnych elementti na
levou stranu pohybové rovnice. S ohledem na jeji tvar je vhodné, znat matice hmotnosti,
tlumeni a tuhosti, a tyto pfiddvat k maticim, které jsou sestaveny pouze pro samostatnou
hiidelovou c¢ast. Pokud by tyto piidavné ucinky byly zavislé na nékolika parametrech, je
simultanni vypocet s ohledem na algoritmus i ¢asovou ndro¢nost témét nemozny. Pokud by
vSak byly funkci napt. pouze jednoho parametru, jejich zahrnuti by bylo pomérné snadné.
Navic, pokud by bylo mozno provést analyzu dynamickych vlastnosti pfisluSného subsystému
ve vhodném programovém prostiedi, 1ze pouzit i kvalitni matematicky model dobie popisujici
jeho redlné chovani. Napft. v pfipadé hydrodynamického subsystému (kluzné loziska, tlumice,
spary atd.), by byl vhodny vypocétovy systém zaméteny na hydrodynamiku, obecné CFD
(Computational Fluid Dynamics), napt. FLUENT. Dale napt. v pfipadé elektromechanickych
vazeb by bylo vhodné provadét analyzu ve vypoctovém prostiedi, ktery je vhodny na tlohy
elektrotechniky (ANSYS s moduly vhodnymi na tlohy elektrotechniky).

Ve vsech téchto pripadech by vSak bylo vhodné, aby vypoctovy model zavisel pouze
na jednom parametru, v pfipad¢é rotorovych soustav na poloze stfedu htidele. K dosazeni
tohoto cile je nutno pro sestaveni vypoctového modelu pouzit specialni transformace. Nékolik
takovych transformaci navrhl Pochyly (VUT FSI Brno). Analyza dynamickych subsystému
pak spociva ve vypoctu databaze pridavnych u¢inki pro dany parametr, jak jiz bylo uvedeno
v piipad¢ rotorovych soustav napt. pro polohu stiedu hiidele. Piehled matematickych i1
vypoctovych modelii v€etné transformacnich vztahti pro kluzna loziska, hydrodynamické
tlumice, tésnici spary atd., je uveden napt. v (Malenovsky, E., Pochyly, F. 2001, Malenovsky,
E., Pochyly, F., Klas R. 2003).

V ptipadé, Ze je provaddéna vypoctova simulace, resp. feSeni v Casové oblasti, napf.
metodou pfimé integrace, tak se pro danou polohu stfedu hiidele ptidavaji k hiidelové casti
matice pfidavnych Uc€inkd. V obecném piipadé matice hmotnosti, tlumeni a tuhosti. Nova
poloha v daném ¢asovém okamziku, se pro dané buzeni nalezne iteracnim postupem. Témet
stejny algoritmus lze vyuzit pro vypocet odezvy pii konstantnich i proménnych otackach.
V piipad¢ horizontdlné uloZenych rotord je nutné nejdiive nalézt staticky rovnovéaznou
polohu.

Ponékud odlisny pfistup je nutno zvolit v pfipadé feSeni odezvy pii vynuceném
ustdleném kmitdni. Pokud se ptedpoklada trajektorie blizkd kruhové a rotor kmitd malymi
kmity kolem staticky rovnovazné polohy, lze pouzit databazi, ve které je poloha stfedu hiidele
dana pouze amplitudou kmitdni. Tento piistup lze pouzit zejména v piipadé harmonického



buzeni a za predpokladu 1 harmonické odezvy. Obdobné je tomu u svislych rotorovych
soustav, kdy se neuvazuje staticky rovnovazné poloha.

V ptipad¢ teSeni periodické odezvy ustaleného kmitani, nebo i v pfipadé kmitani
nelinedrnich rotorovych soustav s riznymi néasobky budici frekvence, pokud se vyuziva
vytvotfena databaze ptidavnych uc¢inkd, je mozné pro feSeni odezvy vynuceného ustaleného
kmitani pouzit pouze metodu trigonometrickych kolokaci. Rozd€lenim nejvétsi periody na
diskrétni casové okamziky je v podstaté dana i poloha stfedu htidele. Zde, Casové zavislé
slozky polohy, které jsou zavislé na funkcich sin (kwt), cos(kot), resp. e”**, jsou pro dany

kolokac¢ni ¢as stanoveny explicitné. Pak také jsou pro dany kolokacni ¢as (kolokacni polohu)
stanoveny matice piidavnych ucinkiti. K vypoctu amplitud jednotlivych nédsobki budici
frekvence je nutno pouzit iteracni procedury. Dosavadni zkuSenosti naznacuji pomérné
znacnou numerickou nestabilitu, zejména v ptipadech feSeni vice nasobkt a také v ptipadech
kdy vyssi nasobky maji podstatné mensi amplitudy ve srovnani s amplitudou na prvnim
nasobku. Rovnéz se zde ukazuje 1 zavislost (numerickd nestabilita) na volbé kolokacnich
casu.

Obecn¢ vsak velkou vyhodou koloka¢ni metody v dynamice je moznost pouziti Casove
zavislych ptidavnych G¢inkt i pro analyzu odezvy vynuceného ustdleného kmitani.

7. Technické aplikace

Uvedené metody byly testovany a porovnavany na celé¢ fadé modelovych tloh. Po
dikladném otestovani byly rovnéz pouzity pii feSeni tloh technické praxe. Pfi feSeni témét
vSech tuloh byla sestavena celd fada vypoctovych modeld na rizné rozliSovaci urovni. Tento
postup je nutny pro analyzu a zahrnuti vSech podstatnych parametrii, které¢ ovliviiuji feseni.
Zde budou pouze ptehledove ukdzany neékteré technické ulohy.

7.1 Malé vodni elektrarny SKM98-600 a SKM98-500

Oba typy malych vodnich elektraren maji vzdy dvé soustroji s kaplanovymi turbinami.
schéma je na obr. 2, vypoctové schéma pak na obr. 3.

Hiidelova ¢ast je koaxidlni, pfi¢emz vnitfni hiidel se neotaci a slouzi pouze pro
regulaci nataceni lopatek turbiny. Vypoctovy model zahrnoval i poddajnou vazbu soustroji na
zakladni téleso.

Vypocty zahrnovaly analyzu modalnich vlastnosti, Campbelliiv diagram a odezvu pfi
vynuceném ustaleném kmitani pfi buzeni jak nevyvahou, tak s buzenim na frekvenci, ktera
odpovidala paté harmonické slozce s ohledem na pocet rotorovych lopatek.

U zakaznika pfimo na elektrarné¢ byla provaddéna experimentdlni analyza, kterd
potvrdila vysledky vypoctového modelovani. Na zaklad¢ vypoctového modelovani byla totiz
navrzena fada Uprav.

7.2 Letecky motor AI-25

Letecky motor je dvouhtidelovy s koaxialnimi hiideli a dvouproudy. Schéma motoru
je na obr. 4 a vypoctovy model na obr. 5. Oba rotory maji rozdilné otacky. Pro analyzu tohoto
typu rotorovych soustav byl vyvinut zvlastni software. Podstatou modelu je opét syntéza



dil¢ich dynamickych subsystémd, kterymi jsou v tomto pfipadé dva rotory a stator poddajné
vazan ke kiidlu letadla. Vypoctovy model nasledné umoznoval analyzu modalnich vlastnosti,
ustalené odezvy i pro vypoctovou simulaci. I zde je nutno pfipomenout, ze se jedna o
nelinearni dynamicky systém, tedy feSeni problému vlastnich hodnot postradd smysl. U
leteckého motoru byla provedena analyza modalnich vlastnosti pro danou ustalenou slozku
odezvy.

Obr. 2 Dispozi¢ni usporadani malé vodni elektrarny
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Obr. 3 Vypoctovy model turbiny malé vodni elektrarny
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Obr. 4 Schéma leteckého motoru
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Obr. 5 Vypoctovy model motoru

U tohoto leteckého motoru dochazelo Casto k havariim spojenych s kontaktem mezi
rotujici a nerotujici ¢asti.

Vysledky vypoctového modelovani ukdzaly na nevhodnou polohu umisténi
hydrodynamického tlumice, kde se nachazi uzlovy bod kmitani celé soustavy a zejména pfi
relativnim pohybu obou htideld. ten pak neplni svoji funkci. Vlastni frekvence tohoto tvaru
kmitu se nachdzi v pdsmu provoznich otacek V takovém ptipadé je tlumi¢ malo funkéni a

neutlumi kmitani vybuzené nevyvahou. Obdobny model byl sestaven pro analyzu podobného
leteckého motoru DV2.



7.3 Univerzalni ¢erpadlo tekutin Fady BETA

Jednd se o univerzalni Cerpadlo jak pro Cerpani pitné vody, ale také napt. pro Cerpani
napt. nafty. Schéma motoru je na obr. 6 a vypoctovy model na obr. 7. S ohledem na moznost
dodavky do zemi postizenych Castymi zemétiesenim byl prvofadym pozadavkem prokazat
vypoctovym modelovanim seismickou odolnost. Kompletni ¢erpadlo bylo k dispozici na
VUT FSI vBrmé a bylo mozno provést kompletni experimentdlni analyzu dynamickych
vlastnosti jak za klidu tak i za provozu a nasledné provést porovnani s vypoctovym
modelovanim.
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Obr. 7 Vypoctovy model cerpadla



Experimentalni analyza samostatné statorové casti (zejména konzoly) umoznila
stanovit modalni vlastnosti. V tomto piipad¢ bylo ¢erpadlo smontovdno bez hiidelové ¢ésti.
Modalni vlastnosti pak bylo mozno pfidat k vypoctovému modelu a provést poméerné
rozsahlou vypoctovou analyzu dynamickych vlastnosti celého Cerpadla. Navic zde byla
moznost provést analyzy modalnich vlastnosti samostatné statorové ¢asti (konzoly) i celého
cerpadla v systétmu ANSYS. Zde byly ziskdny cenné poznatky tykajici se modelovani
dynamickych vazeb rtizného typu, které se vyskytuji v rotorové soustavé daného typu. Dale
byla provadéna rozsahlé experimentalni analyza Cerpadla za rotace.

7.4 Napajeci ¢erpadlo fady CND

Schéma cerpadla je na obr. 8 a vypoctovy model na obr. 9. Na obrazku 8 je starsi typ,
ktery byl inovovan. U nové¢ navrzeného typu Cerpadla byl jiny pocet obéznych kol a doslo ke
konstrukénim tpravam loziskovych konzol.

Cilem vypoctové analyzy bylo zejména prokazat, zda béhem provozu pii pomalé
zmeéné otacek (odezva pfi vynuceném ustidleném kmitani) je amplituda kmitani htidele
v pfijatelnych mezich danych normou ISO.

StéZejnim mistem ovliviyjicim dynamické vlastnosti, zejména modalni, se ukazal
konstrukéni uzel loziskové konzoly, tedy zejména jeji dynamickd poddajnost. Za ucelem
zjisténi modalnich vlastnosti byl proveden experiment i vypocCtovd analyza v systému
ANSYS. Protoze se jednalo o novy konstrukéni navrh, byl jak vypocet, tak 1 experiment
proveden nejdiive na star$i konzole. V tomto ptipad¢ se jednalo pouze o analyzu moznosti
vypoctového modelovani. V pfipadé modelu nové konzoly tak bude velkd zaruka, Ze
vypoc¢tovy model bude spravny. Poté byla provedena vypoc¢tova analyza modalnich vlastnosti
nové konzoly.

Vypoctovy model celého cerpadla pak zahrnoval vysledky analyzy nékolika dil¢ich
subsystéml, zejména spar, lozisek a poddajnych konzol.

7.5 Cerpadlo na tekuté soli

Jedna se o vyznamné technické dilo. Cerpadlo lze vyuzit pro zpracovani jaderného
odpadu a zkratit tak polocas jeho rozpadu. Schéma motoru je na obr.10 a vypoctovy model na
obr. 11. Unikatnost také spoc¢iva v systému prace pti navrhu. Nejdiive byla provedena tada
praci spojenych s vypoctovym modelovdnim, na kterém se podilela fada podniki a instituci.
Kromé jiného sméfovaly tyto prace k analyze dynamickych vlastnosti Cerpadla za rotace.
Experimentalni analyza byla provedena u samostatné hiidelové ¢asti, u ¢erpadla bez tekutiny,

u Serpadla s vodou pii pokojové teploté a nakonec s tekutou soli pii teploté cca 400°C .

Vypoctova analyza byla provadéna na nékolika urovnich, byla provadéna na nékolika
pracovistich a zahrnovala nékolik védnich oborti. Byla ptikladem interdisciplinarniho pfistupu
k analyze zatizeni vyuZzivajici novou technologii.

Cilem vypoctového modelovani dynamickych vlastnosti rotorové soustavy bylo
stanovit modalni vlastnosti za rotace a odezvu pii vynuceném ustdleném kmitdni.
Nékolikalety sled praci vyustil v navrh Cerpadla, které pii provoznich podminkach splnilo
nejpiisnéjsi normy ISO.
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8. Zavér
V pfispévku je zejména uveden novy pfistup k vypoctovému modelovani
dynamickych vlastnosti slozitych rotorovych soustav. Novy pfistup je zaloZzen na syntéze

dynamickych subsystémi. Dynamické vlastnosti dynamickych subsystémii Ize stanovit
s vyuzitim jak vypoctového tak 1 experimentalniho modelovani.



Ptehled metod a moznosti vypoctového modelovani zahrnuje vSechny pozadované
dynamické vlastnosti, ve smyslu normy ISO, které musi spliiovat kazdy vyrobek. Pravé
moznost syntézy dynamickych vlastnosti riznych subsystémt stanovenych jak na zakladé
vypoctu, tak 1 experimentu dava zcela novy pohled na moZznosti vypoctového modelovani.

Vypoctové modelovani je pouze jednou z moznosti analyzy dynamickych vlastnosti.a
nelze je ptfecefiovat, ale ani podcetiovat. Dobré vstupni parametry do vypoctového modelu,
které dobie vystihuji redlné chovani dynamické soustavy davaji predpoklad tomu, ze i
vysledky vypoctového modelovani budou ve shodé€ s chovanim reélné rotorové soustavy.
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