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LATERAL BUCKLING - ASSESSMENT BY CODES / FEM
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Summary: The loss of elastic stability caused by both lateral and torsional de-
formations of bent beams is called lateral buckling. The most typical cases of late-
ral buckling of beams are covered by the Czech Code CSN 73 1401 [1]. In the
real world we often need to solve structures where the application of the Code
comes short. When it happens the finite element method (FEM) is the most conve-
nient way we can use. Standard FEM calculations result in the linear (bifurca-
tion) stability limit, but using only this number is not enough. We want to apply
the experience collected in the Code concerning geometrical and material imper-
fections and factors of safety. This paper at first illustrates these problems on
some simple beams but also provides a solution of a real compound beam used in
house construction.

1. Uvod

Klopeni je pficné a torsni ztrata stability ohybem namahanych nosniki. Je charakterisovano
vybocenim tlacené pésnice napt. I- nebo U-profilu. Hlavni pti¢inou je malé torsni tuhost val-
covanych otevienych profili: je-1i jejich pficny rozmér a a tloustka stény s, pak jsou ohybové
tuhosti (fadu @’.s) podstatnd v&tsi nez tuhost torsni, fadu a.s’. Proto také neni tieba nosnik
vySetfovat na klopeni, ma-li velikou torsni tuhost (uzavieny profil), ohyba-li se v rovin€¢ mi-
nimalni ohybové tuhosti, nebo je zabezpecen bud’ proti vyboceni z roviny ohybu, nebo proti
pootoceni prifezil.

Navod k vypoétu celistvych pruti na klopeni obsahuje norma CSN 73 1401 ,,Navrhovani
ocelovych konstrukei® [1] pro fadu typickych zdkladnich ptipadii. Technicka praxe vSak né-
kdy vyzaduje posoudit na klopeni utvar, na n¢jz (nebo na jeho zatizeni) neni norma bezpro-
sttedné aplikovatelnd. Pak se uchylujeme k numerickym vypoctim linearni (bifurkacni) meze
stability napt. metodou kone¢nych prvki. Pii hodnoceni vysledki takovych vypoctl je nejvys
zadouci vyuzit souhrnu technickych zkuSenosti v normé obsazenych a tykajicich se piedpo-
kladanych imperfekci feSeného utvaru, volby bezpeénosti proti ztraté stability a pod. Touto
problematikou se zabyva nas ptispévek, nejprve na nékolika jednoduchych prutech porovnava
vysledky normovych a prvkovych vypocti. Na konkrétnim piikladu ¢lenéného prutu z praxe
pak dokladé pouzitelnost popsaného postupu.
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2. Posouzeni prutu na klopeni podle CSN [1]

Pro jednoduchost se omezime na pruty tfidy 3 ve smyslu [1], ¢1.6.3.2, tj. ptedpoklddame
pouze jejich plnou pruznou Unosnost. V ¢lanku 6.8.2.2 se limituje jejich ohybovy moment
(Jako globalni nominalni prifezova hodnota) veli¢inou My r4, jeZ zavisi na mezi kluzu oceli
fy» hodnot¢ elastického modulu odporu v ohybu W,y a souciniteli vzpérnosti pti klopeni yir
podle vztahu (stejny index ,,y* zna¢i u ,,f* mez kluzu, u ,, W* elasticky modul ve sméru ma-
ximalni ohybové tuhosti, jde jen o ndhodnou shodu)

My ra = Jir-Wery.fy/ (D
kde [1] v ¢l.6.1.1 predpisuje hodnotu dil¢iho soucinitele spolehlivosti materialu = 1,15.
Soucinitel vzpérnosti i1 zavisi na pomérmé $tihlosti pti klopeni ALt vztahy
Jir=Min{l;[@ + (& - 1'.1H)"T", kde @=[1 + ay(A' 1= 0.2) + A'117)/2 Q)
V (2) zna¢i a; soucinitele imperfekce, jemuz je podle [1], ¢l. 6.8.1.1 a 6.8.2.2 pro kiivku
vzpérné pevnosti a odpovidajici klopeni valcovanych profili pfedepsana hodnota o = 0,21.
Pomérna stihlost A*Lr je ddna vzorcem
ﬂ«*LT = ﬂLT/ﬂl, (3)
kde A, znaci srovnavaci Stihlost
A= (Elf,)"? a 41=93.9 (4)
pro modul pruznosti v tahu £ = 210000 MPa a pro nejb&zngjsi pevnostni tfidu oceli S235
s mezi kluzu f, = 235 MPa. Z vyrazli (4) a (5) je vidét, Ze se Stihlost prevadi na klasicky
Euleriv vzpér oboustranné kloubové ulozeného tlateného prutu, v némz pii srovnavaci
Stihlosti A; panuje v prifezu tlakové napéti rovné praveé mezi kluzu f;. Ve vzorci (3) znaci At
kritickou Stihlost pii klopeni, kterou lze — v zavislosti na okrajovych podminkach a prab&hu
ohybového momentu podél prutu - urcit pro n¢kolik typickych prifezi z normativni ptilohy G
v [1]. V obecném piipadé je pomé&rna Stihlost A"t vazana s kritickym ohybovym momentem
M., (ktery pfi pruzném plsobeni zplsobi kolaps) vztahem
Air = (Wayfy/Me)” (5)
Do vypoctu podle [1] vstupuji v piiloze G samoziejmé délka pole, vyska profilu a krome
standardnich parametrii (ob&é ohybové tuhosti) i hodnoty méné b&zné: torsni tuhost volna i
stisnéna, stied smyku. V ptiloze G jsou zpracovany nasledujici ptipady: krakorec (konstantni
moment, spojité rovnomérné zatizeni, soustiedénd sila na konci), prosty nosnik s variantami
okrajovych podminek kloub/vetknuti pro oba ohyby a torsi a pro Ctyfi typické prubehy ohy-
bového momentu (obecny linedrni pribéh, spojité rovnomerné zatizeni, soustiedéna sila upro-
stied), respektuje se vzdalenost plisobisté zatizeni od stiedu smyku, rozliSuje se, zda zatizeni
pusobi na tlatené nebo na taZené pasnici profilu. Moduly pruznosti £ a G vstupuji do vypoct
jen nepiimo, pfes mez kluzu f; a srovnavaci $tihlost A;. Pro ilustraci jest¢ uvadime v tab.1
hodnoty pomérnych Stihlosti A 1, soudiniteld vzpérnosti yir a odpovidajicich pomért
M/ Wey.fy. Je zni mj. vidét, Ze norma [1] voli pro pomérnou Stihlost ALt = 1 hodnotu bez-
pecnosti proti ztraté stability klopenim rovnou 1/y11 = 1,5.
Tabulka 1. Zavislost souCinitele vzpérnosti a pomérného kritického momentu na Stihlosti
Stihlost A 7 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
vzpérnost yir | 1,000 | 0,953 | 0,890 | 0,796 | 0,666 | 0,530 | 0,418 | 0,333 | 0,270 | 0,223
Uyt 1,000 | 1,050 | 1,124 | 1,257 | 1,502 | 1,887 | 2,393 | 3,001 | 3,700 | 4,486
M/ Wiy fy 25,0 | 6,25 | 2,78 | 1,56 | 1,00 | 0,694 | 0,510 ] 0,391 | 0,309 | 0,250




Protoze [1] pokryva jen fadu zékladnich variant klopeni nosnikti, mohou v praxi vznikat
pochybnosti, zda se snazit konkrétni pfipad na normu vice ¢i méné nasilné ,,naroubovat®, ¢i
zda je lepsi pouzit jiny universalnéjsi numericky postup, jehoz jednu variantu popiSeme.

3. Ur¢eni kritického zatiZeni metodou kone¢nych prvki (FEM)

Vypocet sestava ze dvou krok:

a) standardniho statického feseni, které ur¢i posuvy U i prvotni napéti oy pro dané zatizeni. Po
diskretisaci jde o feSeni soustavy linearnich rovnic (K je globalni tuhostni matice, b je dis-
kretisovana podoba zatiZeni)

Ku=Db (6)
b) feSeni obecného problému vlastni hodnoty
[K—p.G(op)].u=0 (7)

kde jsme naznacili zavislost geometrické matice G(op) na prvotnim napéti op. Vysledkem
jsou vlastni ¢isla p; a jim pfislusné tvary ztraty stability U;. Tuhostni matice K je positivné
definitni, matice G(op) je obecné indefinitni, proto vlastni ¢isla p; mohou byt kladna i za-
porna. Nejmensi kladné ¢islo pmin pak uréuje zatizeni b, Gtvaru pfi ztraté stability, které je
formalné dano vyrazem
bcr :pmin-b (8)
Tento postup feSeni problému elastické stability je implementovan v tuzemském souboru pro-
gramti metody konecnych prvkia PMD [2], pouzivaném firmou VAMET s.r.0. Vlastni veli-
¢iny pi a U; se urcuji metodou iteraci na podprostoru, kterd snadno zpracuje i problémy
s blizkymi a nasobnymi vlastnimi ¢isly. Fysikalni vyznam pfitom maji nejen kladna vlastni
Cisla, ale 1 zapornd — znamenaji pouze kritickou mez, ktera nastane pii zmén¢ znaménka zati-
zeni. Tak lze napf. pti jednom vypoctu stanovit obé kritické meze, platné pro zatizeni tlacené i
tazené pasnice I- nebo U-profilu.

Pro navéazani takto ziskanych vysledkii na pravidla vypoctu obsazend v [1] nestaci pouhé
urceni kritického zatizeni z rov.(8). Protoze [1] omezuje vztahem (1) ohybovy moment v
prutu, je Gcelné stanovit kritickému zatizeni b., odpovidajici moment M,,, z (5) pak urcit po-
mérnou $tihlost A"Lt a kone¢né zrov. (2) a (1) spocist moment Unosnosti pii ohybu My rg.
Ptipomenime, Ze u komplikovanéjSich utvari miize byt potiebné urcit n€kolik hodnot M., k
¢emuz je nutno vzit na pomoc i ptislusné tvary ztraty stability u;. Jako ptiklad mize poslouzit
prosté podeptfeny nosnik s pievislym koncem, zatizeny jak v poli, tak na pfevislém konci, u
n¢jz je obecné tieba urcit ptipustny ohybovy moment v obou téchto mistech. Domnivame se,
ze navrzeny postup je korektnéjsi a bliz§i duchu [1], nez pouhé limitovani zatiZzeni hodnotou
(zvolené) bezpecnosti vii€i ztraté stability.

4. Porovnani vysledki vypoétu podle CSN a FEM

Jako ptiklad byl vybran oboustranné prosté podepteny nosnik délky 6 m o profilu 120 resp.
U20, zatizeny soustiedénou silou uprostted. Zatizeni piisobilo bud’ na tlacenou pésnici, nebo
na stojinu, nebo na tazenou pasnici profilu. Pfi vypoctu FEM bylo zatizeni alternativné reali-
sovano na linii pasnice (kolmé k ose nosniku), na malou plochu povrchu pasnice resp. na plo-
chu pfi¢ného fezu stojiny. Soustiedéné zatiZeni jediného uzlu sité prvkl je nevhodné, nebot’
vyvolava nerealné lokalni $picky napéti. Pfedbézné testovaci vypocty prokazaly, ze pfi diskre-



tisaci valcovaného profilu isoparametrickymi prostorovymi Sesti- a péti-stény s 20-ti a 15-ti
uzly (tedy zhruba feceno s kvadratickou interpolaci posuvii po prvku), jsou jiz pii jediném
prvku po tloust’ce profilu vyborné vystizeny jak obé ohybové, tak Saint-Vénantova i sektori-
alni torsni tuhost. Vysledky vypocti jsou shrnuty v tab.2, je z nich vidét velmi dobrou shodu
obou postupil. Pro profil 120 jsou tvary ztraty stability naznaeny v obr.1. Postupné¢ rostouci
délky vektoru zatézovaci sily odpovidaji ristu meze stability se zménou jejiho pisobiste.

zatizeni: tladena pasnice stojina tazena pasnice

Obr. 1. Tvary ztraty stability klopenim prostého nosniku 120

Tabulka 2. Vysledky vypoétii inosnosti nosnikil pfi ohybu (klopeni) podle CSN a FEM

Stihlost A'Lr | vzpérnost yit M My ra My rd
profil - - Nm Nm -
misto zatizeni | CSN | FEM | CSN | FEM | CSN | FEM | €SN | FEM | FEM/CSN
120
tlacend pasnice | 1,274 | 1,289 | 0,485 | 0,477 | 30982 | 3028721216 | 20850 | 0,9828
stojina 1,186 | 1,194 ] 0,539 | 0,534 | 35736 | 35271 ] 23558 [23341| 0,9908
tazend pasnice | 1,105 | 1,108 | 0,593 | 0,591 | 41218 | 40960 | 25927 | 25823 ] 0,9960
U20
tla¢end pasnice | 1,155 | 1,192 ] 0,559 | 0,535 133620 |31612]21808 | 20894] 0,9581
stojina 1,054 | 1,091 ] 0,628 | 0,602 | 40381 | 37686 ] 24497 [ 23494 0,9591
tazend pasnice | 0,962 | 1,002 | 0,692 | 0,664 | 48504 | 4469227011 | 25920] 0,9596

5. Priklad z praxe: stanoveni tinosnosti sloZzeného prutu FEM

Pti stavbé nizkopodlaZznich domi 1ze pouZit tzv. metodu zvedanych stropt. Schéma je v obr.2:
na stavbé se nejprve upravi zaklad a vztyci Sest Zelezobetonovych sloupti na nichz spocivaji
tfi dvojité ocelové nosniky, slouzici pro zvedani stropt za pomoci Sesti zavitovych vieten. Jde



o prosté podepiené nosniky s previslymi konci, zatizené vieteny blizko podpor, pritbéh mo-
mentu je odliSny od pfipadi uvedenych v [1]. Vzdalenost podpor je 6 m, nosniky je
z konstrukénich diivodt vyhodné slozit z U-profilti, zvolen byl profil U20. Pivodné se pied-
pokladaly dva U-profily, propojené jen v mistech zatizeni vieteny (varianta A). Po ptedbéz-
ném rozboru bylo rozhodnuto spojit oba U-profily i v mezilehlych partiich (varianta B) — viz
obr.3. Staticka napéti se v obou piipadech téméi nelisi, podstatny rozdil je v klopeni: diky této
upravé vzrostla mez stability 2,87-krdt a pokles tnosnosti zplisobeny klopenim se snizil
z 15% na 5% - viz tab.3. V obr.3 jsou pro oba pifipady naznaceny tvary ztraty stability, je
z n&j nazorné vidét, jak ,,spoluprace* obou U-profill pfispiva k stabilit¢ Gtvaru. U varianty B
je tteba vénovat pozornost i spojovacim prvkim (napf. deskdm) obou U-profilti. Samotné
statické zatizeni v nich sice vyvolava jen nepatrnd napéti, piesto se vSak nesméji poddimen-
sovat. Pii extrémné slabych deskdch by nastala ztrata stability nejdiive u nich, a nikoliv
klopenim podélnych U-profili. Nejspolehlivéjsi zptisob jejich hodnoceni vychdzi z prubeht
napjatosti pii relevantnim tvaru ztraty stability: napjatost spoji by méla byt pfimétené (od-
hadujeme asi 0 30 % az 50 %) mensi, nez napjatost samotnych nosnikd.

Tabulka 3. Unosnost nosniku U20 pro zvedané stropy

Obr.2. Schéma metody zvedanych stropt

varianta kriticky moment Stihlost vzpérnost moment
M [Nm] At [-] it [-] My ra [Nm]
A 92562 0,69639 0,84944 33154
B 265532 0,41114 0,94983 37072
) sloup
stropni deska
o e o I
vieteno
e T
1 sloup |
_ vFeteno
= =l =]




varianta A varianta B

kriticky ohybovy moment: 92562 Nm 265532 Nm
(pro jeden U-profil) 100 % 287 %

Obr.3. Tvary ztraty stability dvojitych nosnikl z profila U20

6. Zavér

Ptispévek dava navod k posouzeni unosnosti ohybanych nosnikd na klopeni pomoci metody
kone¢nych prvkl v téch ptipadech, na néz nelze bezprostiedné aplikovat postupy obsazené
v ptislusné normé [1]. SnaZi se pfitom 1 pfi numerické cesté feSeni vyuzit zkuSenosti v normeé
volbu bezpecnosti. Vysledky vypoctli unosnosti na klopeni podle normy [1] a metodou ko-
nec¢nych prvkia se na nékolika jednoduchych ptipadech velmi dobte shoduji. Vyhodou je pod-
statné rozsifeni aplikacnich moZnosti, neomezené na piipady obsazené v normé a jim blizké.
Navic vytvoreni vypoctového modelu FEM a jeho statické feSeni implicitné obsahuje i efek-
tivni hodnoceni statické unosnosti v moznych atypickych piipadech konstrukci a zatiZeni.
Navrzeny postup je ilustrovan na ptikladu z technické praxe.
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