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Summary: The dispersion properties of the regular plane quadratic finite
element used in the plane elastic wave propagation problems are presented and
this finite element type is compared with the bilinear finite element. The regular
quadratic finite elements cause occurrence of spurious frequency modes (called
optical modes) in addition to physical modes (longitudinal and transverse, also
called acustical modes). The optical modes are the numerical effect in the finite
element discretization of the elastodynamic problems. At finish, the empirical
relations for the determination of the mesh size for the both finite element types
from the knowledge of the load spectrum are derived.

1. Uvod

Vysledky numerického feSeni pfechodové ulohy elastodynamiky jsou ovlivnény numerickymi
efekty zptisobené hlavné volbou diskretizace (typem a velikosti kone¢nych prvkd, tolopogii
sité), volbou ¢asového schématu feseni pohybové rovnice a velikosti integraéniho ¢asového
kroku. Numerickymi efekty se rozumi napf. numerické tlumeni, dispersni chovani a otazky
stability feSeni (Dokainish & Subbaraj, 1989). Pokud maji byt tyto nezddané efekty
potla¢eny, mély by byt transientni vypocet proveden pro korektné stanovené numerické
parametry ulohy (velikost prvkli a Casového kroku). V tomto pfispévku bude provedena
dispersni analyza kvadratickych rovinnych kone¢nych prvkii pro ptipad, kdy casova integrace
pohybovych rovnic je provedena exaktné.

Disperse konecnych prvki v ulohach sifeni elastickych vin se projevu tim, ze fazové
rychlosti Sifeni vin a grupové rychlosti jsou zavislé na vinové délce této viny, dochézi
k odklonu sméru kmitu od sméru Sifeni viny a nékteré frekvence jsou potlaceny. Tyto
dispersni chyby jsou ovlivnény volbou zvolené diskretizace, tj. typem konecnych prvk,
velikost prvki a také topologii kone¢né prvkové sité.

Pro jednodimensionalni Lagrangovské and Hermitovské kone¢né prvky byla dispersni
analyza provedena v praci (Okrouhlik & Hoschl, 1993), pro 2D linedrni prvky v (Brepta &
Okrouhlik, 1986). V minulosti nebyla vénovadna zdsadni pozornost dispersni analyze
kvadratickych prvkl pouzivanych pro numerické feseni Sifeni elastickych vin. Ur¢ity nahled
na dispersni chovani téchto prvki lze ziskat z (Belytschko & Mullen, 1978).
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2. Exaktni FeSeni Sifeni elastickych vin

Z analytického rozboru pohybovych rovnic elastodynamiky pro neomezené rovinné
spojité elastické prostiedi a pro ptipad rovinnych vin plynou dvé linedrné nezavisla feSeni
(Achenbach, 1973) a to: jedno odpovida podélnym vinam Sifici se rychlosti

- /A+2G 0
P

a druhé odpovida pticné viné Sifici se rychlosti

G
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kde A a G jsou Lamého konstanty a p je hustota. Casové pole posuvil je popsano takto
u, =U, explik(xp£ct)], i=12, 3)

kde i=+-1 , k je vinové ¢islo, x je polohovy vektor, pje jednotkovd normala k cele viny,
cje fazova rychlost, ¢ je cas a U, je i-t4 slozka vektoru amplitud v bod€ urcené vektorem x.
Vztah pro uhlovou frekvenci je mozné stanovit z (3) takto

w=kc 4)
a pro danou vlnovou délku A je vlnové ¢islo definovano

2
3

k Q)

Analytické fesSeni je tedy nedispersni. Jinak feceno, rychlost §ifeni viny nezéavisi na vinové
délce viny A a poté frekvence @ je linedrni funkci vlnové délky, grupové rychlosti jsou
shodné s fazovymi.

3. Dispersni analyza

Pro stanoveni dispersnich vlastnosti se pouzivd tzv. Fourierovy metoda a to tak, Ze jsou
predepsané uzlové posuvy odpovidajici exaktnimu feSeni dosazeny do pohybovych rovnic
charakteristickych uzld. Charakteristickymi uzly se rozumi takové uzly, jejichz charakter
kmitani je shodny a jejich pohybové rovnice jsou také stejné. U pravidelnych siti slozenych z
kvadratickych prvki se jedna o tfi typy uzli: rohovy uzel, vodorovny sténovy a svisly sténovy
uzel (Obr. 1). Uzlové posuvy jsou tedy dany takto

Uy, =U,, explik(x,p, +y,p, —cb)], (6)

Vo =V explik (x,p, +y,p, —c0)], (7)



kde indexy m,n oznacuji ptislusny uzel o soutadnicich (Obr.1)
x,=mH/2,y =nH/2, (®)
kde H oznacuie délku hrany prvku a jednotkova normala ¢ela vin definovana tthlem &6 je
p,=cosb, p, =sin(z/2-6). )

wave front ) e comer node
midside node

Obr. 1 Orientace sméru §ifeni vin vici siti kvadratickym prvka
a oznaceni jednotlivych uzll v siti.

Po provedeni téchto zminénych operaci se hledani dispersnich vztahli transformuje na feSeni
zobecnéného problému vlastnich ¢isel. Vypoctend vlastni cisla souviseji s fdzovymi
rychlostmi a vlastni vektory davaji informaci o tvaru kmitani charakteristickych uzla.

4. Vysledky dispersni analyzy kvadratickych kone¢nych prvku

Byla provedena zminéna dispersni analyza pro ¢tvercové rovinné kvadratické prvky. Tyto
prvky jako kazdé prvky vysSich fada jsou charakteristické tim, Ze se u nich vyskytuji tzv.
optické mddy (Brillouin, 1953). Tvar kmitu téchto optického mddi je takovy, ze nékteré
sousedni uzly kmitaji v protifazi, ptiCemz vinova délka je vétsi nez vzdalenost téchto uzli.

Na Obr. 2 jsou zobrazeny dispersni kiivky, prabéhy frekvenci a grupovych rychlosti pro smér
Sifeni viny ve vodorovném sméru (6 =0°). Smérové zavislosti téchto prvkd pro urcité
hodnoty H /A jsou zobrazeny na Obr. 3. Na zéklad¢ téchto grafii jsou vysloveny zakladni
vlastnosti pro ¢tvercové rovinné kvadratické prvky:

1. existence Sesti dispersnich vétvi, z toho vzdy jedna vétev odpovida podélnym vinam,
druha mé vzdy souvislost s pticnymi vlnami a zbyl¢€ jsou tzv. optické

2. vyskyt tzv. frekvenénich pasii, pteskokii podél dispersnich kiivek u podélnych a
pricnych vin

3. témet konstantni fazové rychlosti podélnych a pti¢nych vin do hodnoty H /A < 0.38
pro libovolny smér Sifeni viny, coz se u linearnich prvki neobjevuje
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Obr. 2 Dispersni kiivky (a), frekvence (b) a grupové rychlosti (¢) pro ¢tvercové rovinné
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kvadratické rovinné kone¢né prvky pro smér viny §ifici se ve sméru osy x.
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Obr. 3 Smérova zavislost fdzovych rychlosti ¢ ¢tvercovych kvadraticky rovinnych
kone¢nych prvkiiproa) H/4=0.05,b) H/A=0.1,c) H/41=0.2,
d) H/A=03,e) H/A=04af) H/1=0.5.



5. Ukazka dispersnich médu

Pro ilustraci o tvard kmitdni jednotlivych dispersnich médid bylo provedeno vykresleni
posuvil pro tyto hodnoty H/A=0.1,E =1[Pa] , v=03, p=I1kg/m’], 0=0° (Obr. 4).

V Tab. 1 jsou uvedeny piislusné hodnoty fazovych rychlosti, frekvenci a grupovych rychlosti.

Vétev bl b2 b3 b4 b5 B6
Typ vin pricna podélna opticka opticka opticka opticka
clc, 1.00011 1.87103 11.58451 12.47391 | 21.67263 | 23.08613
wH / c, 0.62839 1.17561 7.27876 7.83759 13.61732 | 14.50544
c, /¢, 1.00053 1.87181 -1.36487 0.29939 -2.55343 0.046219

Tab. 2 Hodnoty fazovych a grupovych rychlosti a frekvenci pro jednotlivé dispersni médy
pro tlohu uréenou vlastnimi daty H/A=0.1,E =1[Pa] , v=0.3, p=1lkg/m’], 8=0° .
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Obr. 4 Zobrazeni jednotlivych mddi §ifeni harmonické viny ziskané Fourierovou analyzou
pro H/A=0.1, E=1Pa], v=0.3, p=1[kg/m’] avodorovny smér sifeni viny (8 = 0°).

6. Porovnani kvadratickych a linearnich prvki

Na Obr. 5 je vykresleny dispersnich kiivky linedrnich a kvadratickych ¢tvercovych rovinnych
konec¢nych prvki pro sméry Siteni vin 6 =0,7/9,7/6,7/4.
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Obr. 5 Porovnani dispersnich kiivek pro linearni a kvadratické rovinné konecné prvky pro
sméry Siteni vin a) §=0,b) 6=7/9 ¢c) @=7n/6 ad) O=n/4.

7. Navrhové vztahy

Z rozboru dispersnich kiivek ¢ =c(H /A) a smérovych zavislosti ¢ =(6) je mozné stanovit

oblast pouzitelnosti kvadratickych prvkii pro zvolenou procentuédlni chybu fazové rychlosti.

Oblast pouzitelnosti kone¢nych prvkii sohledem na potlaceni dispersniho chovani je
stanovena empirickym vztahem

(H/2)

max

< const y,

(10)

kde hodnota konstanty const,,, pro jednotlivé typy konecnych prvki a zvolenou piesnost je
uvedena v Tab. 2. Pottebnou vinovou délku 1ze pfiblizné urcit podle

kde f_ . je maximalni frekvence zatiZeni télesa.

¢y

fmax

1=

2

(an



Dovolena chyba linearni kvadratické
fazové rychlosti [%] | konecny prvek | koneény prvek

1 0.075 0.35
2 0.11 0.37
5 0.175 0.385

Tab. 2 Hodnoty const

v zavislosti na dovolené chybé fazové rychlosti.

pro jednotlivé typy prvki

disp

8. Zavér

V ptispévku jsou uvedeny a porovnany dispersni kiivky ¢tvercovych rovinnych linedrnich a
kvadratickych konec¢nych prvkia pouzivanych v elastodynamice. Na zaklad¢ analyzy
dispersnich kfivek jsou navrzeny empirické vztahy pro volbu hustoty vypoctové sité ze
znalosti frekvence zatiZeni.

9. Podékovani

Tato prace vznikla za laskavé podpory vyzkumného zaméru AV0Z20760514.
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