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Summary: Three point bending test of central notched specimen is used for 
determination of fracture properties of concrete, mortar and hardened cement 

paste. The properties – e.g. effective fracture toughness and effective crack length, 

fracture energy and also modulus of elasticity – are calculated on the base 

of load-deflection (l-d) diagrams from mentioned test. An approximation of model 

of recorded l-d diagram is possible to use for estimation of these properties, 

which can serve as input values for numerical modelling of fracture. The model – 

bending fracture model – of l-d diagrams obtained from experiments is introduced 

in this paper. 

1. Úvod 

V posledních t ech (až ty ech) dekádách se v mnoha zemích ve výzkumu i v praxi podporuje 
zavedení p ístup  lomové mechaniky do návrhu konstrukcí z prostého i vyztuženého betonu. 
Že tato podpora není masivní v eské republice z stává s podivem, nebo  tento krok slibuje 
mnohé: významný ekonomický p ínos, dosažení jednotných návrhových pravd podobností
poruchy pro konstrukce r zných rozm r  a potažmo zvýšení jejich spolehlivosti, jakož 
i možnost použití nového zp sobu navrhování a nových druh  betonu (nap . s vysokými 
pevnostmi, s vysokými užitnými vlastnostmi, s vlákny apod.) – viz kup . tradi ní opory: 
Karihaloo (1995), Bažant & Planas (1998). 

Podpora se nicmén  objevuje v oblasti modelování konstrukcí ze zmín ných materiál ,
které se pro v rné vystihnutí chování konstrukcí/prvk  i p i ší ení trhlin a p i odhadu kolapsu 
neobejde bez tzv. lomových charakteristik. Existuje jich celá ada a zorientovat se v nich 
v tuzemských podmínkách pro t ídu t chto tzv. kvazik ehkých materiál  bylo jedním z cíl
ešení diserta ních prací na pracovišti autor  – viz Veselý (2004), Stibor (2004). 
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Ke stanovování n kterých lomových charakteristik betonu, malty i zatvrdlé cementové 
pasty lze užít n kolik konfigurací lomových test . K t m „dob e zvládnutým“ pat í zkouška 
t íbodovým ohybem vzork  ve tvaru trámc  s centrálním zá ezem v tažených vláknech. P i
tomto testu se zaznamenává závislost zatížení a odpovídajícího pr hybu uprost ed rozp tí – 
získává se tzv. l-d diagram; zat žování se provádí s ízeným p ír stkem deformace. 
K typickým výstup m této zkoušky – vyhodnocením zmín ného l-d diagramu – pat í lomová 
houževnatost (resp. její efektivní hodnota a kritická délka efektivní trhliny), houževnatost, 
charakteristická délka kompozitu apod., z t ch využitelných p i modelování (nap . pomocí 
MKP softwaru ATENA) je to p edevším tzv. lomová energie a také modul pružnosti. 

Pro ú ely vyhodnocení testy získaných l-d diagram  bývá užite né jejich pr b hy r znými 
modely nahrazovat – viz nap . Barr & Lee (2003), resp. outil & Lehký (2004), outil
(2004), Frantík et al. (2004) i outil et al. (2005). V p edkládaném p ísp vku se pozornost 
zam uje na aproximace tzv. jednostup ového modelu lomu p i ohybu s využitím 
experimentáln  získaných l-d diagram . Myšlenka tohoto modelu se poprvé objevuje v lánku
Frantík (2004). 

2. Jednostup ový model lomu p i ohybu 

Pro zjednodušené modelování zkoušky t íbodovým ohybem trámce s centrálním zá ezem byl 
vyvinut jednoduchý model lomu v souladu s p ístupem minimalizace stup  volnosti úlohy. 
V tomto modelu se p edpokládá, že posta uje detailn ji vystihnout pouze oblast na ose 
symetrie úlohy a dále, že je možno ohýbající se nosník redukovat na tuhou desku otá ející se 
na pevn  daném kloubu, situovaném p i okraji trámce, viz obr. 1. 

Obrázek 1  Zjednodušený model lomu trámce p i ohybu. 

Obrázek 1 p edstavuje schéma modelu: tuhá deska reprezentující polovinu trámce je 
p ipevn na pomocí kloubu a tahových vláken k tuhé st n , která tvo í osu symetrie úlohy. Pro 
funk nost modelu je rozhodující p sobení tahových vláken. Definujme sílu Fi kterou i-té
vlákno p sobí na tuhou desku pomocí vztahu: 
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kde fi je funkce napjatosti i-tého vlákna, ui je protažení vlákna, ri je rameno vlákna (viz 
obr. 1), u je pr hyb trámce a l je polovina rozp tí trámce. Funkce napjatosti vlákna fi byla 
zvolena s lineární vzestupnou i sestupnou v tví, viz obr. 2. Funkci jednozna n  ur ují t i
vybrané lokální parametry vlákna: po áte ní tuhost vlákna kincr,i, maximální tahová síla Fpeak,i,
kterou vlákno p enese a koeficient p etvárné práce ci, jenž vyjad uje podíl celkové p etvárné 
práce nutné pro „p etržení“ vlákna a p etvárné práce nutné pro dosažení maximální síly ve 
vláknu.

Lokální parametry vlákna nejsou vzhledem k diskrétnímu charakteru modelu vhodné pro 
parametrizaci modelu. Proto jsou definovány globální parametry modelu: pevnost v tahu ft,
tuhost v tahu kt a koeficient p etvárné práce c, které lze do modelu zahrnout pomocí vztah :

(2)

kde n je po et vláken, h je výška pr ezu trámce v míst  zá ezu, ri je rameno i-tého vlákna 
(viz obr. 1), nff je po et bázových funkcí reprezentujících variabilitu vlastností vláken po 
výšce pr ezu trámce, Aft,j je amplituda j-té bázové funkce, ft,j je fázové posunutí j-té bázové 
funkce a Wf,i je celková p etvárná práce pot ebná pro „p etržení“ vlákna. Pro zvolený po et
bázových funkcí nff lze amplitudy Aft,j a fáze ft,j bázových funkcí chápat také jako globální 
parametry modelu, jelikož nezávisle na po tu vláken definují rozložení jejich tahové pevnosti 
Fpeak,i.

Obrázek 2  Funkce napjatosti i-tého vlákna. 

Jsou-li dány rozm ry trámce a globální parametry modelu, pak lze l-d diagram stanovit 
pomocí vztahu:  

(3)

kde F je zat žující síla pro daný pr hyb trámce u.
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3. Aplikace modelu 

Možnosti výše p edstaveného modelu byly testovány na sad  d íve získaných l-d diagram .
Šlo o šest vzork  z betonu pro výrobu pražc  (ozna ení B1 až B6), které byly podrobeny 
zkoušce t íbodovým ohybem trámc  se zá ezem a výsledky analyzovány a publikovány – pro 
podrobnosti viz Veselý & Stibor (2002), resp. Veselý (2004), Stibor (2004). 

Tyto l-d diagramy z experiment  posloužily p i aproximaci modelu, p i emž byl zvolen 
po et vláken n = 40 a po et bázových funkcí nff = 5. Globální parametry kt, ft, c, Aft,1-5, ft,1-5,
viz vztahy (3), byly hledány pomocí jednokriteriálních genetických algoritm  – Cacka (2003) 
– s kritériem minima chyby nejmenších tverc . Poznamenejme ješt , že vzhledem 
k náro nosti aproximace byla provedena transformace bodového pole pro snížení po tu 
vstupních dat. Této transformaci nevyhov l vzorek B5 z d vodu výrazné skokové zm ny
funk ních hodnot, a proto byl vy azen.

Vizuální srovnání p íslušných l-d diagram  s jejich aproximovanými modely umož uje
sada obrázk  3 až 7 pro zkoušky B1, B2, B3, B4 a B6. Shoda p edkládaných
experimentálních l-d diagram  s modelem se jeví jako mimo ádn  dobrá, nezasv cený tená
by mohl model považovat spíše za spojnici nam ených bod  zatížení-pr hyb. V tabulce 1 lze 
nalézt parametry použitého modelu s jejich aproximovanými hodnotami pro p t zmín ných
výsledk  experiment . Objektivním m ítkem úsp šnosti aproximace m že být pr m rná
chyba nejmenších tverc err, uvedená rovn ž v tabulce 1. 

Obrázek 3  Aproximace modelu pomocí vybraných bod l-d diagramu: test B1. 

Obrázek 4  Aproximace modelu pomocí vybraných bod l-d diagramu: test B2. 



Obrázek 5  Aproximace modelu pomocí vybraných bod l-d diagramu: test B3. 

Obrázek 6  Aproximace modelu pomocí vybraných bod l-d diagramu: test B4. 

Obrázek 7  Aproximace modelu pomocí vybraných bod l-d diagramu: test B6. 



Tabulka 1  Nalezené parametry modelu a pr m rná chyba aproximace err.

  Aproximované hodnoty parametr  pro experimenty: 
Parametry Jedn. B1 B2 B3 B4 B6 
kt kN.mm-1 2065.251 1790.056 2307.331 1901.666 1834.308
ft kN 6.665 9.842 13.727 30.815 21.965
c – 3.465 7.653 9.606 2.561 4.860
Aft1 – 2.7952 - 0.8230 1.0720 0.1837 0.0464
Aft2 – - 0.9858 0.2583 - 0.8540 - 0.1719 0.3123
Aft3 – - 0.6616 - 0.0450 0.4708 - 0.0407 - 0.0576
Aft4 – 0.2498 0.0937 0.2670 - 0.4920 - 0.0685
Aft5 – - 0.4629 0.0304 - 0.0010 0.0236 - 0.0549

ft1 – 0.0550 0.6082 0.1847 0.4856 - 0.1677
ft2 – 0.0206 - 0.1431 - 0.1061 - 0.2714 - 0.0982
ft3 – - 0.0532 - 0.1707 0.0408 0.2887 0.0278
ft4 – - 0.0248 0.0690 - 0.0313 0.1725 - 0.3079
ft5 – - 0.0349 0.0117 - 0.0158 0.1087 - 0.0918

err kN 0.0111 0.0268 0.0418 0.0129 0.0132

4. Záv r

Jednostup ový model lomu trámce ohybem s aplikací jednokriteriálních genetických 
algoritm  p edstavuje ú inný nástroj pro popis diagram  zatížení-pr hyb p i lomové zkoušce. 
Výše popsaný postup lze s výhodou použít pro transformace experimentáln  získaného l-d
diagramu do "výpo tového" l-d diagramu, z n hož se ur ují lomové parametry podle 
zavedených metod. P i zkoušce je nutno snímat monitorované veli iny (zatížení, pr hyb)
ve velmi krátkých asových intervalech, aby mohly být zachyceny náhlé jevy (nap . rychlé 
rozší ení trhliny projevující se skokem na zat žovacím diagramu). Výsledkem je pak složitá 
zat žovací závislost daná jako množina velkého množství bod . Pro zpracování t chto 
diagram  za ú elem stanovení lomových parametr  je naopak výhodné použití co 
nejjednodušší k ivky. Nazna eným postupem lze „vyhladit“ nam ené l-d diagramy bez 
významné ztráty p esnosti – hodnota chyby aproximace modelu je velmi malá ( ádov  setiny 
kN), což potvrzuje t snou shodu experimentu a modelu p i optickém srovnání. 

5. Pod kování 

Práce na tomto p ísp vku byly podporovány z prost edk  projektu GA R 103/03/1350. 
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