'S INZENYRSKA MECHANIKA 2005
NARODNI KONFERENCE

o u 5 s mezinarodni uéasti
2 Svratka, Ceska republika, 9. - 12. kvétna 2005

TO THE ANALYSIS OF LINEAR AND NONLINEAR
DAMPING IN GEARING SYSTEMS WITH IMPACTS

M. Hortel, A.Skuderova”

Summary: The point of contribution consists in the analysis of linear and
nonlinear damping influence on the dynamic properties of the specific case of
pseudoplanetary system with split power flow, i.e. the kinematic pair of gear
wheels with six degrees of freedom. The damping is considered linear and
nonlinear - cubic, namely in the gear mesh, i.e. in the normal and inverse mesh.
The damping in the area of tooth backlash in the course of tooth face contact loss
and consecutive contact with impact is assumed zero. The results of solution are
illustrated in 3D space in the form of the phase planes of relative motion in the
gear mesh in the relation to the given damping.

1. Uvod a formulace ilohy

Problematika vySetfovani dynamickych jevii ve vysokoparametrickych vysokootackovych
pfevodovych soustavach s ozubenymi koly neni dosud uspokojivé vyfesena. To se tyka m;.
zejména otazek vlivu silnych nelinearit neanalytického charakteru, jez jsou vyvolany existenci
technologickych boc¢nich zubovych viili v zabéru se nachdzejictho ozubeni. Tyto nelinearity
ovlivituji svymi rdzovymi jevy nejen dynamické sily — zatizeni ozubeni, ale téz celou
tribologickou oblast mazani v zdbéru se nachézejicitho ozubeni. Kazdé odlehnuti zubovych
profili zptsobuje poruseni podminek teorie hydrodynamického mazani ve slozitych
zabérovych podminkach valeni — smyk profili ozubeni, nasledkem ¢ehoz miize viskozni
mazani prejit v mazani polosuché az suché. Disledek je pak zvySeni teploty mazaciho oleje,
pokles jeho viskozity a sniZzeni Unosnosti mazaci vrstvy — olejového filmu mezi zubovymi
profily atd.

Nové, leh¢i a vykonnéjsi hnaci stroje, které jsou vice namahdny a vyuZzivaji dokonaleji
materidlové vlastnosti, pracuji s vétSimi rychlostmi a otdCkami. Tak napft. spalovaci turbiny at’
jiz jsou pouzivany v letectvi, dopravé, ¢i jako stacionarni pohdnéci jednotky, pracuji
s otdCkami v rozsahu az nékolika desitek tisic za minutu. ZvySovani otac¢ek a vykonu hnacich
stroji vSak soucasn¢ znamend i znacné zvySeni narokli napiiklad na pievodova ustroji,
kterymi se takové vysoké otacky napt. redukuji na otacky pozadovaného pracovniho rezimu.
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Teoretické prace v oblasti dynamiky soustav s kinematickymi vazbami — ozubenymi koly
narazeji na znacné potize, spocivajici v prvé fad¢ v tom, ze neni dosud zndm piesny obecny
nahradni dynamicky model, ani u pouhého jednoho paru ozubenych kol, ktery by vystihoval,
vzhledem k tvarové slozitosti dil¢ich elementl, skutecnost. Déle jsou jen pfiblizné¢ znamy
nekteré funkcionalni zavislosti vlivl, plisobicich pribézné pii Cinnosti (funkci) ozubeného
ptevodu, jako napf. tfeni, tltumeni atd.

Predmétem dnesSniho pfispévku z oblasti vnitini dynamiky planetovych mechanismi
s délenym — vétvenym tokem vykonu je, v ndvaznost na vypracovanou metodiku simula¢niho
feSeni [1], [2] dynamickych vlastnosti zvlaStnich piipadl zpiesnénych matematicko-
fyzikalnich modelli soustav s délenymi toky vykonti, viz obr.1, analyza vlivu tlumeni v zadbéru
se nachazejiciho ozubeni na kvalitativni a kvantitativni dynamické chovani kinematickych
soustav ozubenych kol s rdzy v ozubeni.
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Obr.l — Néhradni matematicko-fyzikdlni model paru ozubenych kol (b)
pseudoplanetové soustavy s dvojnasobnymi satelity (a), technologickda bo¢ni zubova
vile (c), hodnoty Heavisideovych funkci H v oblastech zubového zabéru s villemi (d).



Metodika simula¢ni analyzy byla vypracovana pro zvlastni piipad planetové soustavy
s délenym tokem vykonu a s j =3 dvojnasobnymi satelity, viz obr.la, tj. pro zpfesnény
model elasticky ulozené kinematické dvojice s ¢elnim pfimym ozubenim o Sesti stupnich
volnosti — obr.1b - planetové soustavy.

Pohybové rovnice tohoto ndhradniho matematicko-fyzikdlniho modelu, které byly
odvozeny na zéklad¢ Lagrangeovy teorie, vedou na soustavu Sesti obycejnych slabé a silné
nelinedrnich diferencidlnich rovnic druhého fadu s casem proménlivymi koeficienty [2].

Relativni pohyb
Y =Ry0; = (=0, )Ry, + Y5 =y, + €5 Sinp; —e, sin(A - g, )+1’2f(wct)

v zébéru se nachdzejictho ozubeni ve sméru zdbérové piimky vyjadiuje miru dynamického

zatizeni ozubeni F,, = y(t)C(t), tj. soucin relativniho pohybu y(f) a vysledné tuhostni

funkce C(t)v zabéru se nachazejiciho ozubeni.

Pohybové rovnice [3] popisuji pohyb ve vSech tfech fazich pohybu, tj. v oblasti
normalniho zabéru, vile v ozubeni S(t) a v oblasti inverzniho zabéru prostfednictvim
zavedenych Heavisideovych funkci H(y) a H(-y —s), viz obr.1d.

Vobr.l.a pfedstavuji symboly k,, linearni resp. nelinearni kubické tlumeni jak
v normélnim, tak i inverznim zab&ru ozubeni. (“?k, =k,, "*k, =k, horni index 1 znadi
normélni zabér, 2 inverzni zabér), K5, ... linedrni resp. nelinedrni kubické tlumeni v zubové
mezete — vliv prostiedi. Fyzikalni vyznam dal§ich zde necitovanych symbolt viz [3].

2. Ukazky analyzy

Analyza vnitini dynamiky pomoci numerické simulace v prostfedi Matlab/Simulink navazuje
bezprostiedné na praci [3] a je pfedev§im zaméiena, v rdmci objektivniho popisu podstaty
analyzované soustavy a jevu, které v ni probihaji, na upfesinovani jednotlivych v modelu se
vyskytujicich parametri. Tyk4 se zejména problematiky vlivu tlumeni resp. samobuzeni jak
materidlového, tak i1 tekutého prostiedi mazaciho olejového filmu v zabéru ozubeni, na
mnohotvarnost ¢i vicezna¢nost chovani téchto nelinedrnich parametrickych soustav s viilemi a
stanoveni zékonitosti jejich pohybu.

Tlumeni ¢i tlumici sily v mechanickych systémech tvoifi vyznamnou slozku, ktera jak
kvalitativné tak 1 kvantitativné ovlivituje dynamické chovani realnych soustav. Je to souhrn
nevratnych procest, pii kterém se ¢ast mechanické energie ztraci — rozptyluje. Pfi
matematickém modelovani se proces tlumeni spojuje s predstavou ekvivalentni tlumici sily (-
tieci sily), ktera plisobi proti smyslu pohybu. Pfi¢iny existence tzv. disipativniho tlumeni v
soustavach lze spatiovat jednak v materidlovych vlastnostech, tj. v mikrostruktuie materialu
dané soustavy a zde pak mluvime o tzv. vnitinim tlumeni, jednak v charakteru konstrukéniho
— technologického provedeni soustavy. V tomto piipadé¢ mluvime o tzv. konstrukénim
tlumeni, které vznikd tfenim v dusledku vzdjemnych mikropohybl — posuvi ¢asti k sobé



spojenych a které miize byt i teplotn¢ zavislé. A konecné lze jako treti vliv na tlumeni
jmenovat i vliv prostfedi, ve kterém se ten ktery dany systém s jistymi vlastnostmi nachazi.

Tuto Sirokou Skalu pfi¢in vzniku a existence vlastnosti tlumicich sil 1ze jesté doplnit o
slozky tzv. nedisipativniho tlumeni, ke kterym lze fadit napi. parametrické tlumeni vlivem
parametrickych nelinearit, vliv faze mezi parametrickym a vn¢j$im nepotencidlnim buzenim
apod.

Ptesto, ze otazkdm vlivu tlumeni na pohyb v kinematickych dvojicich s ozubenymi koly v
obecném slova smyslu je vénovéana pozornost jiz mnoho desetileti, jsou ve svétové literatuie o
této vyznamné problematice — zvIast’ u nelinearnich parametrickych soustav — pouze kusé
nesystematické ptispévky. Jednim z diivodil je zfejmé vysoce individudlni vliv jednotlivych
komponent na ptic¢iny vzniku tlumeni.

Studie je zaméfena na dynamickou analyzu pohybu soustav
A) konzervativnich,
B) nekonzervativnich
ve vSech fazich pohybu.

ProtoZze mirou dynamického zatizeni v zabéru se nachdzejiciho ozubeni kinematickych
dvojic je relativni pohyb y, bude vliv materidlového tlumeni ¢i tlumeni v olejové vrstveé

zubové mezery analyzovan pravé na tomto pohybu.
Pohyb v zdbéru kinematickych dvojic 1ze obecné délit na
1) pohyb normalni, kde je relativni pohyb v zabéru y >0,
2) pohyb rdzovy, spohybem v zubové vili s(t),ato
a) s predpétim v ozubeni (M,,M, # 0), kde relativni pohyb mtize nabyt
hodnot y >0,y =0,y <0,
b) bez piedpéti (M,,M, =0) (napt. u volnob&hu kol stalého zabéru)
s relativnim pohybem y =0,
c)pohyb inverzni protibokd zubovych profila | y [>s(t),

d) pohyb interferencni, kdy dojde k vymezeni napt. zubové viile se
ztratou stupné volnosti (tzv. ,,zamrznuti) a zadirani na obou bocich zubi
soucasng¢. Je to pohyb havarijni, ktery nebyl feSen.

Spi¢kové  konstrukce sériové  vyrabénych prevodovych soustav  leteckého,
automobilového ¢i tézkych pasovych a kolovych vozidel obranného primyslu se vyznacuji
tvaroveé slozitymi odlévanymi skiinémi. Tato tvarova slozitost mé za nasledek rizné vnitini
tlumici vlastnosti, které mohou znacné ovliviiovat dynamické chovani celé strukturdlni
pfevodové soustavy. Prace se proto zabyva téZ moznym vlivem tlumeni na kvalitativni a
kvantitativni vlastnosti amplitudofrekven¢nich charakteristik, tj. dynamické namahani
ozubeni celé pfevodové struktury.

Protoze problematika tlumeni v tak tvarové slozitych castech prevodovych systémi neni
dosud jak teoreticky, tak experimentalné¢ dostatecné zndmad, budou nasledujici ukazky teSeni



provedeny pro Sirsi oblast tlumiciho spektra. Totéz plati 1 pro tekuté tlakove a teplotné zavislé
prostiedi olejové mazaci vrstvy v zdbéru ozubeni.

Obr. 2 navazuje na analyzu systému nelinedrni parametrické soustavy s kinematickymi
vazbami v [3]. Piedstavuje fazové roviny relativniho pohybu {y’(t),y(t)} v zab&ru ozubeni
v zavislosti na linearnim materidlovém tlumeni ozubeni k, pifi normalnim zabéru ozubeni, tj.
bez razovych jevii zptisobenych odskoky zubovych profild. Cervenou barvou je znidzornén
prabéh fazové roviny relativniho pohybu s nulovym tlumenim v zabéru ozubeni. S rostoucim
linearnim tlumenim kK, se zmenSuje dynamické namahani feSené soustavy. Nespojitosti
v prubézich fazovych rovin relativniho pohybu, patrné z tohoto obrazku a oznacené napf.
body A a B, jsou zptsobeny stiidanim (obecné m a m+1) pard zubd v zabéru, tj. zménou
hladiny vysledné tuhostni funkce v zabéru ozubeni z C,,, na C,, - body A — a obracen¢ -

n
body B. Vzdjemné natoceni téchto mist nespojitosti je zplisobeno vétsSim fazovym posunutim
relativniho pohybu s rostoucim K, vici parametrické budici funkci, pfedstavované v ptipadé
normalniho zabéru ozubeni vyslednou tuhostni funkci v zabéru ozubeni C(t).
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Obr. 2 — Fazové roviny {y'(t),y(t)} relativniho pohybu y(t) kinematické soustavy
ozubenych kol o Sesti stupnich volnosti v zavislosti na linearnim k, materidlovém
tlumeni v zabéru ozubeni; k; =k, =k;, =0.

Obr. 3 predstavuje opét fazové roviny {y’(t),y(t)} relativniho pohybu v zavislosti na
nelinearnim - kubickém materialovém tlumeni ozubeni k, v normalnim zabéru, tj. y(t)>0.

V pohybovych rovnicich [3] jsou vlivy linedrniho a nelinearniho materidlového tlumeni
v ozubeni dany vyrazy (H1+H2)[k,y' (t)+2k,y"* (t)] , kde Heavisideovy funkce jsou



Obr. 3 — Fazové roviny {y'(t),y(t)} relativniho pohybu y(t) kinematické soustavy
ozubenych kol o Sesti stupnich volnosti v zavislosti na nelinedrnim - kubickém k,
materialovém tlumeni v zabéru ozubeni; k, = k,,, = k;,, =0.
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Obr. 4 - a) Ukazka srovnani fazovych rovin {y'(t),y(t)} relativniho pohybu y(t)
pro tlumeni Kk, =k, =39,537; prib&hy vysledné tuhosti v zabéru se nachazejiciho
ozubeni C(t), relativniho pohybu ozubeni v zabéru y(t), jeho prvni y'(t) a druhé
y'"(t) derivace v jedné zabérové period¢ pro linedrni tlumeni k, - (c) , pro kubické
tlumeni kj, - (b).

H1=H(y) a H2=H(-y-s). Kvantitativni srovnani fazovych rovin se vSemi
nespojitostmi, ozna¢enymi body A,B, v pribézich pro k, =k, =39,537 je patrné z obr.4a.



Fyzikalni vyznam boda nespojitosti A,B a jejich vznik je dan parametrickou tuhostni funkci
C(t), viz tézobr.2 a 3. Ukazka kvalitativnich pribéht vysledné tuhosti v zab&éru se

nachazejiciho ozubeni C(t), relativniho pohybu ozubeni v zabéru y(t), jeho prvni y'(t) a
druhé y''(t) derivace v jedné zabérové periodé pro linearni tlumeni k, jsou patrny z obr.4c,
pro kubické tlumeni k, z obr.4b.

Fyzikalni jevy uvedené v obr. 2-4 plati pro soustavu zobr.1, ktera byla frekvencné
naladéna na hodnotu v =a)c!2'1 =0,74, kde w,... zabérova frekvence ozubeni, ...
vlastni frekvence vztazena na stfedni tuhost C, tuhostni funkce C(t). Pro toto naladéni
vykonava soustava pouze normalni, tj. y >0, zabér ozubeni. Pfeladénim soustavy na
hodnotu v =@, Q' =0,87 dochdzi v zabéru k odlehnuti zubovych profili, k prob&hnuti

zubové viille a ke styku protilehlych bokli zubii - inverznimu zabéru. Kazdé odlehnuti
zubovych profila je nasledovano opétnym stykem s razem, jak je patrné z obr.5.

Obr.5a a 5b piedstavuji fazové roviny relativniho pohybu {y’'(t),y(t)} pro rizné
intervaly linearniho materidlového tlumeni k,;, kde modré pribéhy piedstavuji normalni
zabéry ozubeni, zelena barva znac¢i prilet zubovou mezerou a Cervené prubehy pak zabéry
inverzni. Obr.5¢ a 5d tvoii ortogonalni priméty{y’(t),y(t),k,} ve sméru X a Y, tzn. fezy
{y(t),k,}resp. {y'(t),k,}. Z nich jsou patrny amplitudové resp. rychlostni skokové piechody
vyvolané modifikovanymi parametrickymi tuhostnimi funkcemi C(t)(H1+H2) [3].
Z obrazki je dale patrny vliv tlumeni Kk, na charakter pohybu. S ristem tlumeni k, se

zmenSuje dynamickd setrvacna slozka zubovych profill, coz zplisobuje zménu podminek pro
vznik nejdiive inverzniho zabéru a vznik odskokii — odlehnuti zubovych profili. Tyto
podminky jsou jesté ovlivnény dal$imi parametry jako napt. kubickym tlumenim v materialu,
linearnim, ptip. kubickym tlumenim v mazaci olejové vrstvé pii praletu oblasti zubové vile
apod.

Ukézka vlivu kubického materidlového tlumeni k, v zdbéru ozubeni je uvedena na obr.
6a a 6b. V soutadnicich {y(t),k,} a {y'(t),k,} pii daném frekvenénim naladéni je patrny

veétsi kvantitativni vliv tohoto tlumeni oproti vlivu tlumeni linedrniho K, - viz obr.5c a 5d —na
amplitudy y(t) a y'(t), tj. dochazi dfive k bezrazovému stavu pohybu.

Na zavér prispévku ukazme dil¢i vysledek feseni vlivu linearniho tlumeni k,, olejové
vrstvy na amplitudy relativniho pohybu y(t) v normalnim zabéru (modré pribéhy) a ve fazi
odskokli zubovych profili do oblasti zubové vile (prabéhy zelené). Z fazovych rovin
vyplyva, ze linedrni tlumeni k,, ovliviiuje prub&hy jak kvalitativng, tak i kvantitativng, co do

velikosti vykmitu amplitudy y irychlosti y’v daném intervalu tlumeni k,, € <1,1;30>.

3. Zavér

Uvedené ukazky vlivu tlumeni na dynamiku zédbéru ozubeni kinematickych dvojic predstavuji
dil¢i vysledky analyzy vnitini dynamiky siln¢ nelinearnich parametrickych ptevodovych
soustav. Dosud byl sledovan vzdy pouze jeden parametr tlumeni (z K,, k5, K,,,, K5, ) Pii
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Obr. 6 — Pribehy {y(t).k,} a {y'(t),k,} pii frekvenénim naladéni zubt v zabéru
v = 0,87 v zavislosti na materidlovém kubickém tlumeni k, zubl v zabéru.
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Obr. 7 - Fazové roviny {y’(t),y(t)} relativniho pohybu kinematické soustavy ozubenych
kol o Sesti stupnich volnosti v zavislosti na linearnim k,,, tlumeni mazaci olejové vrstvy
v zabéru ozubeni pro frekvencni naladéni v = 0,87 zubt v zabéru.



zbyvajicich tfech parametrech nulovych. Probihajici vyzkum neni dosud uzavien, pozornost
v souCasné dobé je zaméfena na studium zdkonitosti vlivu kombinaci linearniho a
nelinedrniho tlumeni jak v normalnim ¢i inverznim zabéru, tak 1 ve fazi odskoku profila
zabirajicich zubi v oblasti zubové mezery.

Problematika vyskytu a feSeni nezadoucich — razovych — jevii ma své vyznamné
opodstatnéni predev§im u pfevodovych soustav, které pracuji v Sirokém pasmu otacek, kdy
dochazi k ,,piejizdéni* rezonan¢nich oblasti.

Rychlé prechody mezi oblastmi zubového zabéru a viile mohou zplisobovat porusovani
tribologickych pomért, tj. nosné vrstvy olejového filmu, spojené s vytvorenim podminek pro
vznik polosuchého az suchého tfeni v zabéru, s disledkem vzniku samobuzeného kmitani a
hluku.

Prace vznikla za podpory AV CR pri reSeni projektu PPCVV reg.c. S2076353 a
vyzkumného zaméeru UT AV CR AVOZ 2076919 —reg. ¢. 90357.
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