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SIMULATION OF STABILITY LOSS OF VON MISSES TRUSS
IN THE STATE OF UNSYMMETRICAL STRESS

P. Frantik!

Summary: Hypothesis about dynamical process of stability loss of high
symmetrical von Misses truss in the state of unsymmetrical stress is verified by
simulation of discrete nonlinear dynamical system. Unsymmetrical stress means
possible unsymmetrical postcritical shape of von Misses truss.

1. Uvod

V soucasnosti se miZzeme ve védeckych kruzich bézné setkat s provadénim vypoctli mnohdy
velmi komplexnich nelinedrnich modeli. Ackoliv jsou slozitosti mozného chovani
nelinearnich systémi do znacné miry odkryty, zanedbava se vétSinou z praktickych diivodi
podrobnéjsi analyza ,,spravnosti‘ nalezenych teSeni. Jednou z vlastnosti nelinedrnich systému
je obecné napt. soucasny vyskyt vice stabilnich statickych stavii, které jsou Casto spojeny
s existenci nestabilnich statickych stavi, jejichZ rozpoznani milize byt pro statické vypocetni
metody problémem.

Vyhodou, kterou mame k dispozici pfi analyze nelinedrnich systémt, je v souvislosti se
znalosti jejich tzv. generickych vlastnosti povédomi, ze slozitost jejich chovani Ize ilustrovat
ina velmi jednoduchych modelech. Jednim z takovych modelt je i vzpéradlo, zndmé spiSe
jako von Missestuv nosnik, viz Bazant & Cedolin (1991). Vzpéradlo je jednoducha prutova
konstrukce, zndzornéna véetné uzitého oznaceni na obr. 1.

Obr. 1 Schematické zndzornéni vzpéradla — von Missesova nosniku
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M¢gjme vysoké, dokonale symetrické vzpéradlo, sklddajici se ze dvou velmi Stihlych prut
z pruzného materialu, které vybocuji v roviné vzpéradla. Pak existuje mnoho statickych stavi,
kterych mize byt pti jeho deformaci dosazeno. Tyto stavy a jejich existence jsou podrobné
popsany v publikaci Frantik (2004.1), kde je ukdzan vyskyt v zdsad¢ dvou druhii pokritického
pusobeni vzpéradla: symetrické a nesymetrické napjatosti, viz obr. 2.
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Obr. 2 Mozné pokritické stavy vzpéradla bez svych symetrickych protéjski
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Symetrickd napjatost vzpéradla je statickym stavem, jenz se vyskytuje pro vzpéradla
libovolného poméru 4/L, kde 4 je vySka vzpéradla a L je délka jeho pruttl, pficemz plati 4 < L.
Jinak tomu je u nesymetrické napjatosti, jejiz existence souvisi s vySkou vzpéradla. Minimalni
vySka vzpéradla s vyskytem nesymetrické napjatosti byla vypoctena za predpokladu
zanedbani normalového protazeni pruti 4, = 0.5774 L, viz Frantik (2004.1). Existence
nesymetrické napjatosti (ve smyslu statického stavu) je navic obecné omezena polohou
sttedniho kloubu vzpéradla, viz obr. 3 pro vzpéradlo 2= 0.8 L.
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Obr. 3 Zavislost sily F pusobici ve stfednim kloubu na jeho svislém posuvu w pro
vzpéradlo = 0.8 L (F je kriticka sila vzpéradla, tj. sila F' nutnd pro ztratu stability prut
vzpéradla)



Na obr. 3 je vidét zavislost sily F, nutné pro udrzeni vybraného statického stavu, na poloze
sttedniho kloubu vzpéradla (specifikované svislym posuvem w, viz obr. 1) pro vzpéradlo
h=0.8 L (ptevzato z Frantik (2004.1)). Z grafu je patrné, Ze vyskyt nesymetrické napjatosti
kon¢i pfi posuvu piiblizn€ wy,,, = 0.637 h.

2. Uloha

V névaznosti na vySe popsand fakta se soustfedme na nalezeni zplisobu, jakym probiha
deformace vzpéradla. Pro zjednoduSeni problému se vénujme pouze vzpéradlu ~# = 0.8 L,
pfiCemZ jej budeme zatéZovat piirlistkem svislého posunu stiedniho kloubu (jedna se
o pokritickou ulohu). Pro tyto tcely byl sestaven model schematicky znadzornény na obr. 4.

Obr. 4 Schematické zndzornéni diskrétniho modelu vzpéradla

Pruty vzpéradla jsou rozd€leny na urcity pocet stejné dlouhych dilcti s vnitini pruzinou
(umoznujici normdlové protazeni) vzajemné spojenych klouby s rotaénimi pruzinami. Oba
typy pruZzin jsou uvazovany jako linedrni. Potencidlni energii E,, kterd se akumuluje v téchto
pruzinéch lze zapsat ve tvaru:

E—lknldlz knfdz (1)
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kde n; je pocet normalovych pruzin, n, je pocet rotacnich pruzin, k; je tuhost normalovych
pruZin, ks je tuhost rotacnich pruZzin, d; je protazeni i-tého dilce a dg; je natoceni rotacni
pruziny (vzajemné pootoceni dilcti, které pruzina spojuje). Uvazujme, Ze deformacni stav
modelu vzpéradla jednoznacné urcuji polohy vsech jeho kloubli. Necht’ je poloha kazdého
kloubu déna dvojici soutfadnic (x;, y;), kde i je index kloubu. Pro protazeni normalové
pruziny dl; 1ze pak psat:

dl, =1, -1, li:\/(xi+1_xi)2+(yi+1_yi)2: 2)

kde / je ptivodni délka dilce (dilec bez napéti) a /; je délka dilce po deformaci. Pro pootoceni
rotacni pruziny de; 1ze psat:
= — ing. = 2" Yi
dp, =@, = ¢, , sing, = l > 3)
kde ¢; je pootoceni i-tého dilce. Ze vztahtll (2) a (3) je patrné, Ze je uZita geometricky pfesna
formulace modelu.

3. Plocha potencialni energie

Popsany model 1ze uzit k mapovani rozlozZeni potencidlni energie vzpéradla, ze které lze zjistit
jak se bude vzpéradlo deformovat. Pro vykresleni energetické plochy do roviny byl pouzit



postup prezentovany v ¢lanku Frantik (2004.6), zalozeny na hledani extrému potencidlni
energie £, pomoci Newtonovy iteracni metody:

1) Mame vzpéradlo v libovolném statickém stavu, nalezeném napiiklad pomoci
Newtonovy itera¢ni metody. Néasledné zafixujeme stfedni kloub vzpéradla.

2) Posuneme fixovany stfedni kloub o ,maly*“ krok libovolnym smérem
a nalezneme op¢t extrém potencialni energie pomoci Newtonovy metody.

3) Bod dva opakujeme tak dlouho, dokud nedosahneme bodu, v némz chceme
znat hodnotu potencidlni energie E,. Zkontroluyjeme dosazeny stav
a zaznamename hodnotu potenciélni energie.

Timto postupem byla ziskana energetickd plocha znazornénd s pomoci transformace na
obr. 5. Plocha je z praktickych diivodl transformovana do bezrozmérného tvaru tak, aby
potencidlni energie symetrické napjatosti (tj. kloub se posouva pouze svisle; na obr. 5 svisla
useCka x=0.6 m) meéla hodnotu 1.00. Vrstevnice plochy byly ziskany z rastrové sité
vypoctenych hodnot potencidlni energie s pomoci programu Gnuplot, Williams et al. (2004).
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Obr. 5 Transformovana plocha potencidlni energie vzpéradla, znazornénd pomoci vrstevnic,
zobrazena v ploSe moznych poloh stfedniho kloubu (libovolny bod v plose piedstavuje polohu
sttedniho kloubu vzpéradla, pro niz byl vypocten extrém potencialni energie)

Z obr. 5 je patrné, ze nesymetricka napjatost, ktera je na obr. 5 patrnd jako ,kotlina* pti
levém a pravém okraji zobrazené plochy, ziejmé predstavuje v piipadé zatézovani vzpéradla
prirastkem svislého posuvu w stabilni staticky stav v celém intervalu existence této napjatosti
(dle grafu na obr. 3). Symetrickd napjatost, ktera je patrna jako svisld usecka, je v tomto
smyslu stabilnim statickym stavem pouze v intervalu asi wy,, €(0.48 , k), tj. yua €(0, 0.32),
viz obr. 5. Ze zobrazené plochy je také videt, Ze existuje dalsi, dosud nepopsany, nestabilni
staticky stav blizko soutadnic (0.37, 0.35) a (0.83, 0.35), patrny jako ,lokalni maximum®
vrstevnice 1.01, viz obr. 5. Tvar vzpéradla pii dosazeni tohoto stavu je zobrazen na obr. 6.



Existence tohoto stavu indikuje, Ze na intervalu jeho vyskytu jsou soucasné symetricka
1 nesymetricka napjatost stabilnimi statickymi stavy.
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Obr. 6 Nalezeny novy nestabilni staticky stav s velmi omezenou oblasti vyskytu

Dle plochy potencialni energie vzpéradla zobrazené na obr. 5 1ze usoudit na nésledujici
pribéh deformace vzpéradla # = 0.8 L: Mame-li vzpéradlo v poc¢ateénim nenapjatém stavu,
pak ,,maly* pokles stfedniho kloubu zpusobi zpocatku vyboceni symetrickou napjatosti, ktera
v dtsledku libovolné nesymetrie pocatecnich podminek prejde na nesymetrickou napjatost.
Po dalsim poklesu jiz bude vzpéradlo setrvavat v nesymetrické napjatosti az do okamziku,
kdy tato prestava existovat (tj. piiblizné posuv w=0.64 h, popt. bod y=0.29 m). Po
piekroceni tohoto kritického bodu nastdva pad nesymetrické napjatosti na napjatost
symetrickou, ve které vzpéradlo setrva az do posuvu w = A, popt. do bodu y = 0.0 m.

4. Dynamické resSeni

Pro ovéfeni spravnosti vySe uvedené hypotézy o pribéhu deformace vzpéradla byl
formulovan uvedeny model jako nelinedrni dynamicky systém. Pro jednoduchost je
uvazovano, ze se hmotnost prutu v modelu soustfedi do ,,hmotnych* kloubl. Diky tomuto
zjednoduseni 1ze psat pohybové rovnice ve tvaru:

@sz %:l(in_cmvxi7
dt ! dt  m
dx av . 1 4)
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kde R.;, R,; jsou akce pruzin na hmotné klouby, c je koeficient Gtlumu, m je hmotnost
hmotnych kloubti a vy, v,; jsou rychlosti hmotnych kloubt.

Ovéfeni pomoci dynamického feSeni bylo provedeno nasledujicim zplisobem:
V pocate¢nim stavu byli vytvoteny dva pruty (slozené z 8 dilcti) lezici na ose x, spojené
sttednim kloubem a na okrajich ulozené na kloubovych neposuvnych podporach. Poté byl
stiedni kloub zafixovéan proti pohybu ve svislém sméru (nachézejici se nyni na soufadnicich
(1.0, 0.0), viz soufadny systém na obr. 4. Nasledn¢ se po malych krocich pii probihajici
simulaci posouvala prava kloubové podpora z polohy x = 2.0 m do polohy x = 1.2 m, ¢imZ
vzniklo vzpéradlo v pokritickém tvaru. Posledni fazi simulace bylo ,,pomalé* posouvani
sttedniho kloubu (fixovaného ve svislém sméru) vzhliru na soutadnici y = 0.8 m a zpatky dold



na soufadnici y =0.0 m. Vysledek této simulace je zobrazen na obr. 7 v ploSe potencidlni
energie vzpéradla.
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Obr. 7 Transformovand plocha potencialni energie vzpéradla s vyzna¢enim polohy stiedniho
kloubu v pribéhu dynamické simulace (tu¢na ktivka véetné sméru pohybu)

5. Zavér

V ¢lanku bylo prezentovano ovéfeni hypotézy o pribéhu ztraty stability symetrického
vzpéradla pii padu nesymetrické napjatosti pomoci dynamické simulace. Hypotéza byla
simulaci potvrzena, pfiCemz se ukéazalo, Ze uzitd metodika prizkumu plochy potencialni
energie je ziejm¢& pro tyto UCely dobie aplikovatelnd a umoZiluje vytvoreni piehledného
obrazu o vlastnostech jednoduchého nelinedrniho systému.

Poznamenejme, Ze pro podobné ucely lze uzit i analytického feSeni pomoci teorie
katastrof, viz Arnold et al. (1999), pti¢emz aplikace tohoto pfistupu je predmétem budoucim.

Podekovani: Prispévek byl vytvoren v ramci vyzkumného centra CIDEAS (I1M6840770001).
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