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Summary: In the paper, the relationship for the energy of undamped dynamic 

system forced by general force impulse and its steady response are descibed. The 

acquired relations needs only the values of the force impulse’s amplitude spectra 

corresponding to the natural frequencies of the dynamic system.

1. Buzení systému 2. ádu kone ným silovým impulzem

1.1. Laplace v obraz budícího impulzu

asov  omezený budicí silový impulz o dob  trvání  je popsán obecnou rovnicí 0T

0Tthtgtgtf  , 0,0 Tt (1)

kde je funkce definovaná na intervalu g t t 0, ) , její Laplace v obraz je L g t G s ,

 je Heavisideova funkce  posunutá o as  vpravo.0Tth 0T

Funkce  je na intervalu  identicky nulová a pro zjišt ní jejího Lap. obrazuf t ,0Tt

sFtfL
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Obr. 1  Vytvo ení impulzní funkce z rozdílu 
posunutých funkcí 

není vztah (1) pohodlný. Vytvo íme proto 
pomocnou funkci

thTtgtg 01

která vznikne posunutím  vlevo o as

 a je nulová pro 

g t

0T t 0 (viz obr.1). Její 

Laplace v obraz . Posu-

nutím  zp t vpravo získáme funkci 

, jejíž Laplace v

obraz  je .

L g t G s1 1

g t1

001 TthtgTtg

sToesG1
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Budicí impulz  popíšeme lépe než podle (1) rozdílemf t

01 Ttgtgtf (2)

 takže jeho Laplace v obraz je 

sToesGsGsF 1 (3)

 1.2. Pohyb netlumeného systému 

Pohybová rovnice silov  buzeného jednohmotového systému podle obr. 2 je 

tf
m

xxx
1

2 2 ,

kde mk . Po áte ní podmínky jsou 

Obr. 2  Jednohmotový systém buzený kone -
ným silovým impulzem
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Po zanedbání tlumení ( 0 ) a Lapla-
ceov  transformaci je
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asový pr b h pohybu vybuzeného systému zjistíme zp tnou  transformací
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Bez exaktního vyjád ení funkce  nejsou známy Laplaceovy obrazy , , takže 

není možno vyšet ovat ú inek budicích funkcí 

g t G s G s1

g t  a 01 Ttg  postupn  superpozicí, jinými

slovy asový pr b h odezvy  v intervalu x t 0,0 Tt  nelze ur it. P i zp tné transformaci

(4a) je nutno itatel uvažovat jako celek, tj. pracovat jen s obecným symbolem .F s Dále

ukážeme, že pokra ování odezvy v intervalu ,0Tt ur it lze, a to i s neúplnými znalostmi

o funkci ,f t resp. o jejím frekven ním spektru jF .
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nebo s využitím komutativnosti konvoluce
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Grafická interpretace konvoluce pro funk-
ci  a  speciální p ípad pr b hu síly 

 ve tvaru osamoceného obdél-

níkového pulzu o výšce  a délce 

 je na obr. 3. Okamžitá hodnota konvo-
lu ního integrálu (5a) je zde rovna vyšra-
fované ploše, která se m ní s posouváním
pulzu. Je tedy z ejmé, že i pro obecný tvar 
pulzu je jeho velikost vždy omezená a 
po ínaje asem  periodická s periodou 

tsin
tf

10H

0T

0T 2T .

Obr. 3 Konvoluce obdélníkového pulzu a har-
monické funkce 

Poznámka: Vztahu (5) využil Krylov k odhadu maximální výchylky hmoty za p edpokladu, že 

 a pulz má charakteristický tvar exploze (nap . v hlavni palné zbran ) s jediným ma-

ximem derivace (monotónn  roste z nuly a po dosažení maxima monotónn  klesá). První s í-

tanec p edstavuje statickou výchylku a pro druhý s ítanec je odvozen horní odhad ve tvaru
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p i emž maximální výchylka nastane ješt  b hem doby trvání pulzu (viz lit.[2]).

1.3.  Stanovení odezvy z reziduí

asový pr b h výchylky  lze krom  (5), (5a) ur it i z reziduové v ty, aplikované na defi-
ni ní integrál pro zp tnou L. transformaci
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....C hranice oblasti, obsahující všechna komplexní ísla, pro n ž platí sRe (exponent

r stu).  V obecném p ípad  blíže neur eného pr b hu silového pulzu tf  jsou známa pouze 

dv  rezidua funkce 
ste

s

sF
22 , p íslušející dv ma známým pól m j . Lze snadno doká-

zat (lit.[3]), že Laplace v obraz kone ného pulzu sF  je analytickou funkcí pro všechna 
komplexní ísla  a i když má singulární body, jsou to vždy tzv. odstranitelné singularity.s

Poznámka: astým p ípadem je pól v po átku. Nap . obdélníkový pulz z obr.3 má obraz 
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s odstranitelnou singularitou v po átku, kde je 000 THF  (jak lze dokázat  l´Hospitalovým

pravidlem nebo p ímo z defini ního integrálu L.transformace).  Obecn   totiž platí

asový impulz budicí síly.
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P edpokládejme, že funkce  má jednonásobný komplexní pól obecné (i nenulové) veli-

kosti , takže tentýž pól (a dva další póly 

sF

a j ) má i funkce ste
s

sF
22

.  Pro výpo et jejího

rezidua v pólu  platía
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Vyšet ujme dále funkci , která je rovn ž schopna Laplaceovy transformace (pouze

s jiným exponentem r stu) a která je stejn  jako p vodní funkce  identicky nulová 

v intervalu . Její obraz je 

atetf
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,OTt asF  a platí pro ni z teorému o kone né hodnot , že 
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Návratem k p vodnímu ozna ení komplexní prom nné ze  na  a dosazením (8) do itatele
(7) vychází 
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Póly Laplaceova obrazu sF budicího silového pulzu tedy nep ispívají do celkového sou tu
reziduí a sta í se pouze zam it na zbývající dva póly j :
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asový pr b h výchylky polohy  v intervalu ,0Tt  je sou tem obou reziduí 
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kde jFjjFjF ImRe (11)

je hodnota frekven ního spektra jF  (Fourierova obrazu) budicího silového pulzu na kmi-
to tu . Obecn  ale vždy platí, že reálná ást  frekven ního spektra je sudou funkcí kmito tu
a imaginární ást funkcí lichou, takže 

jFjjFjF ImRe (12)

Využitím vztah  a dosazením (11), (12) do (10)  vycházítjte
tj

sincos

m

tjFtjF
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sinRecosIm
(13)

Dále platí sinIm jFjF

cosRe jFjF



kde  je hodnota fázového spektra budicího pulzu na kmito tu .

Netlumené kmitání po odezn ní silového pulzu je tedy popsáno rovnicí

t
m
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tt

m
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tx sinsincoscossin , (14),0Tt

Amplituda monotónních kmit  je dána jedinou hodnotou amplitudového spektra budicího 
silového pulzu na kmito tu :

m

jF
X MAX (15)

Systém nebude kmitat v p ípad , že frekven ní spektrum jF  (Fourier v obraz funkce 

) má na kmito tutf  práv  nulovou velikost.

1.4.  Stanovení amplitudy kmit  z p ivedené energie (jiný možný postup) 

Práce budicí síly je obecn , posta ující interval integrace je dttvtfE
t

t

0,0 Tt .

Fourier v obraz rychlosti pro tlumený systém vznikne z Laplaceova obrazu (srovnej s (4)) 
dosazením js
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Využitím vztahu pro zp tnou Fourierovu transformaci dejVtv tj
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 a zám nou po adí integrace
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Dosazením (16) vychází pro práci budicí síly u netlumeného systému ( 0 )
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Výpo et nevlastního integrálu (17) reálné funkce reálné prom nné  lze provést op t pomocí
residuové v ty. Integrace pomocné funkce
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bude probíhat po k ivce obkli ující horní Gaussovu polorovinu, sestávající z vodorovné osy 
kmito t  a p lkružnice s polom rem R . Na p lkružnici je ale integrál podle Jordanova
lemmatu nulový a na vodorovné ose platí obecn  (lit. [3])



(19)zfceresjzfceresjdfce 212

kde rezidua typu  p íslušejí pól m funkce 1res zfce  ležícím uvnit  integra ní dráhy a rezi-

dua typu  pól m na její hranici (tj. vodorovné ose kmito t2res ). Bylo již výše ukázáno, že 
rezidua prvního typu jsou nulová, takže pro energii silového pulzu platí 

zfceres
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p i emž relevantní jsou pouze reálné póly . Kone ný vztah pro energii, která je do systé-
mu p ivedena silovým pulzem, vychází ve tvaru
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Po odezn ní pulzu bude systém kmitat monotónními kmity s  amplitudou  a v úvrati
bude celá vložená  energie 
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E  p evedena do energie napjatosti pružiny, neboli 
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Tím je vztah (15) op t potvrzen.

Obr.4 Pohon posuvu obráb cího stroje s vloženým p evodem a kuli kovým šroubem 
(celkový p evod hpvM )

2. Vícehmotový systém 

Vztah (15) platí obecn  pro jakýkoliv pr b h silového pulzu tf  o kone né délce a je velmi
prosp šný p i ízení pohybových os NC obráb cích stroj  (a  již rota ních, transla ních nebo
kombinovaných), které mívají velmi malé tlumení (viz nap . vícehmotový systém s vloženým
p evodem a kuli kovým šroubem na obr. 4). Povelový signál (zadávaný motoru ídicím sys-
témem stroje) je tvo en p ír stky sou adnic v asové ad , která nemusí být vždy vyjád e-
na analyticky, nýbrž je generována pro uživatele stroje asto nepr hledným zp sobem. Je lépe 
se zam it na její frekven ní spektrum, jehož  rozbor pomocí FFT ne iní potíže. 



Bude vyšet ován rozjezd suportu v obr.4 na požadovanou rychlost , která je ídicím sys-

témem zadána ve form  kone ného impulzu proudu do motoru (tedy momentu ). ez-
nou sílu 

Pv

tM K

F  a t ení zanedbáme. Netlumený obecn N hmotový systém má rovnici 

fxKxM (21)

kde vektor sou adnic  obsahuje posuvy i nato ení ve vybraných místech systému a  do vek-
toru silového buzení f  je zahrnut jen moment motoru 

x
tM K . Zobrazená soustava má jako 

celek jeden stupe  volnosti, takže první vlastní íslo matice systému KM 1  je nulové a p í-
sluší mu urychlování tuhého systému na kone nou rychlost suportu 
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CJ ...celkový setrva ný moment pohyblivých hmot redukovaný na h ídel motoru,

SMp …vložený p evod, radmh …stoupání šroubu, hp …celkový p evod.

P i modálním rozkladu na soustavu nezávislých rovnic v sou adnicích  p ejde rovni-
ce (21)  na tvar

xVq 1
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kde normovaná matice vlastních (sloupcových) vektor , p íslušných matici  systému  je 

N21 v...vvV

 Dále platí

EMVVT … jednotková matice

KVVT ),....,( 22

2
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1 N
diag …spektrální matice (v ešeném p ípad  je !!).01

Pravá strana v (22) bude mít tvar sloupcového vektoru 
T

KNKK MvMvMv 12111 ...fV T

kde jsou první složky všech  vlastních vektor  systému (silové buzení p sobí
pouze na první hmot  - kotv  motoru). Úloha se rozpadá na ešení  nezávislých rovnic pro 
modální sou adnice
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kde  je sou in první a té složky 1iin
vv n i tého vlastního vektoru. Pro  platí1i
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n
p ….p evod mezi tým a 1. lenem. Pro 1.složku pohybu n n té sou adnice  tedy platí
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tx1  (rovnice urychlování tuhého systému na kone nou rychlost suportu ).P

v

Ostatní složky ( ) v (23) p edstavují nežádoucí vibrace Ni ...2 n té sou adnice, jejichž tvar 
(po odezn ní budicího momentu!!) vyjde pomocí residuové v ty
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1 sin , Ni ...2 , ,0Tt (24)

kde iiK jM ,  jsou hodnoty amplitudy a fáze frekven ního spektra jM
K

 budicího 

momentu na p íslušných vlastních kmito tech systému. Vibrace n té sou adnice mohou na-
být maxima

N

i i
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vvX
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Poznámka: Pro zp tnovazební ízení polohy by bylo vhodné, aby se hodnota  „schova-

la“ pod rozlišovací úrove  sníma e polohy, ímž by se zamezilo p ípadnému vzniku samobu-

zených kmit  regulace. Z tohoto hlediska lze spekulovat s umíst ním odm ování polohy na 

„nejklidn jší“ místo, kde je p íslušný sou et (25) minimální. Z n kolika dalších d vod  se ale 

odm ovací systém v tšinou instaluje na samotný konec kinematického et zce (v obr.4 je jím 

suport).

MAXn
X

Vzhledem k tomu, že pr b hy amplitudových spekter pulzních signál  mají charakteristický
s kmito tem p evážn  klesající pr b h, jeví se s ohledem na zlomek v (25) jako nejškodliv jší
první (nejnižší) nenulový vlastní kmito et systému ( itatel s klesajícím  roste a jmenovatel
klesá!!). Pro p ibližné se ízení regulace je tedy možné pracovat pouze s dvojhmotovou náhra-
dou, vzniklou kondenzací p vodního vícehmotového  modelu  – viz. lit. [1].

2.1.  Dvojhmotový systém 

Za dvojhmotové systémy lze považovat pohony v eten obráb cích stroj  s vloženým pružným
emenem, nebo i zjednodušen  pohon posuvu z obr.4, je-li dominantní poddajností ozubený 
emen mezi motorem a šroubem. Jediným relevantním kmito tem v (24) pro ur ení vibrací

zát že  p i rozb hu pulzem momentu na kotv  motoru  je
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J
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JJ , …momenty setrva nosti motoru a zát že, 2pJJJ

LMC

LM
p …vložený p evod, …torzní tuhost p evodu redukovaná na h ídel zát že.k



Výše uvedeným postupem vyjde Laplace v obraz pohybu zát že ve tvaru 
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(26)

kde první s ítanec vyjad uje její pohyb p i dokonale tuhém emenu.

Poznámka: Podíl 
CK

pJtM  lze chápat jako požadované zrychlení zát že  p i urychlo-

vání  na kone nou rychlost . Sta í tedy místo frekven ního spektra 

ta
To

dtta
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 zkoumat 

spektrum zadávaného zrychlení zát že jA , takže amplituda  kmit  bude (srovnej s (15)) 

jA
MAXL

(27)

P íklad:  Soum rný lichob žníkový pr b h zrychlení ta  s maximální úrovní  a délkou 

 – viz obr. 5 naho e. Jedná se o velmi astý p ípad rozbíhání pohonu s konstantní hodnotou 

ryvu

MAX
a

0T

dtda  akcelerací z klidu na požadovanou rychlost, která je dána plochou lichob ž-

níka . Zadávaný ryv je TTav MAXP 0 TaMAX0 .

Obr.5 Akcelerace s konstantním ryvem, amplitudové spektrum zrychlení

Frekven ní spektrum pulzu zrychlení:

Pr b h ryvu je obdélníkový – viz obr. 5 dole, takže jeho Laplace v obraz je dán sou tem
posunutých Heavisideových funkcí: 
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Dosazením js , rozepsáním exponenciálních funkcí a s využitím vzorc  pro sou ty goni-

ometrických funkcí obdržíme Fourier v obraz (frekven ní spektrum) funkce  ve tvaru ta
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Poznámka: Poslední sou initel v (29) vyjad uje pouze asové posunutí lichob žníku o 20T

od po átku doprava a neovlivní velikost absolutní hodnoty jA .

t
L

Superponovaný kmitavý pohyb :

Použitím (4) a (28) vychází
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Dále provedeme rozklad na áste né zlomky a zp tnou L. transformaci díl ího vztahu
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Funkce t
L

 vznikne rozší ením funkce (31) p idáním dalších t í funkcí, posunutých o asy

 sm rem vpravo:00 ,, TTTT
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0 sinsinsinsin TtTTtTttTtTTtTtttL

První s ítanec je nulový a slou ením goniometrických funkcí u druhého s ítance vyjde 

2sin
2

sin
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0
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3
0 Tt

TTT
tL , ,0Tt (32)

(srovnej s (29) po dosazení za !!). Maximální možná amplituda kmit  nastane p i
20TT  a zárove 20T  (resp. TT0 , kde T  je doba kmitu dvojhmotové soustavy)

3

04
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t (33)

Poznámky:  1) Výraz (33) potvrzuje rozhodující vliv ryvu na kmitání hnané hmoty a zásadní 

roli kmito tu  p i potla ení vibrací (v tomto p ípad  je jeho role zvýrazn na  dokonce t etí
mocninou!!). Dosažitelný ryv na konkrétním stroji je tedy výmluvným nep ímým ukazatelem

dynamických kvalit mechanické konstrukce. Tato skute nost je možnou p í inou ú elové a do

jisté míry i klamavé reklamy n kterých výrobc , kte í rádi prezentují dosažitelné rychlosti a 

zrychlení svých NC stroj , ryv však nikoliv

2) Spolehlivým zásahem proti samobuzenému rozkmitání zp tnovazebního obvodu je taková 

volba kinematických parametr  p i akceleraci i deceleraci, aby ve vztahu (32) vyšla nulová 

amplituda, tj. 
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2
20 , tj. Tnav

MAXP

3) a) v p ípad 20TT vzniká trojúhelníkový pr b h  zrychlení, u kterého platí rovnost 

0MAXMAXP
aav . Podmínka nulové amplitudy zní

TnaavT MAXMAXP 0



    b) limitním p echodem pro 0,0T  vzniká obdélníkový pr b h zrychlení, p i emž

kone ná rychlost je . Frekven ní spektrum  získáme z (29) použitím známé limity0Tav
MAXP

1
sin

OXx

x
, takže jeho výsledný tvar je 

2

2
sin

2 Toj

MAX

PMAX e
a

va
jA

Hnaná hmota nebude kmitat v p ípad , že 0jA , tj. TnavT
MAXP0 .

4) Obdélníkový pr b h zrychlení nelze reáln  získat, nebo  skoková zm na proudu je kv li

induk nosti vinutí motoru nerealizovatelná. V praxi je nej ast jší pr b h blížící se lichob žní-

ku  (n kdy bohužel i trojúhelníku, který m že nastat v p ípad , že povolený ryv stroje je nízký

a as, resp. dráha pro rozjezd jsou krátké). V  p ípad  malého ryvu se požadované zrychlení 

nemusí v bec dosáhnout a instalovaný moment, tedy i proud motoru je zbyte n  velký

5) Z obou podmínek v pozn. 2a,b) je pro zásah do ídicího signálu aktuáln jší první, nebo

rychlost  je v tšinou p edepsána  použitou technologií a podmínka 2b) m že vést na nespl-

nitelné zrychlení.
P

v

Podrobný rozbor t í výše uvedených p ípad , typických p i dráhovém ízení NC stroj , je
proveden v lit.[1].

     Na obr.6 vlevo je znázorn n rozb h netlumeného dvojhmotového systému s vlastním kmi-
to tem Hz102  na kone nou rychlost zát že smv

P
/2,0   se zadávaným lichob žní-

kovým profilem zrychlení. Pro simulaci byl použit vztah (26). P i stejné dob  akcelerace 
 je z hlediska kolísání rychlosti nejvýhodn jší ryvmsT 1500

3
0 /40 sm (silné áry). P i

ryvu  je sice pot ebné maximální zrychlení (tedy i maximální proud motoru) o 

tvrtinu menší, rychlost ale siln  kolísá (slabé áry). Trojúhelníkový profil je nevýhodný jak 
z hlediska klidnosti chodu, tak z hlediska pot ebné velikosti motoru. Na obrázku vpravo jsou 
odpovídající amplitudová spektra všech t í pr b h  se zvýrazn ním jejich velikostí na vlast-
ním kmito tu systému .

3
0 /143 sm

Hz10

Obr.6 Rozb h dvojhmotového systému (vlevo asové pr b hy zadaných zrychlení a skute -
ných rychlostí, vpravo amplitudová spektra zrychlení) 



3. Záv r

P edb žnou spektrální analýzou povel , zadávaných do pohonu posuvové osy, lze p edvídat
úrove  jejích vibrací. Úpravou pr b hu urychlování stroje na ur itou rychlost, tj. vhodným 
umíst ním nulových hodnot spektra zrychlení jA , se lze dokonce úpln  vyhnout kmitání
hnané hmoty nebo alespo  stla it amplitudu kmit  pod rozlišovací úrove  odm ovacího sys-
tému.

Cílem dalšího výzkumu by m lo být nalezení vhodného postupu modifikace NC kódu zadá-
vaného obráb címu stroji s cílem minimalizovat vibrace. Dnešní postupy tvorby NC kód  pro 
dráhové ízení pomocí lineární, kruhové, resp. splineové interpolace a program  CAD - CAM
jsou však univerzální a pro uživatele dosti uzav ené (nap . CATIA, SOLIDWORKS, IDEAS, 
SURFCAM atd.). V praxi tedy bude nutno provést výše zmín nou analýzu a úpravu spekter 
ješt  p ed obráb ním a podle individuálních vlastností použitého stroje. Tento postup m že
pomoci v p ípad , kdy by nebylo možno aplikovat jiné složit jší algoritmy asov  optimální-
ho ízení v reálném ase.
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