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THE SOLUTION OF REINFORCED CONCRETE
SLAB USING NONLOCAL MODEL

L. Brdec¢ko! R. Zidek?

Summary: The modelling of reinforced concrete slabs is a topic of this paper.
The main attention is paid to the cracks propagation, the increase and localization
of the damage and evaluation of the load-carrying capacity of these structures.
A common local model for a solution of RC-slabs and its nonlocal modification
which helps to eliminate mesh dependence of results are presented. The paper is
supplemented with an example of the local and nonlocal solution of an experimen-
tally investigated slab.

1. Uvod

Jednim z problémid modelovani rozvoje trhlin v betonu pomoci modelu fiktivni trhliny je
zévislost feseni na hustoté sité konecngch prvki. Uéinnym néstrojem k feseni téchto nedo-
statkt je nelokalni modelovani. Aplikace tohoto postupu na model Zelezobetonové desky je
predmeétem tohoto ¢lanku. Kromé charakteristiky konec¢ného prvku a materialového modelu
programu INCA (Inelastic Nonlocal Continuum Analysis), vyvijeného pro feseni ZB desek,
jsou zde diskutovany nékteré aspekty implementace nelokalniho modelu do tohoto programu.

2. Prvek pro feSeni ZB desek

Pro analyzu ZB desek byl zvolen model z deskosténovych prvki, ktery neklade takové kapa-
citni a ¢asové naroky na fyzikalné nelinearni vypocet, jako je tomu u modelt z prostorovych
prvki. V odvozeni deskosténového prvku je uvazovano membranové a ohybové piisobeni a
také smyk z roviny prvku. Bazové funkce pro aproximaci premisténi jsou linearni a k integraci
matice tuhosti prvku jsou vyuzity ¢tyti integracni body pro membranové piisobeni a ohyb a
jeden bod pro smyk.

Byl zachovan predpoklad o rovinnosti prifezu, ale bylo tfeba postihnout nelinearni priibéh
napéti po vysce prifezu. K tomu poslouzil vrstvickovy postup s vyhodnocovanim napéti
body. Tento postup byl pouzit jak pro vrstvy betonu, tak pro jednotlivé skupiny vyztuznych
vlozek.
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Pro vyztuz je zaveden jednorozmérny model s bilinedrnim pracovnim diagramem bez
zpevnéni a s omezenim maximalni deformace.

Pti tvorbé 2D modelu pro beton byla snaha vytvofit pomérné jednoduchy model, ktery
rusovani. Jedna se predevsim o nelinearni pracovni diagram betonu v tlaku, vliv dvojosé
napjatosti na okamzik poruseni materialu, ortotropni chovani po vzniku trhlin a rezidualni
napéti v trhlinach.

Podminka poruseni pro beton

Pro zavedeni materidlovych parametrt ziskanych z jednoduchych testii do 2D materidlového
modelu jsou pouzity ekvivalentni jednoosé pracovni diagramy. Evivalentni deformace se ziska
z napéti a poddajnosti ve sméru vyhodnocovani napéti

Eeq = Ui/Es,i- (1)

Efektivni mez pevnosti v ekvivalentnich pracovnich diagramech jsou pak urceny z 2D pod-
minky poruseni v zavislosti na poméru hlavnich napéti
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za predpokladu oy > 0.
V tlakové zoné je podmika poruseni uvazovana podle CEB-FIP Model Code 90 a prislusna

efektivni pevnost (zaporna)
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se pouzije k vyhodnoceni druhého hlavniho napéti. Na rozmezi mezi zénou tlak—tlak a tah—
tlak dosahuje tato pevnost pus = —0.96f. (viz obrazek 1) a @ ma hodnotu a. = —0.0228321.
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Obrazek 1: Podminka poruseni pro beton

V zo6né tah—tlak se predpoklada primarni poruseni tahovym namahanim a efektivni pev-
nost v tlaku se ponechava konstantni pro celou zénu

fc,ef - _096fc (4)



Efektivni pevnost v tahu je odvozena z podminky poruseni, kterd ma v této zéné linearni
prubéh
Frep = _ fows (5)
ape — p1 + fi
Rozhrani mezi zénou tah-tlak a tah-tah je uréeno zménou znaménka druhého hlavniho
napéti. V zoné tah—tah se predpoklada konstantni hodnota efektivni pevnosti v tahu

frer = T (6)

Poskozeni v tlakové zoné

V tlakové zoné se redukuje matice tuhosti pomoci parametru poskozeni w,
[Da] = (1 = we)[De]. (7)

Parametr poskozeni w, se ziska z ekvivalentniho pracovniho diagramu pro namahani v tlaku
uvazovaného pro druhé hlavni napéti

o 2,eq
w, = Lo~ Boer, 8
Eo ()

V pracovnim diagramu pro tlak je uvazovana nelinearni vzestupna vétev podle CSN P ENV
1992-1-1 a linearni sestupna vétev s mezni deformaci v tlaku €. ;.

Poruseni v tahové zdné

Pro vystiZzeni ortotropie zptisobené vznikem trhlin byl zvolen model fiktivnich trhlin, které
po svém vzniku jiz neméni svij smér ("fixed crack model”). V kazdém bodé muze vznik-
nout jedna nebo dvé na sebe kolmé trhliny, které se mohou otevirat a zavirat v zavislosti
na znaménku normélové deformace ve sméru kolmém na trhlinu. Sméry trhlin jsou dany
sméry hlavnich napéti v okamziku vzniku prvni trhliny a tyto smeéry zustavaji platné pro
vyhodnocovani napéti i ve vsech dalsich krocich postupného vypoctu.
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Obrazek 2: Pracovni diagramy pro beton v tahu

Pfi tvorbé ekvivalentniho pracovniho digramu (viz obr. 2) se vychézi ze zéavislosti nor-
malového napéti v trhliné na jejim rozevieni. Tuto zavislost je mozno také vyjadrit pomoci
lomové energie Gy. Druhy diagram na obr. 2, definujici zévislost napéti v trhliné na neelas-
tické ¢asti normélové deformace, je mozné ziskat z prvniho pfevodem e. = w/d, kde d je



velikost porusené zény. Tento diagram je definovan tvarem (v daném piipadé exponenciilni
zévislosti) a parametrem e, ;. Tento parametr je odvozen pro jednoosy tah a ztistava stejny
i pro proménlivou efektivni pevnost.

Tteti diagram na obr. 2 je ekvivalentni pracovni diagram, udavajici zavislost normalového
napéti v trhliné na celkové deformaci. Vztah mezi tuhosti E,. z druhého diagramu a tuhosti
E z tietiho diagramu je dan rovnici

EoE,
= e 9
Eo + E. (©)

Pro nalezeni neelastické deformace pro ekvivalentni celkovou deformaci je ovsem tfeba pouzit
numerického feseni.

Odvozeni matice tuhosti materidlu vychazi z dekompozice ¢asti matice poddajnosti od-
povidajici norméalovym smériim na elastickou a neelastickou c¢ast

[Cal = [+ [ (10)

Neelasticka ¢ast [C?] je diagondlni s poddajnostmi 1/E.; a 1/E.,. Provede se inverze matice
poddajnosti [CY], pfida se k ni tuhost pro smyk a ziskd se matice tuhosti materidlu pro

vrstvicku betonu
a1 by avigEy 0

[Dd] = C1V21E2 ClE2 0 . (11)
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Koeficient ¢; je dan
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a Poissonovy soucinitele v9; = V%, Vig = V% postupné klesaji s rozvojem trhlin. Koeficient
o o

£ udava redukci ptivodni elastické smykové tuhosti, ktera je zptisobena rozevienim trhlin.

P1i uzavieni obou trhlin je roven jedné.

3. Nelokalni model

Pti praci s modelem fiktivni trhliny s rezidualni tuhosti v trhliné v MKP je mozno se setkat
s problémy se zavislosti vysledki na velikosti kone¢nych prvki v oblasti poruchy. Tato zavis-
lost byva zptusobena tim, Ze se porucha lokalizuje do pasu prvki, jehoz sitka je tzce spjata
s velikosti prvkt. Tim je ovlivnéna energie spotfebovana na vytvofeni poruchy a nasledné je
ovlivnéna i zatézovaci draha (diagram sila—pfemisténi). Nelokalni model pouzity v programu
ma za cil rozsitit vzniklé poskozeni do realné zény poruseni. Tohoto cile je dosahovano uvazo-
vanim nékteré veli¢iny jako nelokalni, tzn. jeji hodnoty jsou vztazeny k hodnotam v bodech
v okoli vysetfovaného bodu.

Jako nelokalni proménné je v daném ptipadé vyuzito celkové deformace . Vzhledem
k predpokladu zachovani rovinnosti priifezu je mozno, konkrétné pro tuto veli¢inu, priméro-
vat prurezové hodnoty deformace a z nich dopocitavat hodnoty ve vrstvickach. Zvétsovanim
poctu vrstvicek tedy nestoupa narocnost primérovani. Pro kazdou vrstvicku se pocita lokalni
i nelokalni hodnota. Nelokalni hodnota se vyuzije pri tvorbé nové matice tuhosti, lokalni hod-
nota pro vypocet prenesenych napéti

{o} = [Da(®)] {e}- (13)



U vyztuze se pracuje pouze s lokadlnimi hodnotami deformaci.
Vliv vzdélenosti r bizkého bodu £ od vysetfovaného bodu 7 je vyjadien vahovou funkci

ao<r>={§1‘§2) o (14)

ve které R je interakéni polomér definujici velikost oblasti poruchy.

Béhem vypoctu jsou primarné znamy hodnoty primérovanych veli¢in v integrac¢nich bo-
dech matice tuhosti prvku. Tyto hodnoty jsou tedy vyuzity k vypoc¢tu nelokalni hodnoty
dané veli¢iny. Uvazuje se konstantni vaha pro celou plochu A, patiici k danému blizkému
bodu &.

Hodnota vahové funkce je normalizovana pro kazdou dvojici bodt n — €. Normalizaci se
zajisti jednotkovy integral z vahovych funkei pro libovolné interakéni poloméry a dale se tim
osSetii nepresnosti s ohrani¢nim oblasti primeérovani, které jsou zpisobeny tvarem konec¢nych
prvki, hranici konstrukce, popf. osou symetrie. Do hodnoty normalizované vahové funkce je
jiz zahrnuta integrace po plose

040(777 £)A§
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(15)

P1i samotném vypoctu nelokalni proménné se pak pracuje jen s lokalni hodnotou proménné
v bodé £ a normalizovanou vahovou funkci pro tento bod

p

(n) = Za(nyfz‘)ff(fi)- (16)
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Nelokalni primérovani je naro¢nou soucasti vypoctu, a to z hlediska casovych i kapacit-
nich pozadavki. Vypocet vahovych funkci a samotné primérovani vyzaduje mnohonasobné
prochazeni databazi integrac¢nich bodt a skladovani velkého mnozstvi dat. Aby bylo mozno
provadét rozsahlejsi vypocty, je tieba zabyvat se snizenim téchto narokd na minimum. Zde
jsou nékteré pouzité tpravy vypoctu snizujici ¢asovou a pamétovou narocnost:

VyuzZiti omezeného defini¢niho oboru vahové funkce. Vzhledem k poméru interakc-
niho poloméru (velikost nékolika zrn kameniva) a velikosti konstrukce nabyva vahova
funkce pro vétsinu dvojic integrac¢nich bodi nulové hodnoty a staci tedy zalohovat tidaje
pouze pro souvisejici body s nenulovou hodnotou vahové funkce.

Jednorazovy vypocet vahovych funkci. Hodnota vahovych funkci se béhem vypoctu
nemeéni, je mozno je napocitat jednorazové predem.

Usporadani databaze. Kazda dvojice souvisejich bodi se uklada dvakrat, pokazdé je
vysetfovanym bodem jiny z nich. Umozinuje to: ukladat normalizované hodnoty vaho-
vych funkci; ukladat pro kazdy vySetfovany bod pouze index blizkého bodu a hodnotu
normalizované vahové funkce; pristupovat do databaze sekvencné bez prohledavani.

Hruby vybér souvisejicich prvki. Pro vybér souvisejicich bodt je mozno provést nejdiive
hruby vybér souvisejicich prvka (vyuzivaji se integra¢ni body pro smyk) a pak se zaby-
vat dvojicemi integracnich bodi pouze pro tyto prvky. U vybéru prvki je ovSem tieba
pouzit nahradni zvétSeny interakéni polomeér.



4. Resena deska

Pro verifikaci programu byly vyuzity vysledky z experimentalniho zkoumani ZB desky Jof-
rietem a McNiecem (1971). Jde o ¢tvercovou desku bodové podepienou v rozich, zatiZenou
nartstajici silou uprostied (viz obrazek 3).
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Obrazek 3: Geometrie, body méfeni a zatizeni desky
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Obréazek 4: Zavislost sila — prihyb (bod méfeni P1)

Délka desky je 0.914 m a tloustka je 0.0445 m. Deska je vyztuzena obousmérné pii dolnim
povrchu se stupném vyztuzeni 0.85%. Charakteristiky zndmé z experimentu byly pro ocel
E = 200GPa, f, = 345 M Pa a pro beton £ = 29.1GPa, f, = 37.9MPa a .5 = 0.0035.
Ostatni parametry byly urceny na zékladé doporuceni uvedenych v CEB — FIP Model Code
90, v CSN P ENV 1992-1-1 a v praci Cervenka, Jendele & Cervenka (2003). Pevnost betonu
v jenoosém tahu byla takto stanovena f, = 2.7 M Pa. Vzhledem k malé tloustce desky se
predpokladalo pouziti kameniva s maximalni frakci d = 8mm. Z toho vychazelo urceni
lomové energie G; = 50.1 J.m™? a odhad interakéniho poloméru R = 0.024 m.



Vypocet byl proveden pro standardni model s pevné danym pracovnim diagramem (lo-
kalni model) a pro model s nelokdlnim primérovanim (nelokalni model). Byla uvazovéna sit
konec¢nych prvki s nasledujicim zahusténim v oblasti poruchy:

(a) rovnomérné s velikosti prvku 5mm,
(b) rovnomérné s velikosti prvku 1 mm,
(c) nerovnomérné s minimalni velikosti prvku 0.25 mm.
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Obrazek 5: Zavislost sila — prihyb (bod méfeni P2)
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Obrazek 6: Detail pribéhu deformace v porusené oblasti

Obrazky 4 a 5 ukazuji zavislost rostouci zatézovaci sily ve stiedu desky na prithybu
v bodé méfeni P1 resp. P2. Vypocty pomérné dobfe vystihuji zatézovaci drahu, méné dobie



uz hodnotu mezniho zatizeni. Pokud ovSem budeme sledovat zavislost téchto diagramt na
déleni vypoctového modelu na konecné prvky, mizeme vidét podstatné rozdily v dosazeném
meznim zatizeni u lokalniho modelu, zatimco u nelokalniho jsou kfivky (a), (b) a (c) témér
totozné.

Na obrazku 6 je zobrazen detail priibéhu deformace ¢, v dolni vrstvé betonu v fezu vede-
ném stredem desky ve sméru x. Vysledky jsou uvedeny pro prithyb pod silou w = 0.0075 m.
V prvnim grafu ukazujicim vysledky pro lokdlni feSeni prutu je mozné si vSimnout, ze ve-
likost poloviny porusené zény odpovida oblasti ptiblizné tii az péti prvka. Vysledna oblast
poruchy je tedy silné zavisla na velikostech prvki, a to co do velikosti této oblasti, tak i z hle-
diska velikosti deformaci, které dosahuji neralnych hodnot. Ve druhém grafu jsou zobrazeny
vysledky pro nelokalni feseni. Velikosti polovin porusenych oblasti pro vSechna tii déleni na
prvky odpovidaji zhruba interakénimu polomeéru a jsou vyrazné méné zavislé na velikostech
prvki. Profil deformace pro tyto tfi pripady je ponékud odlisny. To zptisobuje i jisté rozdily
v maximalni dosazené deformaci, které nejsou tak velké jako u lokalniho modelu a hodnoty
deformaci ztstavaji v redlnych mezich.

5. Zavér
V prispévku byl nastinén teoreticky zaklad programu INCA urceného k analyze Zelezobetono-
vych desek. Déle byly uvedeny nékteré aspekty implementace nelokalniho modelu do tohoto
programu. Uvedeny pfiklad dokumentoval jednak kvalitu modelu na vypoctenych zatézova-
cich drahach srovnavanych s experimenty a dale vliv nelokalni tpravy modelu na ziskané
vysledky.

Lze konstatovat, ze problémy s lokalizaci poskozeni se u lokalniho modelu projevily vy-
razné v dosazené unosnosti konstrukce, méné v tvaru zatézovaci drahy. Nelokalni model
dopadl v obou téchto ohledech dobre.

Profil deformace v porusené oblasti ukazal u lokalniho modelu vyznamnou zavislost na
velikosti kone¢nych prvki. V piipadé nelokalniho modelu se i pres odlisny profil deformace
poskozeni rozsitilo do priblizné stejné oblasti.
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