INZENYRSKA MECHANIKA 2005

m NARODNI KONFERENCE
5 smezinarodni G&asti

200 Svratka, Ceskarepublika, 9. - 12. kvétna 2005

THE FIRST VARIANTS OF A NEW SYSTEM OF
SIMPLE, MIDDLE ACCURATE APPROXIMATIONS
OF SOME STATE VARIABLES AND DERIVATIVES
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Summary: A set of approximations for the specific volume of saturated liquid
and saturated vapor, saturation pressure and for the isothermal derivatives
(@n/dp )., (dn/d¢g' ), including a concept of some theirs combinationsis given. It
is shown that the accuracy of approximations depends both on the approximated
guantity and on its approximating analytical form. The accuracy moves between a
percentage fraction up to 5 % of maximum value of the pertinent function. After a
numerous tests the function z*%.(7—9)*? has been chosen as a general
approximation function. The values of exponents and coefficients optimized by the
least squares method, the courses of approximated quantities and their
approximating functions as well astheir deviations from correct data are given

1. Uvod

Pfi vyvoji metod posuzovani vlasthosti jednoduchych rovnic stavu pokud jde o oblast
termodynamické rovnovahy tekuté a plynné faze [1-4] se dodo m.j. ktomu, Ze se
neobejdeme bez sice jednoduchého, ae pokud jde o charakter jednotlivych funkci, uspokojive
piesného popisu vzgemnych zavidosti jednotlivych termodynamickych veli¢in mokré pary.
Takovy model by byl samozigimé vitan negjen v uvedené souvislosti, ale i v mnoha dalSich,
obecné asi vsude tam, kde je potieba analyzovat vliv stavu pracovni latky na priabéh
studovaného termodynamickeého dgje.

Nekolik takovych aproximaci a to nejen uspokojive, ale maximéné piesnych, bylo vyvinuto
jiz diive [6-9]. Potiz je v tom, Ze maximalni presnost jde vzdy na Ucet slozitosti. Prikladem
mohou byt znamé Wagnerovy funkce pro zavisost termodynamickych funkci na teploté,
které ve sve jednodussi (nekonzistentni) varianté maji tvar zpravidla Sesti¢lenného polynomu
s necelymi exponenty tvoricimi nepravidelnou, tzv. fidkou fadu. Spolu s exponenty jde pak
pro kazdou takovou zavislost o 12 zvl&stnich konstant, coz je pii aplikaci souboru takovych
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funkci pringmenSim nepohodiné. Navic charakter téchto aproximaci neumoZziuje (aZz na
jedinou vyjimku, ktera je ovSem podstatné sloZitéjsi) jejich reverzni aplikaci, tj. vyjadrit
nezévisle proménnou jako explicitni funkci zavisle proménné.

Pro nékteré ulohy se proto zda byt vhodngjSi mit jednu nebo vice variant ,, zlaté stredni cesty”
aproximaci pomérné jednoduchych, sice méné presnych, ae kvalitativné spravné
vystihujicich funkci aproximovanou. Pripadnd moznost vytvorit z takové aproximace funkci
reverzni by pfitom predstavovala piednost navic. O prvnich krocich pti hledani takovych
vztaht informuje nasledujici text.

2. Modelova latka a ovéirovani rauznych funkci

Skute¢nost, Ze pro podobné ucely byla raiznymi autory vybrana pravé tzv. obyéejna voda (v
terminologii mezinarodni stiechové organizace vlastnosti této latky IAPWS definujici
,Ordinery water substance” [5]), bylajiZ vicekréat dostatecné objasnéna a neni proto zapotiebi
se zde k ni podrobngji vracet. Sta¢i jen piipomenout, Ze se tak stalo pro jeji: hospodaisky a
biologicky vyznam, termodynamicky dosti nestandardni stavové chovéani a také pro jgi ze
v3ech latek nejobsahlejSi a nejdokonal gjSi dokumentaci.

Tabulka 1 uvadi hodnoty dale uvazovanych bezrozmérnych termodynamickych velicin. Plati
zde, ze =plpc, ¢=VIVe, =TITe, p=1/=RI(PNIT)., W =P );, 7 =(dm/¢"); a Ze
pjetlak, v-mérny objem, T - absolutni teplota, R - plynova konstanta, £ - kompresibilitni
faktor, index 'c' znaci kriticky; oznaceni ()" a () je pouzito pro veli¢iny nadolni a horni
mezni k¥ivce. Zobrazeni jejich teplotnich zavidosti podle definic v Tab. 2 je naobr. 1.

Je vidét, Ze jde o pribéhy znatné rozdilné. Zatimco zména nezavisle promeénné — teploty je
mensi neZ jeden fad, ¢emuz odpovida i zména hustoty kapaliny na mezi sytosti, hodnoty
funkci 7 a ¢ semeni vrozpéti péti fadt a hodnoty funkce 7y dokonce v rozpéti rada
osmi. Tyto skute¢nosti se nepochybné projevi jak v potiZich pri hledani vhodné aproximace,
tak v jgi vysledné presnosti.

Prvnim krokem proto bylo testovani riznych formulaci aproximovanych funkci, pri¢cemz
nejvetsSi pozornost byla vénovana jednoduchym i kombinovanym formulacim obou derivaci,
protoZe pro né v literature aproximace dosud uvedeny nabyly. Pro derivaci i na dolni mezni
kiivce tak byly ovérovany nasledujici funkce

yvi=m.tl.gling; yo= o .o lnr; ya= ﬂi'.¢'2/|nﬂ'; ya= m.¢ l(Inm)"”~

Prabéh téchto funkci ukazuje obr. 2a; ,a* za oznacenim funkce zde znamena, Ze jgji hodnoty
jsou vztaZzeny najeji hodnotu v trojném bodé.

Dale byly ovérovany tyto funkce
yio=ma "7 yu=ma " ye=mad " yu=ma/m” yu=ma/ (10,
kde normalizace funkéni hodnotou v trojném bodé byla zahrnuta jiZ v definici funkce.
Podobn¢ pro derivaci 7z nahorni mezni kiivce byly ovérovany nasledujici funkce
Ys= —In(-7" )5 Y6 =100.(-7 V77 yr=-m .4 %
yg =100.(-7 )Iz"%;  yo=—7"In(-ny )
adée pak funkce
yo=F%; yu=F? yn= 1-0*.In(-z),



kde

F= Yoo = 1/[1+ In(—7rg')].
Z pribéha téchto funkci na obr. 2b je patrno, Ze vétSina jich nevyhovuje pro silné rozvinéni v
kritické oblasti, takZze za |épe prijatelné |ze povaZzovat napi. funkce Vs, Vi, Y4 a za
nejvhodnéjsi asi funkci y;0. Ponékud obecngji koncipovanou funkci

Yao = (10 (" )

by proto ziejmé bylo moZno uvaZzovat jako typ pro dalSi testy, i kdyZ by bylo tieba uvazit ne-
vyhody plynouci z toho, Ze jde o funkci tii proménnych.

Na z&kladg¢ téchto Uvah atesta byly v prvé etapé definovany aproximované funkce tak, jak je
uvedeno ve tretim sloupci tabulky 2, kde funkce X5 se uvaZovala jako priklad na testovaci
aternativu k funkci X5A. Jako aproximacni funkce se uvazovaly nejprve nekteré zjiz
uvedenych funkci yi, jednak funkce znamé z aproximaci pomoci polynomu se ¢leny dvojiho

typu

FA= 7%,

FB= (1-7)Y,

coz nakonec vedlo k tomu, Ze se ddl e systematicky pracovalo s jedinou novou kombinovanou

Tab. 1 Hodnoty aproximovanych bezrozmérovych proménnych na mezni kiivee H,O

t,°C

4 4 ¢ (=) | ¢ (=@) i "
te 1 1 1 1 0 0
373 | 0998538 | 0988669 | 0807625 | 1,30248 | -0,03676 | -0,010726
370 | 0993902 | 0953771 | 0,713336 | 1,59532 | -0,315815 | -0,035685
360 | 0978448 | 0845994 | 0610311 | 223767 | -19815 | -0,069113
340 | 0947541 | 0661712 | 0527350 | 347170 | -85294 | -0,068113
300 | 0885726 | 0,389227 | 0452158 | 697453 | -31,342 | -0,033116
240 | 0793005 | 0,151691 | 0,395884 | 19,2250 | -87,871 | -6,34072E-3
180 | 0,700283 | 4,54496E-2 | 0,363021 | 62,4273 | -16531 | -6,88292 E-4
100 | 0576653 | 459618 E-3 | 0,335994 | 538372 | -27516 | -8,3993 E-6
60 | 0514839 | 9,04007E-4 | 0327515 | 246885 | -31091 | -3,64158 E-7
40 | 0483931 | 3,34704E-4 | 0324541 | 628391 | -31561 | -531086 E-8
30 | 0468478 | 1,92484E-4 | 0323423 | 105869 | -312,94 | -1,81439E-8
25 | 0460751 | 1,43670E-4 | 0322969 | 139545 | -310,07 | -1,02777 E-8
20 | 0453024 | 1,06024E-4 | 0322594 | 18597,7 | -306,07 | -5,69275E-9
15 | 0445297 | 7,73110E-5 | 0,322306 | 250759 | -300,83 | -3,07943 E-9
10 | 0437570 | 556649E-5 | 0322113 | 342298 | -29423 | -1,62465 E-9
5 | 0429844 | 395475E-5 | 0,322029 | 47339,02 | -286,17 |-8,34769 E-10
001 | 0422132 | 2,77220E-5 | 0,322068 | 663234 | -2765 |-4,17679 E-10
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Obr. 3 Priklad navliv kritéria na vyslednou
aproximaci; 0 - funkce (X8A), a- abs,, r - relat.
odchylka, g - geom. pramer



funkci
X8=A.7"(1-5%* .

Tajednak pomoci jediného ¢lenu umoziiuje vytvorit extrém, jednak poloZzenim X1=0, nebo
X2=0 prechazi na specidni jednodussi typy FA ¢i FB. Konstantu A |ze odvodit pomoci
metody nejmensich ¢tverci.

Vedle volby vhodné aproximacni funkce je dalsi dileZitou metodickou otézkou volba
vhodného kritéria. Zpravidla plati, Ze u funkci, které se v daném intervalu zretelné meni, je
lépe uzit relativni odchylky. To ovSem je prakticky nemozné tam, kde funkce prochazi
nulou, ato i kdyZ ji aproximaéni funkce jednoznatné definuje. Relativni odchylky byvaji totiz
v této oblasti neprijatelné velké a prabéh aproximace v oblasti vysokych hodnot citelné
Zkreslen.

Na mozné dasledky volby kritéria upozornime jesté pozdgji na konkrétnim prikladu, nicméng
konstatujme, Ze vzhledem k témto skute¢nostem byla jako kritérium piijata odchylka
absolutni. Ta, za predpokladu uziti normalizace aproximovanych funkci tak, aby se
pohybovaly mezi nulou a jedni¢ckou, odpovida ¢iselné procentim z maximéni hodnoty
aproximované funkce.

3. Aproximované funkce a vyvoj jejich aproximaci

V&echny potiebné Udaje o doposud vyvinutych (jednoduchych) aproximacich shrnuje
piehledova Tab. 2: kromé definic aproximaci jesté hodnoty konstant a, exponenti X1 a X2 a
piislusnych odchylek. Otazniky viadku 4 a 6 upozoriuji, Zze slozitéjSi aproximace jsou
v téchto pripadech sporné, protoZze nevedou ke zietelnému zvySeni presnosti. Je mozne, ze
volba aproximacni funkce nebyla v téchto pripadech zdarila. Pro aproximace oznacené
hvézdickou |ze snadno odvodit explicitni konzistentni reverzni funkce. Detailngjsi informace
o jednotlivych aproximacich piinaseji nasledujici obrazky.

Priklad na obr. 3 ukazuje prabéh nenormalizované funkce X8A a jejich aproximaci
Z hlediska absolutni, relativni a stiedni geometrické odchylky. Vidime, Ze hledisko relativni
odchylky vede k velmi presné aproximaci v kritické oblasti, ale souc¢asné k velmi Spatné
v oblasti nizkych teplot a extrému funkce; zde neni aproximovan charakter funkce,
aproximace je kvalitativné nespravna. Totéz v ponékud slabsi mite |ze konstatovat i pokud jde
o hledisko geometrického prameéru odchylek. Jediné hledisko absolutni odchylky umoznilo,
byt ne zcela piesng, vystihnout charakter funkce jak pri nizkych, tak pii vysokych teplotach,
zde ovSem za cenu zietelného sniZeni piresnosti.

Na obr. 4 jsou prab&hy odchylek normalizované funkce X4A, kde varianty d1 a d2 (vyznamy
oznaceni uzitych v obrazcich jsou v Tab. 2) predstavuji zjednoduSena reSeni pro X2=0 a
X1=0 a varianta d3 desetinasobek odchylek obecnéjSiho feSeni. Vidime, Ze pres toto
zvétSeni jde poiad o prabéh vyrazné piesnéjsi nez lepsi z obou piedchozich variant a je také
témet na drovni v literature doporucovanych zietelné dlozitéjSich aproximaci. Lze proto
usuzovat, Zze v tomto pripadé jde o souhru dvou okolnosti: a) tato funkce se aproximuje
pomérné snadno, takze i jiné typy aproximaci by vedly k ptiznivym vysledkim a navic
b) zvoleny typ aproximace mimoradné St'astné vyhovuje dané funkci. Bohuzel, tento piipad
neni pravidlem.

Velmi dobie vydly jedté aproximace funkce X3A a funkce X5A (obr. 5) tykajici se aproximaci
hustoty vody a mérného objemu pary na mezi sytosti, kde stiedni kvadraticka odchylka



Tab. 2 Prehled jednoduchych aproximovanych funkci nekalorickych veli¢in vihké pary H,O

Oznace- | Aproximovanatermo- | X1 X2 A Stiedni
ni dynamické funkce kvadraticka
odchylka
1 X4A —In(x) /10,4933 -2,8 0* (d1) | 0,0942035 | 0,053297

0 1,85 (d2) | 2,66940 0,022375
-1,2 | 0,94(d3) | 0,5946833 | 0,0004292

2 | X3A (0 /pe -1)12,104938 0 0,36 1,24641 0,13796
0,11 0,39 1,37734 0,006523

X3B | p'/pe - nenormalizovana | ZKUSeb- ni varianta
3 XA In(¢")11,1023 -2,39 0* (ol) | 0,1331147 | 0,051209

0 | 1,44* (02) | 2,114977 | 0,041914
1,4 | 043(03) | 0378753 | 0,0011123

4 X5 [(¢*-1)/66322,38]" | -53 0* 0,0100532 |  0,018098
A55| -02) 6 0,016189
5 | X8A —7,1276,5 0 1,05* 2,07658 0,088020
3,0 3,0* 71,4272 0,027181
2,9 3,0 66,3204 0,025289
32 3,2¢ 94,6383 0,025930
6 X7 - In(— 77 4 )/21,59631 0 |1,48* (0a3)| 2,14424 0,079684

222 | 0*(0a2) | 01510145 | 0,026334
A-2,28 | - 0,02)0al) | 0,1422757 |  0,026133

piesnéjSi varianty v prvém a nejpiesnéjSi varianty ve druhém pripadé jsou jesté téhoz radu
jako u funkce X4A. Ostatni aproximace jsou viak jiz méné presné; dokladaji to zietelné
prab&hy odchylek aproximaci 7 i obr. 6 ukazujici odchylky aproximaci derivace 7.

Obr. 7 souborné zachycuje prabéhy odchylek vzdy nejlepSich aproximaci jednotlivych
funkci. Vidime, Ze rozdily v piesnostech jsou aZz prekvapivé velké. Ovéiujeme s tak, Ze
poznatek o superpozici okolnosti plati jak v piiznivém, tak v nepiiznivém smyslu. Na
aproximace obou derivaci neni ovSem tieba pro jejich zietelné mensi presnost pohlizet jako
na ménécenné. Plati totiz znamy poznatek, Ze derivovanim se sniZuje presnost az o iad.
Znamena to, Ze pokud bychom hodnoty derivaci odvozovali derivovanim z aproximaci té
piesnosti, kterou se vyznacovaly funkce X4A, X5A a X5A, byla by jeich presnost srovnatelna
s piesnosti funkci X8A a X7.

JednodusSi a méné piresné varianty u nichZ je jeden z exponenta nulovy, umoziuji vytvoreni
reverzni funkcevzdy. Prikladem mize byt prostiedni aproximace funkce X4A s exponenty



0,12

) )
0,08 L HZO, X4A Ili
/o 0,08
--d1|/
/ [
4
0,04 | e : 0,04 !
\ |
,\ |
|
| l 0
0
-0,04 ¢
0,04 |\ S e
\ /
} ,/ -0,08
/
\\\ //, Tep-64 " —-10.03 Tab. 68
-0,08 | -0,12
0 100 200 300 ade 0 100 200 300 t °c
. oo Obr. 5 Absolutni odchylky 1. aZ 3. varianty
Obr. 4 Absolutni odchylky aproximaci : : s
di, d2, 10d3 funkce XAYA {[I(’;iu sytosti) aproximace funkce X5A (objemu syte pary)
0,15 0,06
0
0,04
0,05 | )
\ 0,02
0
-0,05
""" oal -0,02
—oa2 . ;
-0,15 —— X4A —— X3A :
— -0,04 :
0as -+ XBA —— X5 |
L Tab. 6.6a
Tab. 8¢ —— X8A -+ X7
-0,06 —
0,25 0 100 200 300 ¢ o
0 100 200 300 t,°C  Obr. 7 Porovnani pribehi absolutnich
Obr. 6 Prabeh absolutnich odchylek odchylek nejlepsich aproximaci

aproximaci al-3 funkce X7 jednoduchych funkci



X1/X2 = 0/1,85, kde zigimé plati
7= 1-/—In(x) /10,4933 V1%

U dalSich aproximaci s jednim nulovym exponentem je tomu podobné. Reverzni funkce je
mozné takeé ziskat ve specianich pripadech i tehdy, kdyZ jsou oba exponenty nenuloveé, napt.
kdyZ jsou oba exponenty stejné. Prikladem zde mohou byt druha a ¢tvrté aproximace funkce
X8A, které pri nepatrném odklonu od optima umoziuji zminénou Upravu: z druhé aproximace
|ze ztgym¢e odvodit, ze

Tio=1/24{1/4— [-711276,5] 3

Pokud jde o presnost jednotlivych aproximaci plati, Ze zakladni termodynamické funkce Ize
uvedenym zpasobem aproximovat prekvapiveé presné: stiedni absolutni kvadraticka odchylka
se pohybuje v f&du desetin procenta a pokud jde o tlak sytosti, tak jesté zietelné nize. V
porovnani s tim jsou odchylky obou derivaci o tad, ¢i jesté vice vySSi a jsou tedy fadu
procent. Uvézime li jednoduchost aproximacni funkce, Ize i tento vysledek povazovat za
prijatelny; vyvolava viak otézku, zda by se v tomto a podobnych pripadech nemély hledat
individualni aproximované popr. aproximacni funkce, jak bylo jiz vpiedu uvedeno. Proto se
pro dalSi etapu pocita s vyvojem aproximaci pro sloZzené funkce

AX4=—zIn(z), X9A= —/In(z)In(¢")]. X3=(m¢'Ir-1),
X6= (—r\In"), XeA= (~rq4ln’), XIB= -In(x|.7y),
X7C= —In(7\/7g), X2B=-7qo /m, X2C=-rg¢ >,

4. Zavéry

Préce seznamuje s vysledky prvni etapy hledani a vytvéreni co nejjednodusSich (a tedy nutné
meéné piesnych, nez jsou aZz dosud vytvoiené) aproximaci termofyzikanich vlastnosti na
mezni kiivce kapalina-para. Uloha je demonstrovéna na H,O jako model ovém mediu. Po fadg
zkousek byla jako aproximacni funkci déna piednost jednotné teplotni soucinové
exponencidni funkci (1) s jednim ¢i dvéma optimalizovanymi exponenty a jedinym
koeficientem. Ta ve specianich pripadech umoziuje odvozeni explicitni konzistentni reverzni
aproximace.

U doposud aproximovanych funkci, které shrnuje Tab. 2, se podatilo dosahnout prekvapive
dobrych vysledkt u aproximaci hustoty na obou vétvich mezni kiivky a zefména u tlaku
sytosti, zietelné méné presné - o vice nez fad - jsou aproximace izotermickych derivaci tlaku
podle objemu na obou vétvich mezni kiivky. Pro dalSi etapu byly formulovany kombinované
aproximované funkce, které by mély dale zvysit aplikacni potencid celého souboru aplikaci.

Podékovani: Problém byl 7eSen za laskavé podpory grantu GACR 101/05/2536.
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Souhrn:

Prvni varianty jednoduchych, stiredné piresnych aproximaci nekalorickych funkci stavu
vlhké pary H,0 a nékterych derivaci nového typu

Prispévek predstavuje soustavu aproximaci mérného objemu syté kapaliny a syté pary, dde
tlaku sytosti tzv. obyceiné vody (H,0) a izotermickych derivaci tlaku podle obou mérnych
objemi a déle koncepci aproximace nékterych jejich kombinaci. Presnost aproximaci zaezi
na aproximované i aproximacni funkci a kolisa zhruba mezi zlomkem procenta a 5 procenty
maximani hodnoty funkci. Za aproximatni funkci byla po testovani fady jinych moZnosti
vybréna funkce 7°*.(7—z) 2. Uvedeny jsou hodnoty koeficienti optimalizovanych metodou
nejmenSich ¢tverci absolutnich odchylek, exponentt, prabéhy aproximovanych popi.
aproximacnich funkci a prabéhy odchylek aproximaci od spravnych hodnot.



