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CONTRIBUTION TO CALCULATION OF THE STABILITY LIMIT OF
MILLING CONSIDERING THE COMPLEX FORCE COEFICIENT

P.Bach

Summary: The paper presents firstly a review of the most important method of
stability calculation for machining process. Based on this, the evaluation of stable
depth limits is provided next. Finaly, a new approach to the process stability
condition is delt with, concidering a proportionality coeficient in complex form as
well as its influance on machine tool performance.

1. Uvod

Nestabilnim procesem obrabéni se rozumi stav, kdy za jistych podminek vznikne mezi
nastrojem a obrobkem samobuzené chvéni. Za této situace nelze obrabét a je tfeba zménit
fezné podminky tak, aby se proces stabilizoval. Jelikoz je Casto nutné snizit fezny vykon
stroje, povazuje se sklon stroji k nestabilité za zdvazny negativni jev a hledaji se neustéle
metody vedouci k jeho odstranéni. VétSinou vSak lze pouze snizit nachylnost soustavy ke
vzniku samobuzeného chvéni, nikoli ji zcela odstranit. Obecné je ke k tomu nutné udrzet
statickou a dynamickou tuhost stroje, nastroje a obrobku na dostate¢né Grovni. Existuji vSak
také metody, které umoznuji odstranit nestabilitu obrabéni pifi souCasném zvyseni fezného
vykonu. Mechanismus a pfiiny vzniku nestability i klasicky vypocet meze stability jsou
formulovali J. Tlusty, L. Spacek (1963).

Ke stalé tezné sile pfibude na a nad mezi stability periodicky proménliva slozka, jejiz
velikost je umérnd modulacni vychylce podle tzv. vazbového koeficientu Rb, ktery se
v klasické teorii ptredpoklada redlny. Tobias a Polacek (1965) vSak prokazali, Ze vazbovy
koeficient je, presné vzato, komplexni a frekvencné zavisly. Jestlize povazujeme vazbovy
koeficient za soucast prenosu fezného procesu, znamend to, ze mezi vstupnim budicim
signalem fezného procesu a vystupem — feznou silou, existuje Casové zpozdéni. V tomto
piispévku ukazeme teoreticky jak tato skutecnost pozméni vypocet a meze stability i samotné
hodnoty meze stability. Budeme se rovnéz zabyvat moznostmi vyuziti komplexity vazbového
koeficientu pro zvySeni vykonnosti obrabéni.

2. Podminka stability s realnym koeficientem vazby

Vypodet stability byl publikovan v roce 1963, (Tlusty, Spacek, Polacek, Tobias) a mnohokrat
jeste pozdéji napi. Tlusty ve svych stézejnich publikacich (1985 a 1999). Pro odvozeni
podminky stability plati schéma na Obr. 1. Mechanicka konstrukce stroje je na obrazku

*Ing. Pavel Bach, CSc, Vyzkumné centrum pro strojirenskou vyrobni techniku a technologii, CVUT v Praze, fakulta strojni,
Praha 2, Horska 3, tel.: 605205911, e-mail: p.bach@rcmt.cvut.cz



znazornéna nastrojem s obrobkem a jejich spojenim. Vzajemna (fezna) rychlost nastroje a
obrobku je oznafena vektorem v.

Stroj charakterizuji dynamicky jeho tvary kmitt, jejichz relativni vychylky mezi nastrojem a
obrobkem jsou napf. ve smérech X, X; nato¢enych vii¢i normale o thly o; oy, obecné o a,. Pii
prvnim fezu nastroje vyvolaji slozky fezné sily, spadajici do sméru tvari vlastni kmitani,
které se ve sméru normaly k obrabénému povrchu projevi jako Yy (7). Nazveme je ,,vInitost
povrchu®. V nasledném fezu kmita stroj kmity Y(7), které opct poc¢itame orientovany do sméru
normaly. Kmitani stroje a vlnitost obrobeného povrchu maji amplitudy Y a ¥) a jsou vzajemné
posunuta o fazi y . Proti normale ma fezna sila F uhel .

ram stroje

Obr. 1 Odvozeni podminky stability

Proménlivou slozku fezné sily mizeme dle Tlustého vyjadiit vztahem:

F=Rb(Y,-Y). (1)

Pro vychylku kmitani nastroje plati vztah
Y=F.®(f) (2)

Rozdil amplitud vlnitosti a kmitii stroje vyjadiuje variace hloubky tiisky. O koeficientu R
ptedpokladame, ze jeho hodnota zalezi hlavné na obrabéném materidlu a mize byt korigovana
feznymi podminkami, zejména geometrii nastroje. Zalezi 1 na opotiebeni nastroje. Koeficient
odpovida mérné tezné sile K, &ili plati R=K,. Sitka tiisky je v teorii stability oznatena b a
odpovidd axidlni hloubce tfisky oznaCované casto a, Déle o koeficientu R zatim
ptedpokladame, Ze je redlny, tj. Ze mezi feznou silou F a tloustkou ttisky (Yy-Y), neni fazovy
posuv a velikost sily neni zavisla na frekvenci kmitani. Funkce @(f) je komplexni, pfi¢na,
receptance (pfi€ny prenos, cross-receptance) této kmitavé struktury, platnd pro urcity dany
bod piisobisté sily F. Predpoklddame-li, ze zname sméry rozhodujicich tvart kmitd 1 smér
fezné sily a normdly, miizeme v dalSich uvahach pracovat pouze s orientovanou poddajnosti
D,(f), tj. s poddajnosti systému ve sméru normaly k obrabénému povrchu. Index ,,0 pro
jednoduchost zapisu vynechdme. Vylouc¢ime nejprve silu zrovnic (1) a (2) a pouzijeme
podminku stability ve tvaru

=1, 3)




coz vyjadiuje pozadavek, aby se amplituda kmiti v nésledujicich fezech neménila, Cili aby
systém setrval piesné na mezi stability. Dal§imi algebraickymi Gpravami dostdvame rovnost
absolutnich hodnot dvou komplexnich funkci.

1

Rb+<1) = @, neboli Rlb+G(f)+jH(f) =G(f)+jH())

Z rovnice plyne podminka rovnosti realnych ¢asti obou funkci

Rlb +G(f)=£G(f). @)

pfiCemz rovnost imaginarnich ¢asti je evidentni. Pro znaménko plus vede vypocet na
nekonecné velkou Sitku tfisky b. Pro znaménko minus dostaneme kone¢ny tvar podminky
stability:

Rb=—- ! . (5)
2G(f)
nebo pro hloubku tisky na mezi stability vztah
bp == ©)
2RG(f) e
Obrabéni bude stabilni pouze v ptipadé, ze
1
(6)

b, <———
" 2RG())
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Obr. 2 Graficky odecet Gmin v realné charakteristice jednoho dominantniho a soucasné kritického
tvaru kmitt, G,(f)



Protoze hloubka tiisky b je ¢islo kladné, miize byt podminka (6) splnéna pouze pro zaporné
hodnoty G(f). Proto je funkce G(f) oznacena indexem ,,neg*. Na Obr. 2 vidime piiklad G(f).
Rovnice (6) mize byt splnéna pro vSechny hodnoty G(f) od vlastni frekvence 3511Hz vySe.
Pro f=f, a f bliZici se o roste $itka tfisky nade vSechny meze. Podivame-li se na tvar realné
charakteristiky vidime, ze kfivka klesd od hodnoty vlastni frekvence se stoupajici budici
frekvenci velmi rychle na zdporné minimum, jehoZ hodnotu nazveme kritickou hodnotou. Té
odpovida i kritickd frekvence f,+d=fi« [Hz]. Vztah (6) je pak splnén pro minimum funkce
G(Dneg, min @ prislusna Sitka tfisky je minimalni ze vSech moZnych. Oznacime ji by . Plati
tedy:

-1

bmez,krit = 2RG(S) 3

neg,min -Z

kde z je pocet zubl nastroje ptipade, Ze v zabéru je vice nez jeden zub, napi. n€kdy u frézy.
Je-li pfi obrabéni zvolend hloubka tiisky vétsi nez by, bude se amplituda Y velmi rychle
zvétSovat. Diky nelinearitdm v systému se ustdli na urcité¢ hodnoté. Samobuzené kmity
nevzniknou, zvolime-li Sitku mensi nez mezni. Diky ptfedpokladu redlného R, mulze byt
podminka stability Y/Yo=1 vyjadifena pouze redlnou casti komplexni pfi€né receptance
O(w).

3. Podminka stability s komplexnim koeficientem vazby
Tobias a dalsi autofi (1965), uvazovali komplexni koeficient vazby R ve tvaru:
R = pe/P) , 9)

kde p(f) je frekvencné zavisla faze mezi silou a modula¢ni vychylkou a r je absolutni hodnota
této komplexni funkce pro kazdé f. Pfedpokladejme stejny vztah (1) pro variabilni slozku
fezné sily. Podminku stability vyjadiime tentokrat v komplexnim tvaru:

Y,=Y .. (10)
kde pro velikosti vektort (amplitudy vin) stale plati vztah (3). Dosazenim (9) do (1)
dostaneme:

F=-re”b(Y -Y,) (11)
coz déle upravime na

-1, Y % Y Ye

e*JP _0 I

b F F F F

=0 —D,, (12)

Tento vysledek nazveme ,,komplexni rozdilovy vektor® (® - ®;). V dalSich uvahach
budeme pracovat pouze srozdilovym vektorem. Pfinasi to jisté vyhody oproti klasickému
piistupu prostfednictvim Gpin. K vypoctu stability je nutné znat fazovy thel p, jehoz méteni
neni jednoduché, protoze se musi provadét pii obrabéni. Proto se tento postup v praxi zatim
neujal a vétSinou se k vypoctim pouziva redlného prenosu. Nové experimentalni moznosti
mohou tuto situaci zmenit.



4. Komplexni podminka stability podle Tlustého-Polacka

Podminku stability suvazovanim komplexity vazbového koeficientu R miZeme podle
Tlustého a Polacka (1963) odvodit také kvadraturou rovnosti dvou komplexnich vektord.
Periodickou slozku tezné sily ptedpokladame ve stejném tvaru (11) jako Tobias. Odezva
systému stroje na proménlivou slozku fezné sily F bude:

Y = F®(0) = F[G(0) + jH(w)] = F[Y G(@)]+ jY_H,(o)] (13)

Podminka pro stabilitu systému je opét (3). S pomoci rovnic (11) a (13) mizeme nyni
vyjadfit podminku stability takto

Y| |(l/rb)e”” +G+ jH
il -1

= 14
Wl GeH o

z toho plyne rovnost absolutnich hodnot komplexnich c¢isel:

=|G + jH|

1 :
—b.(cosp —jsinp)+G+ jH
r
Povysenim této rovnice na druhou pievedeme cely problém do oblasti redlnych cisel.

j = (G + jH|y (15)

(‘Lb.(cosp —jsinp)+ G+ jH
r

Dostaneme:

2 2
icos,0+G + H—isinp =G’ +H’,
rb rb

1 1 ) . 2 1 .
—.2Gcos p+——=(cos” p+sin ——2Hsmp=0.
" p D) (cos” p p) - p
Regenti této rovnice pro 1/rb=0 nema smysl. Druhé feseni je
—Lb:Gcosp—Hsinp, (16)

2r

kde G je suma G, a H suma H, .

Z toho pro mez stability b(f) dostdvame:

1
2r(Gcos p—Hsin p)

by () =~ (17)

Protoze b je kladna hodnota, je rovnice splnéna pro negativni hodnoty jmenovatele.
G.cosp—H.sin p<0.

Jelikoz 1 goniometrické funkce déavaji kladné hodnoty v uvazovaném rozsahu frekvenci a
jemu odpovidajicim thlim p>0, m4 rovnice (17) smysl pro |G.cos ,0|2|H .sin p|, nebot’
Dimez>0.




5. Diskuse vysledku

Podivejme se nejprve na Tobiasovu hypotézu a pokusme se vyjadfit citlivost podminky
stability na komplexitu vazbového koeficientu v Sir§Sim frekvenénim rozsahu. Vzhledem
k tomu, zZe plati podminka (3), bude rovnice (12) splnéna tehdy, kdyz nositelka rozdilového
vektoru svirajici s redlnou osou thel -p, protne kruznici o poloméru |®| se sttedem v pocatku.
Viz Obr. 3. Rovnici (12) zndzornime v komplexni roviné tak, Ze pro urcitou frekvenci
vyneseme receptanci O(f). Nositelka bude natocena proti hodindm (CCW) o thel -p vzhledem
k redlné ose, protoze vektor (Y — Yy) pfedbihd silu, ktera lezi v +Re. Rozdilovy vektor ma
velikost 1/rb. Ukolem je nalézt maximalni velikost rozdilového vektoru, které bude odpovidat
minimalni hloubka tfisky na mezi stability, tedy kritickd hloubka. Soucasné se zjisti frekvence
chvéni.

MAX (D, — D) = Max| =L | = ]\/MX_—I,

rb rb
__l_ejp =L=‘@_r®0‘2|®_®0|=2(;, (18)
rb rb
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Obr. 3 Vektorovy vypocet stability vkomplexni roviné skomplexnim koeficientem vazby.
Vpravo:vypocet na modelu kmitavé soustavy.

Podle (18) je velikost komplexniho rozdilového vektoru vétsi nez velikost realného vektoru.
Pavodni thel mezi vektory (@ - ®o)* je y. Nyni je tento fazovy thel (y-2p), protoze tihel y
sevieny mezi vektory se zvetsi pravé o 2p, jak plyne z obrazku vpravo. Za podminek (9) az
(11) je z geometrie obrazku ziejmé, ze pro velikost vektoru plati:

Lb:‘CD—’(DO‘:2[G(f).cosp+H(f).sinp]. (19)
1

Mez stability vyjadiena z tohoto vztahu tedy je

1
2r.|(G. cos p+ H.sin p)|

be.(f) = (20)



Absolutni hodnotu zavadime proto, Zze jmenovatel je v uvazovaném rozsahu faze y =0°az
180° negativni. Diky f4zi mezi silou a proménlivou hloubkou tfisky zavisi nyni b,,.. na redlné
1 imaginarni ¢asti pricného frekvencniho pienosu stroje. VSechny proménné jsou vSak realné
funkce frekvence chvéni. Pro p=0, tj. r redlné, piechazi vzorec na tvar (6).

K vyhledani maximalni délky rozdilového vektoru (minimalni hodnoty by.,) pouZijeme
numerické simulace na modalnim modelu soustruhu, jehoZ parametry byly zvoleny. V praxi
se model sestavuje dle naméfenych modalnich parametrii. Fazi p(f) pfedpoklddame podle
Tobiase v rozsahu (—5°az 40°). Priibéh meze stability je na Obr. 4. Hledany nejdelsi rozdilovy
vektor piislusi frekvenci 105Hz. To znamend, Ze s touto frekvenci se objevi samobuzené
kmity. Kriticka axidlni hloubka tfisky je 2,67mm.
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Obr. 4 Mez stability podle Tobiase. Kritickd mezni tfiska by—=2,67mm/105Hz. Konfigurace modelu:
vlastni frekvence 100 Hz a 110Hz, smér sily 71,5°.

Abychom dokazali tvrzeni (18), totiz Zze mez stability poklesne kdyz bude koeficient vazby
komplexni, musime jest¢ tento vysledek porovnat s mezni tfiskou pfi redlném koeficientu
vazby pro dany model a jeho konfiguraci. Na Obr. 5 vidime vysledek srovnavaciho vypoctu
pro dvé smérové orientace. Smérové faktory se 1isi odklonem sily od normaly, kterd méa smér
osy y, protoze se jedna o soustruzeni stranovym nozem. Nahote je pfipad, kdy odklon sily byl
71,5°. Dole je sila odklonéna jen o 20°. Vlevo jsou komplexni pfenosy pro realny koeficient
vazby R. Vysledky v grafech potvrzuji teoretické snizeni meze stability podle hypotézy
Tobiase a to zejména v oblasti nizkych frekvenci. V okoli minima neni rozdil prakticky
zadny. Jen maly vliv ma smérova orientace sily, ktera ovliviiuje hlavné frekvenci, pii které
chvéni nastane, danou extrémem G-ptenosu.
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Obr. 5 Mez stability pro komplexni R podle Tobiase ve srovnani s realnym koeficientem (Tlusty-
Polacek). Hodnoty kritickych tfisek: nahote ,,real*=2,76mm, ,.komplex“=2,68mm. Dole ,,real* =3 ,4mm,
.komplex“=3,0mm.

Graf meze stability podle Tlustého a Polacka vidime na Obr. 6. Je pouzit stejny model jako
v pfedchozim piipadé€ se smérem sily 71,5°.
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Obr. 6 Mez stability podle Tlustého-Polacka (komplexni R)

Kritickd hodnota mezni tiisky je u daného modelu prakticky stejnd s kiivkou s redlnym R.
Tentokrat je pii vysSich frekvencich stabilita niZ§i. Zna¢ny vliv na zvySeni meze stability ma
komplexni vazbovy koeficient v oblasti nizkych frekvenci.

Obé& hypotézy pouvazuji prenos mechanické struktury stroje za neproménny ve smyslu
pusobeni faze p. Pokusme se nastinit jiny pohled na vektorovou rovnici s rozdilovym
vektorem. Pouzijeme stejny tvar koeficientu vazby jako Tobias i Tlusty a napiSeme pienos
fezného procesu s vazbovym koeficientem rovnym K, coz je mérnd fezna sila a realna
hodnota.

Rb(jw)=K, be”. (21)
Budici sila bude:

F=K.b(Y,-Y)e". (22)



Rovnice vyjadiuje ptedpoklad, Ze modulovana sila se opozd'uje za (modula¢ni) vychylkou,
tj. za zménou hloubky tfisky o fazovy thle p. Podminku stability zachovame v komplexnim
tvaru:

Y, =Y eV, pticemz plati |Y| =Y. (23)

To znamena, Ze vlnitost md na mezi stability stejnou amplitudu jako kmity nastroje a jejich
vzajemna faze je y. Dosazenim (23) do (22) dostaneme pro modulovanou silu

F =K _b(Ye'™V" —Ye) (24)
coz postupnym délenim Rb a F upravime na konecny vztah:

1 . : :
s O/ —De” = (D, (f)-D(f)e”) =D, D, (25)

Tato rovnice zduraziuje, Ze oba vektory, vektor ,vInitosti @, 1 vektor, kmitia*“ ®, jsou
modifikovany stejnym vektorem & zavislym na vzajemné fazi budici sily a proménlivé
hloubky tfisky. (viz Obr. 7). Zdlrazitujeme, Ze oba vektory maji stejnou frekvenci. Vektor
®(f) je natoCen o jisty uhel p(f). Protoze se o stejny thel a ve stejném smyslu se natoci i
vektor @((f), zachovava se délka rozdilového vektoru ®@(f)- @(f) v modifikovanych
soufadnicich. Plati:

() = P =[Ppg = P o] = 2G(f) (26)

Vypoctéme souradnice konce modifikovaného pienosu v pivodnich soufadnicich Re, Im
leziciho v kvadrantu, kde ob¢ soutadnice jsou zaporné.

®,  =0.e” =(-G - jH).(cos p+ jsin p)=—(Gcos p— H sin p)— j(Gsin p+ H cos p) =
=—(G

mod

+ JH 4) 7

Nezavisle byl shora podle Tlustého-Polacka odvozen vzorec (17). Jeho porovndnim s
rovnici (27) vidime, Ze ¢len jmenovatele (G.cosp-H.sinp) je redlnd soufadnice
modifikovaného prenosu ®y,0q. Mez stability je tedy ddna dvojndsobkem realné soutadnice
ptenosu @(f) modifikovaného fazi p. Velikost soufadnice lze odvodit i z geometrickych
vztahii v Obr. 7 jak je naznaceno kétami G.cosp a H.sinp. Pro hloubku ttisky na mezi stability
podle toho plati:

b,.= _—1 ,
2K .G

modjyieg

(28)

kde jsme Gpoq Oznacili jesté indexem ,neg* na znameni, zZe vztah ma smysl pouze pro
zaporné souradnice.

V rovnici (25) jsou K i b redlnd ¢isla. Stejné jako u redlného koeficientu vazby, bude
rozdilovy vektor realny pouze v ptipad€, ze uhel sevieny vektory ®@(f) a O(f) bude ptlen
imagindrni osou. To je splnéno v modifikovaném soufadném systému a prava strana rovnice
je pak redlna. Viz Obr. 7. Vektor @, _,—® . je rovnob&zny s natocenou redlnou osou.

Realné cislo (1/K,.b) je velikost modifikovaného rozdilového vektoru. Cili, mizeme psat
také:
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Obr. 7 Modifikace komplexniho pienosu. Piiklad modifikace pfenosu systému se dvéma stupni
volnosti a nasobnymi vlastnimi frekvencemi.
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Velikost rozdilového vektoru je déna absolutni hodnotou rozdilu modifikovanych vektord
poddajnosti pro kazdou budici frekvenci. Tento rozdil ovliviiuje pouze vzajemnd faze téchto
vektorli y, resp. v a nikoliv faze p(f). Pfenosy stroje @ a @, jsou pootoc¢eny v komplexni
roving o stejny uhel p(f), protoZze maji stejnou frekvenci. Protoze realné ani imagindrni ¢asti
téchto pfenost jiZ nejsou v plivodnich soufadnicich stejné, neni jejich rozdil redlné, ale
komplexni &islo, navic frekvenéné zavislé. Pro toto ¢islo pak plati Uprava rovnice (12),
Tobiastv tvar:

1
K.b

e =D, —D (30)

Zname-li funkce O(f) a p(f) vypocteme hledané hodnoty b,,.. na mezi stability ptimo z (28).
Za vazbovy koeficient dosadime hodnotu mérné fezné sily K. Obrabéni bude stabilni, pokud
bude zvolena hloubka tfisky dle nerovnosti:
b < - .

2K, .(Gcosp—Hsin p)

(1)

kde prenosy G a H jsou opét minény jako souétové receptance orientované do zvoleného
sméru. Hodnoty G a H zde dosazujeme se znaménky tak, jak je ¢teme z charakteristik. Fazi p
predpokladdme rovnomérné zavislou na frekvenci. Pouzijeme-li Nyquistovy podminky pro
mez stability je pienos oteviené smycky

D.(-e’")K " b=—1. (32)

Pro rozdilovy vektor dostavame stejny vztah jako (30).



Pfenos systému se 2 stupni volnosti, = Modifikevany pfenos,
nasobné viastni frekvence, realné R E faze Toblas(5° az 40%)

Komplexni R, faze 10-45°

Komplexni R, faze 30-65°

——reany R
—=—10-45°

a0-65°
e Obr. 8 Modifikace komplexniho pfenosu a
realnych charakteristik ~ jednotkovym

vektorem ¢e”.

G, umH

6. Zavér

Uvazovanim komplexniho vazbového koeficientu zavedeme do vztahu pro mez stability
imaginarni slozku prenosu stroje. Uroveii stability nyni jiz nezaleZi pouze na G-pfenosu, ale
na rozdilu G- a H-pfenosi, resp. jejich prumétii. To znamena, ze mezni tfiska modifikovaného
pfenosu miiZze byt vyssi oproti pfenosu nemodifikovanému. ZvySeni zélezi na fazovém thlu p



a na imaginarni ¢asti prenosu H a na jejich vztahu k G-pfenosu, jakoz i na budici frekvenci,
resp. otaCkach nastroje. Tato teoreticky zjiSténd skutecnost se opird o experimentdlné
potvrzenou existenci fadzového posunuti p.

Na zéklad¢ predchozich tivah a vypoctl je mozné formulovat tuto hypotézu: mez stability a
tedy 1 vykonnost stroje by bylo mozné zvysit nucenym zavedenim fazového zpozdéni
periodické slozky tfezné sily a jeji modulaéni vychylky.

7. Podékovani

Tato prace vznikla za finanéniho ptispéni MSMT v ramci podpory projektu vyzkumu a
vyvoje LNOOB128.
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