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METHODOLOGY OF THE GEAR TRANSMISSION OPTIMIZATION
FROM THE CONSTANT GEAR MESH POINT OF VIEW

V. Zeman*, M. Hajzman*, M. Byrtus*

Summary: Thispaper describesthe original method of the mathematical modelling
of the gear transmission vibrations and parametric optimization from the constant
gear mesh point of view. A discontinuity of mesh gear can be caused by kinematic
transmission errorsand time dependent meshing stiffnessin case of small staticload.
The modal synthesis method with DOF number reduction is used for the calculation
of the constant gear mesh regionsin dependence on gear drive revolutionsand static
load. The iterative process enables the optimization of selected design parameters
from the point of view of the constant gear mesh regions extension.

1. Uvod

Ozubené prevody predstavuji slozite systemy mnoha téles, vazané zubovymi a loziskovymi
vazbami. Dominantnim vnitfnim zdrojem buzeni ozubenych prevodil jsou kinematické chylky
ozubeni, které pfi malém statickém zatizeni mohou zplisobit preruseni zabéru pracovnich boku
zubli atim vznik nezadoucich razovych pohybl ozubenych kol (Zeman akol. 2004). Metodika
urceni podminek stalého zabéru u jednoho paru spoluzabirgjicich ozubenych kol v zavidosti na
provoznich otakach a na statickém zatizeni byla autory pFispévku zpracovana ve vyzkumné
zpraveé (Hajzman a kol., 2004). Jgi zobecnéni na rozsahlé vicestupiové ozubené prevody a
zegména zkoumani moznosti rozsifeni oblasti stalého zabéru optimalizaci vhodné vybranych
navrhovych parametrii je obsahem predkladaného prispévku.

2. Matematicky model ozubenych prevodd

M etodika model ovani kmitani ozubenych prevod, zal ozena na metodé modalni syntézy akon-
denzaci bylapopsananapr. v prispévcich (Zemanakol., 2001) a(Ha zman, 2003). Vychodiskem
pro optimalizaci je kondenzovany model ozubeného prevodu (systému) v prostoru modalnich
soufadnic x;(t) € R™ nerotujicich, netlumenych a rozpojenych subsystemt (v loZiskovych a
zubovych vazbach), na které je systém dekomponovan. Za predpokladu stalého zabéru a kon-
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stantni stfedni tuhosti ozubeni model je linearizovan do tvaru
@(t) + (D +wG + VT (By + Be) V):z'c(t) +
+ (A+ VT (Ks+ Ko)V)a(t) = V(50 + F5(0) + folt)).

Dimenze m kondenzovaného modelu (1) je rovna souctu hlavnich (master) vlastnich vektorli a
jim pfifazenych vlastnich frekvenci subsystemii respektovanych v jejich modalnich submaticich
V; € R a spektralnich submaticich A; = diag(Q2)) € R, Z modalnich submatic je
sestavenablokové diagonal ni transformacni matice V' = diag(V ;) € R™™ mezi globanim vek-
torem q(t) = [q;(t)] € R"™ zobecnénych soufadnic systému a vektorem x(t) = [x;(t) | € R™
soufadnic kondenzovaného modelu. Transformace je vyjadiena v globanim tvaru pro cely
systém resp. v lokanim tvaru pro libovolny subsystém

q(t) =Vx(t) resp. q;(t)=V;z;t), j=12,.... 2

(1)

Blokové diagonalni matice tlumeni D = diag(VjTBjVj) a matice gyroskopickych G&ink{
G = wiodiag(ijJTGjVj) jsou sestaveny z matic subsystémi transformovanych prislusnymi
modalnimi submaticemi a diagonani matice A je sestavena ze spektralnich submatic subsys-
teémd. Vngsi silovenebo vnéj§i kinematické buzeni je popsano vektorem f () = [ f f ]. Matice
vazeb B, K i, B, K ; avektory vnitfniho kinematického buzeni f 5(t), f(t) v lozZiskovych
(index B) av zubovych (index ) vazbach jsou sestaveny v globa nim soufadnicovém systému
zobecnénych soufadnic g(t) a matice (vektory) sindexem j tj. V', A;, B;, G, ff v lokalnich
soufadnicovych systémech zobecnénych soufadnic rozpojenych subsystémtl.

3. Podminky stalého zabéru

Dominantnim buzenim pro vznik razovych pohybli ozubenych kol je vysokofrekvenéni buzeni
se zubovou (zabérovou) frekvenci w, resp. s jgimi celoCiselnymi nasobky. Zaméfime-li se na
ozubené prfevody se Sikmym evolventnim ozubenim, u kterého by méo byt kolisani tuhosti
ozubeni prekryvanim zubll vzdy potlateno, dominantnim buzenim jsou kinematické Gchylky
ozubeni. Podminku stalého zabéru paru spoluzabirgjicich ozubenych kol v zubovém zabéru
p€{1,2,..., Z} vyjadfime pomoci deformace ozubeni na zdbérové pfimce

dy(t) = —cya(t) + Ay(t), 3)

kde vektor ¢, dimenze n prifazeny zubovemu zabéru p je sestaven z dvojice vektorl 65 a
65 geometrickych parametr{l hnaciho pastorku (index P) a hnaného kola (index K) ve tvaru
uvedeném v monogréfii (Slavik akol., 1997). Tyto vektory jsou v c, lokalizovany na pozicich
odpovidajicich souradnicim vychylek uzll stfedl naboje pastorku a kola v globa nim vektoru
zobecnénych soufadnic q(t). Kinematicka tchylka ozubeni =z € {1,2,..., 7} je pfi daném
statickém zatizeni f(t) = f, aproximovana Fourierovou fadou

K
A(t) = (A coskw.t + A, sin kw.t) | (4)
k=1

kde A, resp. A, jsouamplitudy k-té harmonické slozky tichylky ozubeni méfenénazébérove
pfimce v zubovém zabéru z aw, je prislusna zubova frekvence. Podminkou stalého zabéru ve



vSech zubovych zabérech je
mtindp(t)>0, p=12...,7. (5)

Vektor vnitfniho kinemati ckého buzeni generovany v ozubeni |ze vyjadfit ve tvaru (Slavik akal.,

1997)
Z

fa) =Y [k:ZAZ(t) T AL e (6)
z=1
kde k. a b, jsou konstanty tuhosti a tlumeni ozubeni. Ustalené kmitani systemu vyjadfime pro
kinematickou Uchylku ve tvaru (4), statické zatiZzeni dané vektorem f ,(t) = f, a pfi nere-
spektovani kinematického buzeni v loziskach (ma otaCkovou frekvenci). Je dano partikularnim
feSenim modelu (1) a po transformaci (2) matvar

0+ Zl Z (Re{x. k(n)} cos kw.t — Im{x, x(n)} sin kw,t )] ) (7

=1

kde
= [A+ V(K + Ka)V] VTS, ®)

Vektory komplexnich amplitud soufadnic kondenzovaného modelu v zavidlosti na otatkach n
hnaciho hfidele jsou

z.(n) = { — KW2E + ikw. [D +woG + VT (Bp + Ba) V] + ©

-1
v A+ VT (Kp+ K V} Ve, (k, + ikw.b,) AL,

kde w, = ﬂpz, P = w:/wo, ALy = AZ, —iAS, je komplexni amplituda k-té harmo-
nické slozky kinematické Gchylky ozubeni v zubovém zabéru z. Vyrazy (4) a (7) umoz-
nuji urcit extremni hodnoty deformace ozubeni ve vhodné vybraném Casovém intervalu napr.
t € {0; 207/ min, w.) , ktery se ukazuje dostacujici pro nalezeni globanich extrémi.

Z praktického hlediska povazujeme za uZitetné zobrazit mapy zachovani silovych zabérli
jednotlivych parli ozubenych kol v rovinach n, M,,, kde n jsou otatky za minutu vstupniho
(hnaciho) hfidele ozubeného prevodu a M, je jmenovity staticky kroutici moment prenaSeny
hnacim hfidelem. Prehledna je globalni "mapa’, ktera sednocuje oblasti stalého zabéru vsech
parli ozubenych kol.

4. Formulace optimalizaCnich tloh

Z vyjadreni deformace ozubeni d,(t) a vektoru vychylek g(t) vyplyva, ze podminka (5) st&
|ého zabéru bude splnéna pfi minimalizaci poméru dynamicke a statické slozky deformace.
Z numerickych experimenti vyplynulo, Ze velikost extrémnich hodnot dynamické slozky defor-
mace ozubeni v zubovem zabéru p je s dostaCujici pfesnosti popsanajeim hornim efektivnim

odhadem
_ \/z S —el Vi) + Ay sy
z k

: (10)



kde 6, . je Kroneckeriv symbol. Proto jedna z variant cilovych funkci, vhodna zejména pro
prevodova Ustroji provozovanav tzkém intervalu provoznich otafek n € (nin, Mnaz ), Matvar

dy(n;, D)
=2 2 Y o) ()

kde g, ; jsou vahové koeficienty pfifazené zubovym zabérlim p avybranym provoznim otatkam
zintervalu n; € (Nyin, Mmaz), D j€ Vektor relativnich optimalizaénich parametrll vztazenych
k hodnotam nastartuap, = [1,1,...,1]7.

U pfevodovych Gstroji provozovanych v Sirokém intervalu provoznich otacek je icelné urcit
teoretické rezonancni otacky
3092, W,

) b= —, 221727"'7Z7 (12)
Wk:pz Wo

Nz ky =

kdy k-ta harmonicka slozka kinematické Gchylky v zubovém zabéru = rezonuje s v-tou vlastni
frekvenci systému. Pred startem minimalizace cilové funkce je nutné vypoCitat komplexni
amplitudy deformaci v zubovem zabéru p, vyvolané k-tou harmonickou slozkou v zubovem
zébéru z

dp o k(Nz ) = —CTV( D)L (N ko) + Ap 0y (13)
pro vSechny rezonancni otacky z provoznihointervalu avybrat takové z, k, v/, pro néz deformace
nabyvaji nejvétSich hodnot. Do cilové funkce i za cenu vzrlistu vypocetniho Casu, je GCelné
zaradit vSechny rezonancni otacky n., i .., j€z spadaji do provozniho intervalu. Cilovafunkce méa

pak tvar
P =L LT e ot (14

cI'V (po)xo(Dy)

5. Aplikace metody

Metoda modelovani a nasledné optimalizace systémi s ozubenymi prevody z hlediska zacho-
vani silového zabéru v ozubeni byla aplikovana na modelovem prevodovéem Gstroji (obr. 1).
Jednéa se o jednoduchou dvouhfidelovou pfevodovku s jednim zubovym zébérem G a Ctyfmi
valivymi lozZiskovymi vazbami B; az B,. Celkovy kondezovany model pfevodovky o 210 stup-
nich volnosti byl vytvofen v systemu MATLAB, stejné jako modely hfidelovych subsystemt
(j =1, 2; n; =90, m; = 60). Hfidele byly diskretizovany na dvouuzlové konecné hiidelove

Bs

U

v |VI| v

Obr. 1 Schematické znazornéni model ového prevodového Gstroji.




prvky, pricemz v kazdem uzlu je Sest stupiill volnosti. Ozubena kola byla popsana diskrétnimi
hmotovymi parametry (Slavik akol., 1997). Subsystém skfin (j = 3; n; ~ 15000, m; = 90) byl
model ovan jako trojrozmérnée kontinuum v MKP systému ANSY S.

Uvedeny stupen kondenzace byl zvolen tak, aby optimalizatni proces byl efektivni, ale
aby nebyla negativné ovlivnéna presnost vypoctu sledovanych stavovych dynamickych velicin.
Velmi vyrazné snizeni poctu uvazovanych vlastnich tvarli skiiné bylo mozné, protoze byla
sledovana predevsim deformace ozubeni, nakterou madynamickaodezva skfinérelativné maly
vliv.

Vnitfni buzeni kinematickou Uchylkou ozubeni bylo aproximovano tfemi harmonickymi
slozkami Fourierovy fady (4) o amplitudach

S —6 S Ail S Ail C C C
Al,l - 5 : 10 m, A172 - T 3 A1,3 - T 5 Al,l - A172 - A1,3 - O .

HFidel ovasoustavabylatorzné poddaj né napoj enana pohonovy systém, o némz predpokladame,
Ze rotuje konstantni Ghlovou rychlosti w; nahnaci strané a w, na hnane strané. Vngjsi statické
zatizeni bylo definovano torznim predpétim Ay, vstupniho a Ay, vystupniho hfidele (Zeman
akol., 2004). Interval provoznich otatek modelové pfevodovky n € (1950, 2350) byl vybran
v okoli rezonancniho vrcholu pri otackach n 5 97299 ~ 2150 /min jak vyplyvaz amplitudove
charakteristiky deformace ozubeni (obr. 2).

Cilem optimalizace bylo navrhnout vybrané konstrukéni parametry tak, aby pfi daném ki-
nematickém buzeni a relativné malém statickém torznim predepnuti nedochazelo v provoznim
intervalu ke ztraté silového zabéru v ozubeni. Pro optimalizaci bylo vybrano jedenéact kon-
struk&nich parametrl. Oba diskretizované hfidel e byly podobnéjako v optimalizatnich Glohach
v prispévku (Hajzman, 2003) rozdéleny natfi skupiny konecnych hridel ovych prvkd kruhového
prlifezu (viz barevné rozliSeni na obr. 1), jejichz priméry byly oznaleny D; az D;;; (u hfidele
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Obr. 2 Horni efektivni odhad a harmonickeé slozky deformace ozubeni.



j =1)aDy a Dy (uhfidele j = 2). DaSimi navrhovymi parametry byly hlavni tuhosti Ctyf
loziskovychvazeb kg, , kp,, ks, @kp, atuhost ozubeni k. Hlavni tuhosti 10ziska zde rozumime
tuhost ve sméru statického zatizeni. Vedlgj3i pricnatuhost apfipadnaaxialni tuhost jsou s hlavni
tuhosti svazany pres koeficienty proporcionality. Pomérne Gtlumy DY = 0, 025, definujici ma-
teridlovée tlumeni subsystémll, se béhem optimalizace neménily. Matice tlumeni lozisek byla
vypoCitanajako proporcionani k matici tuhosti lozisek skoeficientem 3, = 1-1075. Koeficient
tlumeni zubové vazby byl v procesu optimalizace konstatni. Vektor relativnich optimalizatnich
parametrli p = [p,],s =1, 2, ..., 11, vztazenych k hodnotam na startu mél tvar

_ — — — — — — - - - - - T
P = |:DI7 D[Iu DIII7 DIV7 DV7 DVI7 kBU k327 kBgn kB47 ij| .

Zavedeni téchto rel ativnich parametrl prinasi vyhody napriklad v prehledngSim vyhodnocovani
a porovnavani vysledkl optimalizace a vhodné je zejména pro lepsi numerickou stabilitu cit-
livostni analyzy i optimalizatniho vypottu. Hodnoty relativnich konstrukénich parametrti byly
omezeny pomoci hornich p* adolnich p¢ zavor

Pl <p, <pl, s =1,2,...,11.

Model testovaci prevodovky byl parametrizovan a bylo vytvoreno plivodni programovée
vybaveni v systemu MATLAB pro modalni analyzu a vySetfovani ustalenych vibraci modelové
prevodovky. Pro optimalizatni vypocty byly dale vyuzity funkce z Optimalizatniho toolboxu
MATLABU, ktery obsahuje velmi propracované a efektivni nastroje pro nelinearni optimalizaci.
Nami navrzenénelinearni cilovefunkcetypll (11) a(14) nabyvaji pouze skalarnich hodnot, proto
byla pro numerickou realizaci vybrana optimalizacni procedura f mi ncon (The Mathworks,
Inc., 2003), umoznujici minimalizovat nelinearni skalarni cilovou funkci a zavadét vazbovée
podminky rlizného typu.

Algoritmus optimalizace implementovany v optimalizaCni procedufe f m ncon je zaloZzen
na metodé sekvencniho kvadratického programovani. Dllezitou vlastnosti procedury je, Ze
hledalokal ni minimacilovée funkce. Pfi velkém mnoZzstvi optimalizatnich parametril, kdyz neni
zgji&ténav S-rozmérném prostoru monotonost cilovéfunkee, jevelmi diil ezitavolbapotatetnich
hodnot navrhovych parametrll. Funkce z Optimalizaéniho toolboxu dovoluji minimalizovat
také vektoroveé cilové funkce, ale v tomto prispévku neni tato moznost diskutovana, vice viz
(Hajzman, 2003).

Obé cilové funkce byly implementovany pro vngsi statické zatizeni definované torznim
predpétim Ap; = Aps = Ap = 0,05 rad. Cilovafunkce typu (11) byla navrzena pro vybrané
provozni otacky n; € (1950, 2350) I/min s krokem én = 10 otétek za minutu, bylo v ni tedy
zahrnuto 40 hodnot hornich efektivnich odhadl (10) dynamické slozky deformace ozubeni
modelové prevodovky. Do cilové funkce typu (14) byly po provedeni rezonancni analyzy
podle (12) zahrnuty rezonancni otacky spadajici do intervalu n; 4, € (1900, 2400), prok =1
av=23=+3l,prok=2av=>53+70,pro k=3 avr =_85-+109. Mirny pfesah provozni
oblasti byl zvolen pro pripad, kdy vyznamny rezonujici vlastni tvar kmitani sur€itym pofadovym
¢islem v, kterému plivodné neprislusi rezonancni otatky z provozniho intervau, se vlivem
zmény konstrukénich parametrti posune do provozniho intervalu. Celkovy pocet ¢leni cilovée
funkce typu (14) byl 52. VSechny vahy g,,; a g, . ». byly zvoleny rovny jedné.

Vysledné hodnoty navrhovych parametrli po optimalizaci s vyuzitim obou typl cilovych
funkci jsou spolecné s hornimi a dolnimi zavorami shrnuty v tab. 1. V této tabulce jsou také



uvedeny Casy vypoctu ¢, apoCty vycCisleni cilovefunkcef eval béhem optimalizatniho procesu.
Vypocty byly provadény na PC s procesorem Intel Pentium IV 1,8 GHz a paméti 512 MB.

Tab. 1 Hodnoty a omezeni vybranych navrhovych parametril, Casy vypottl a potty vycisleni
cilové funkce po optimalizaci s cilovymi funkcemi rliznych typa.

pi | Pl || Typ(12) | Typ (14)
Dy 091109 0,9
Dy 091109 0,9
Dy 10911109 0,9
Dy 109]11109 0,9
Dy 091109 0,9
Dy; [|09]11109 0,9
ke 052 |2 2
ks, | 05|2 |2 0,512
kg, 052 | 1552 1,512
kg, 052 |2 1,009
kg, 052 | 1641 1,563
f eval 232 176
t, [min] 30,8 12,5
1.2)(1075 T T T
‘
; Pred optimalizaci

—— Pooptimdizaci (11)
—— Po optimdizaci (14)

~

Deformace ozubeni d,(n) [m]

10500 2000 25‘00 3000
Otacky n [1/min]

Obr. 3 Horni efektivni odhady deformace ozubeni pred a po optimalizaci pro rlizné cilovée

funkce.
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Obr. 4 Mapy oblasti stalého zabéru pred optimalizaci a po optimalizaci.



V pripadé geometrickych parametrti byl o dosazeno pro obatypy cilovych funkci dolni meze.
Vysdednatuhost ozubeni dosahlarovnéz v obou pripadech horni meze. U tuhosti 10Zisek nebyl
trend vyvoje parametril tak jednoznatny. Z jednotlivych ¢asli potfebnych pro vypocet je vidét
jistavyhodacilové funkce slozené z deformaci ozubeni pfi rezonancnich otackach, kdy narozdil
od hornich efektivnich odhadli je nutné potitat méné amplitud d,, . .(n).

Na obr. 3 je zobrazeno srovnani hornich efektivnich odhad{l deformace ozubeni v blizkém
okoli provoznich otacek pred a po optimalizaci. Pro obatypy cilovée funkce doslo k vyraznému
snizeni amplitudy dynamické slozky celkové deformace ozubeni. Lze fici, Ze odezva ve sle-
dované provozni oblasti je velmi podobna. Protoze hlavnim cilem optimalizace bylo rozsifeni
oblasti stalého zabéru pfi danych provoznich parametrech, jsou naobr. 4 zobrazeny mapy stalého
zabéru v ozubeni pred a po optimalizaci v zavidosti na otatkach n a statickém torznim pre-
depnuti Ay. Seda oblast odpovida staviim bez ztraty silového zabéru a bilaoblast staviim, kdy
dochazi ke ztraté silového zabéru. Vrstevnice oznaluji stavy se stegnou minimalni deformaci
ozubeni. Vertikani pIné Cary vyzna€uji oblast provoznich otafek a Carkovana cara oznacuje
predpéti Ay = 0,05 rad, pro které byla provadéna minimalizace. Vyrazné zmenSeni ,, bilé pro-
vozni oblasti“ (mezi provoznimi otétkami n; € (1950, 2350)) po optimalizaci doklada velkou
efektivnost obou variant optimalizaCniho procesu.

6. Zaver

Uvedena metoda modalni syntézy s kondenzaci umoznuje vySetfit oblasti stalého zabéru ozu-
benych kol pfevodovych Gstroji buzenych kinematickymi Gchylkami ozubeni a optimalizovat
vybrané navrhové parametry tak, aby pfi danych provoznich podminkach bylo riziko ztraty
silového zabéru potlateno.

Prispévek byl vypracovan v ramci vyzkumneho zaméru MSM 235200003 MSMT aFRVS
1337/2004/G1.
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