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INVESTIGATION OF INFLUENCE OF ASSYMETRY IN THE CASE OF
VIBRATION OF RESILIENTLY SUPPORTED AND COUPLED THREE
RIGID PLATES — APPLICATION ON THE VEHICLE VIBRATIONS I

J. Volek', J. Soukup®, B. Skogilasova’

Summary: In relation of previously papers published on conference IM 2001 —
2003, the influence of asymmetry of the vibration of three rigid plates resiliently
supported and coupled, forced by kinematical excitation was invastigated -
(9 DOF Spring-mass-system).

V piispévku navazujicim na predchazejici [1], vnichz byl feSen vliv nesymetrie pfi
vynuceném kmitani prostorové pruzné¢ ulozené tuhé desky jako modelu dvoundpravového
kolejového vozidla s jednoduchym nebo vicendsobnym priméarnim linedrnim vypruZenim
Sroubovymi pruzinami, jsou odvozeny pohybové rovnice kinematicky buzené soustavy tii
tuhych téles prostorove pruzné ulozenych a vazanych jako modelu podvozkového kolejového
vozidla s primarnim a sekundérnim linearnim vypruzenim s uvazovanim vlivu nesymetrie.

Nejjednodussi vypoctovy model podvozkového vozidla, viz. obr. ¢. 1 — dvounapravové
podvozky s jednoduchym primdrnim vypruzenim a jednoduché odpruzeni skiin¢ vozidla. U
modeld podvozkl — tuhé desky o hmoté m; a m; je uvazovana symetrie rozloZzeni hmoty, tj.
poloha tézisté je totoznd s geometrickym centrem, hlavni centralni osy setrvacnosti jsou
totozné s osami geometrické symetrie. Je uvazovdna nesymetrie parametrd tuhosti pruzin a
jejich geometrického uloZeni.

U modelu skiin¢ vozidla a tuhé desky o hmoté m, je uvazovano nesymetrické rozlozeni
hmoty, tj. poloha t&zist¢ je vychylena o e, a e, z geometrického centra, hlavni centralni osy
setrvacnosti jsou nato¢eny vzhledem k osdm geometrické soumérnosti. Je uvazovéana

rozdilnost parametra tuhosti a geometrie ulozeni sekundarniho vypruzeni.

Reseni je provedeno na zakladd obecnych piedpokladt : tuhost téles, malé posuvy a
pootoceni, linearni charakteristiky pruzin a déle za ptedpokladu, Ze je uvazovan jen vertikalni
posuv libovolného bodu jednotlivych téles, tj. vertikdlni zména polohy libovolného bodu
télesa je ur€ena posuvem téziste télesa — w, w;, w, a posuvem bodu vzniklym pootocenim ¢, a
@y, Ox1 @ Py1, Px2 @ > kolem centralnich os setrvacnosti jednotlivych hmot m, m;, m; a jeho
vzdalenosti od téchto os. Jedna se tedy o soustavu téles o deviti stupnich volnosti.
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Obr. 1 Schéma vySetfovaného modelu

Pohybové rovnice jsou odvozeny pomoci Lagrangeovych rovnic druhého druhu. Proto je
tieba urcit kinetickou Ej a potencialni £, energii kmitajici soustavy.

Kineticka energie soustavy
1. 1 i i . | 1 i 1 .
Ek = 5 m‘w2 + 5 (ngo.f + Jygoj - 2ny¢x¢y)+ 5 m1w12 + 5 Jxlwfl + EJylwil +

| 1 o1 2
Emzwz ++5Jx2¢x2 +5Jy2¢y2 (D
kde J,, J, jsou momenty setrvacnosti a D,, deviacni moment k centrdlnim osdm setrvacnosti

skiiné o hmotnosti m, Jy; a Jy;, resp. Jy2 a J,» momenty setrvacnosti k hlavnim centralnim
osam setrvacnosti podvozkil o hmotnosti m;, resp. m;.

Pro urceni potencidlni energie soustavy E, je tfeba urcit posuvy jednotlivych hmot v mistech
jejich pruzného ulozZeni, resp. v mistech jejich pruzné vazby.



V piipadé model podvozkil systém oznaceni bodl A4, jejich soufadnic xj, yjxi, vertikdlnich
posuvil wj; a konstant tuhosti pruzin kj; odpovidd hmotam j = 1,2, kvadrantim &k = 1,2,3,4 a
potadi pruzin i = 1, ... - pro ptipad vicendsobného ulozeni.

Podobné je oznaCena vertikalni zména Aj; v mist¢ uloZeni pruziny v tuhém zakladu, k némuz
se poloha télesa vztahuje — kinematické buzeni, ptejezd pies prekazku.

Posuvy jednotlivych bodl podvozki

Bod vertikdlni posuv konstanta tuhosti

Téleso m; j=1

A W111:W1_y111¢x1+x111§0y1_h111 ki,

A2 Wit =W = V121Pu — X12191 — My, ki)

A3 Wisi =W+ V3@ — X319, — By, ks

A Wiy =W+ V131 P + X091 — My kiy (2a)

Télesom, j=2

Aon Wit =Wy = Yo11Per + X511 Py0 — Iy, Ky,
A2 Wort =Wy = V1 Peo = X001 Pyn — Iy, Ky,
A2z Was) = Wy + Yoy Py = Xo31 0,5 — Iy ks,
Az Wy =Wy Vo1 Py T X041 Py5 — oy Ko (2b)

V pfipadé modelu skiin€ s jednoduchym odpruzenim jedinou pruzinou v ose prislusného
podvozku nelze k oznaceni jednotlivych bodu plisobist’ pruzin pouzit rozdéleni na kvadranty:
Oznaceni bodt, souradnic a konstant tuhosti : Bjx, Xk, Viri» kjri, j = 0 skiil, hmota m, k= 1,2
oznaceni ptislusného podvozku 1, resp. 2, i = 1,4 ptislusnost k poloviné bodu A;;;, resp. 4;4;

Posuvy jednotlivych bodua skiing

Bod vertikalni posuv konstanta tuhosti
Boii Wori :W_y011(0x+x011(0y_wl +(y011 +e )¢rl Koy

Bous Woia =W Vi@ + X014P, — (y014 e, Ko

Boar Woot =W = Voo i@y = X Py, =W, + ( Yo te, ko,

B4 Woos =Wt YVoou P, = Xooa Py, — (y 024 — € )90 Koy (3)

Potencialni energie modelti podvozkt m; a m, a modelu skiiné m

k

ZZ kfktw TS z z Zk /klekt (4)

j=1 k=1 i=1 / 0k=1,2i=1,4

<

N|—~

Po dosazeni kinetické energie Ej (1) a potencialni energie £, (4) do Lagrangeovych rovnic
druhého druhu



d OE, _0E,  OF

P _ ] 5
dt oG, 04, aq, g ©)

J

kde zobecnélé soufadnice g; proj=1az9

q; =W W0, 000,150,101, P (5a)
a Q; jsou zobecnéné sily, veetné kinematického buzeni.
Po dosazeni vztahti (2) a (3) do rovnice (5) upravené vztahy (1) a (4) a po provedeni

ptislusnych derivaci podle jednotlivych soutfadnic se ziskaji pohybové rovnice v maticovém
tvaru (6):

(6)
Jo ~Dyoo o000 0] Ky Ky K Ky Ks K6 0 K5 0 | @] |0
-D,J, 0000 00 0 &, Ky Ky Kp3 Ky Kys Ky 00 5 0 | @, | |0
0 0 mO0O 0 0 0 0 0 ||W | |k Ky Ky3 Kyy Kys K36 0 K3 O | [w | [0
0 0 0mO0O 0 0 0 0 | M| |k KkpkizkyO Kgk,0 0| (w| |0
0 0 00 mO0 0 0 0 ||ty Ky K30 K5 0 0 Ky K[ [W, |=|Os
0 0 000 J,0 0 0 |0, |k Ke Kes K64 0 K Kz 0 0 | |0, | Qg
0 0 0000 J,0 0 ||@,] 0 0 0 x,0 Ks6,0 0 |lp,| |O
0 0 0000 0 Jp 0 ||p, |knkepksO ks 0 0 &y Kyl |, |O
0 0 00000 0 J, @, 0 0 0 0 xys 0 0 Ky Ky 9., 10

kde jednotlivé prvky matice tuhosti & jsou funkcemi konstant tuhosti kj;; a rozmérti geometrie
uloZeni x;i;, yjxi a excentricity e, a e, — viz. obr. 1. Funkce Q; na pravé stran¢ soustavy (6) jsou
funkcemi konstant tuhosti pruzin podvozkl kj; a funkcemi prevySeni v Case () a v misté
uloZeni pruzin kol [2].

Funkce pravé strany rovnice (6), kinematického buzeni jsou dany vztahy

0,=0 0>=0 0;=10

Qs =kipthin + kizihior + kisihis + kigihia

Os = kopihorr + kazihoor + kazihasy + kogthos

Os = -kiithiiyin - kizithi2yizr + kisihizyize + kiaghiaya
Q7 =kithixiin - kizihizixizg - kisihizixiss + kiathiax 4
= -ka11h211y211 + ko2ihoziya2r — kasihasiyasr + koathoayoa
Qo = ko11h211x2111 — ko21h221x221 — k231h231x231 + kaq1h241%241

S
!

Kde funkce hj; = hj(t) uréuji tvar Casové funkce kinematického buzeni v jednotlivych
mistech ndprav a jejich naslednost.

Pro dalsi feseni, formulaci jeho postupu, vytvotfeni vhodného algoritmu pro pocitatové
zpracovani z diivodu zobecnéni feSeni soustavy (6) je tfeba ji upravit do tvaru



(E+8)j, + Ky, = FQ) (7)

kde prvky s; matice hmotnosti § jsou dany vztahy s;,=52,=0, s;=0 proi=3,.....9;j=3,....9

s, =-D,/J,, Sy =-D,/J, urCuji vliv nesymetrického rozlozeni hmoty, tj.
natoCeni hlavnich centralnich os setrvacnosti vzhledem k centralnim osam rovnobéznym
s osami geometrické symetrie t€lesa — desky, vozidla. Podobné se urc¢i prvky a; matice

K délenim i-tého tadku matice tuhosti i-tym prvkem na diagonale matice setrvacnosti.
Obdobné¢ jsou urceny budici funkce ¢asu Fj(t) z funkci O;(z).

Podobné jsou noveé oznaceny hledané veliCiny qox(t) — (), qoy(t) = »,(@), wit)—> (),
w(@) >y, wm@O >y, @O0, @,y 0), 9,0y,
@,,() = y,4(?) . Prvky a; matice K a vektor budicich sil jsou z divodi obecnosti voleny a;# 0
a Fl(t) #0

Reseni soustavy nehomogennich diferencialnich rovnic (7) je moZno ziskat nékterou
z numerickych metod, analytické feSeni je mozno provést aplikaci maticového poctu nebo
Lagrangeovou metodou variace konstant ¢i aplikaci Laplaceovy transformace. Touto metodou
se po transformaci ziskd pro nulové pocatecni podminky soustava linedrnich algebraickych
rovnic [2].

(E+8)p* +K|3.(p) = F(p) )

kde 7,(p)a F.(p)jsou obrazy funkci y,(2) a Fi(t) pro i = 1 az 9. Redeni soustavy linearnich
algebraickych rovnic (8) je vhodné provést Cramerovym pravidlem

DO i 20

= 9
D(p) = D(p) )

.)_}j (p) =
kde D(p) - determinant matice soustavy rovnic (8) se rovna
D(p) = CAZ AZ(iz—i)'pZ(n_i) pron=9
i=0

kde C4 =1 —s;2.52;. Pro redlné koeficienty A,4.;) byly odvozeny vztahy [2], které plati obecné
pron>2a0<i<n

n n
J— —_— _1 — —_— —_—
AZ(n—i) =1 AZ(n—l) =C, {z A; — S1ply — 814, 512512~Z an}
i=1 i=3

gL

i=l j=i+l

a
12
~ 5 SZIZ Z
a ali

i2 i=3 j=i+l

>

(l J i JJ



n=2 n=l  n 4y dy )y Gy, il a,; a;
Az("_3) z Z Z ajj jl SIZZ z lj _SZIZ Z aii aij —
i=1 j=i+ll=j+1 i=3 j=i+l i=3 j—i+l
Gi Gy aﬂ aﬁ a; 2 4 4y

a..
n-2 n-1 n u
_Slzszlz Z Z dj d; dy (10)

i=3 j=i+ll=j+1

i 4y 4
n-3 n-2 n-—
-1
A = CHE S S S ety -5 5 o det dy + 5, det 4,]-
i=1 j=i+ll=j+1k=[+1 i=3 j=i+ll=j+1

n=3 n=2 n-1 n
—Su.szlz Z z ZdetAU.k,

i=3 j=i+ll=j+1 k=I+1

kde

a; 4a; 4a; 4ag ) dy dy; 4y a, a; 4a; 4q
a. a. a, da. a. a. a. a. a. a. a. a
i 1 k il ii [} il i2 il i il

detd,, =" " 7 7| detd, = ! , detd, = ’
' a, a; 4a; 4ag a4y 4y ay 2 4y a4y 4y
a, 4y 4y dy a, a; 4q; a; a, 4a; 4q; q

4, =C, detK

Vzorce pro vypocet koeficientll 4,4 pro 4 < i < n jsou velmi slozité a nepiehledné. Pro

vypocet hodnot téchto koeficientll je mozno vyuzit programového systému MAPLE, event.
MATLAB.

Determinant D;(p) ve vztahu (9) vznikne nahrazenim j-t¢ho sloupce determinantu D(p)
vektorem Fi(p) proi=12az9

Determinant Dj;(p) je algebraicky dopln€k determinantu D;(p) podle i-tého prvku j-té¢ho
sloupce — vektoru Fi(p).

Pro ur€eni hledanych funkci y;(#) zpétnou transformaci obrazii y,(p) je vhodné pomér

determinantti D;(p) a D(p) upravit tak, aby soucin Gipravou ziskaného vyrazu a obrazu F(p)
umoznoval aplikovat vétu o obrazu konvoluce.

Polynom ve vztahu (9) s realnymi koeficienty (10) je mozno nahradit sou¢inem kvadratickych
dvouclenti

iAz(,,,[).p“"*") T (p* + o) (11)

i=0 i=1

Po provedeni soucinu na pravé stran¢ se ziska polynom



Z Az(nﬁ‘)-pz(”ii) = ZBz(nfi)-pz(nii) (12)

— 2 2 2
By, =1 By = Za)i By,-2) w; .@;
i=1 i=1 j=i+l
n—-2 n-1 n n-3 n-2 n-l1 n
_ 2 2 2 _ 2 2 2 2
Byus) = Z ; -0; .0 Byua) = Z W; .00; .0 O (12a)
i=1 j=i+ll=j+1 i=l j=l+11=j+1 k=I+1

Porovnanim koeficientd polynomti u stejnych mocnin parametru pz(”*") na obou stranach
rovnic (12) Az = B 2y se ziska systém rovnic pro uréeni o;, ?, @; .....o,

n*

Porovnanim vztahi (12a) se vztahy urcujicimi vazbu koeficientli algebraické rovnice n-tého
stupn€¢ a jejich kotfenovych cCinitell, tj. elementdrnich symetrickych funkci proménnych
o, @, ..., se ziska algebraicka rovnice n-tého stupn& proménné ol

f(@*) = @™ = Ay, "™ + Ay, 0" — L (1) 40’ + (1) 4, =0 (13)

Numerickym feSenim se uréi n kofent rovnice (13), o’ — kruhovych frekvenci funkci Yi(1),
j=1,2,3,..., nurCyjicich feSeni soustavy rovnic (8). Tim je uréen polynom na pravé strané
rovnice (12). ProtoZe polynom determinantu Dj(p) ma v feSeném piipad¢ netlumeného
kmitani nenulové koeficienty jen u sudych mocnin parametru p a protoze pomér determinantti
(9) je ryze raciondlni lomend funkce je mozno pomér determinantii (9) rozlozit do souctu
parcidlnich zlomkua

Dji(p) _ z zL_/i,k . (14)
D(p) i=p +o

Pro urceni téchto neurcitych koeficientll L;;x pro k-ty prvek v souctu (14) je tfeba determinant
D;i(p) vyjadtit ve tvaru polynomu

D;(p) = Z_;Cﬁ’z(n_s)p””‘” (15)

Soucet parcialnich zlomki na pravé strané rovnice (14) je mozno piepsat do tvaru



3 L”" = ! (LNH(p +a))+LﬂzH(p + @) +... +Lj”H(p + @) +...

~ P’ + o
= p g H(p + C() )L s¢2 5¢r
--+L_,~l~,nH(P2 + @) +} (16)
s=1
Jednotlivé souciny na pravé stran€ je mozno vyjadfit ve tvaru polynomi
(17)

H(p + @) = Z 2P

s¢k 5¢k

kde koeficienty polynomil na pravé stran¢ rovnice (17)

Zw B 23 Z Zw

p=l g=p+]

Eromn =1 E, 2n=-2)
p#k

p:’:k

ZZ Za’a’a’ Eonony = Ha) (18)

p= lq p+lr=g+1
p#k P*k

E; 2(n-4) —

Po dosazeni vztahu (15) a (17) do rovnice (14) s ohledem na vztahy (18) se ziskaji rovnice

n n n
2(n—-s) __ 2(n—ys)
Z Ciinn-oP = Z Ly Z B ans)P

s=1 k=1 s=1
s#k

porovnanim koeficientil u stejnych mocnin parametru p u obou polynomi se ziska soustava
n-linedrnich algebraickych rovnic pro vypocet neznamych, neurcitych koeficientd L pro

s=1,2,....n

D LivE sy =Cirps POs=12,...n (19)

k=1

kde  index j prislusi obrazu hledané veli¢iny y,(p) (9), respektive hledané veli¢in€ y;(2)

rovnic (7).
index i — prislusi i-tému clenu souctu (9)
index k — piislusi k-tému parcidlnimu zlomku pfi rozkladu poméru determinantti (14)

;. 3 o e . < y .
Pro vypocet n” neznamych koeficientii L;;x je opét mozno aplikovat Cramerovo pravidlo pro
kazdeé j a i pti feSeni soustavy linedrnich algebraickych rovnic



El,2(n—l) E2,2(n—1) . Ek,2(n—1) . En,2(n—l) Lji,l Cji,Z(n—l)
E1,2(n—2) E2,2(n—2) . Ek,2(n—2) . En,2(n—2) ji,2 Cji,2(n—2)
1= (19a)
El,2(n—k) E2,2(n—k) . Ek,Z(n—k) . En,2(n—k) Lji,k Cji,Z(n—k)
EI,O E2,0 . Ek,O i En,O Lji,n C]'i,O

kde prvky Ej »p-r) matice soustavy (19a) jsou dany vztahy (18). Ur€eni konstant L;;x umozZiiuje
po dosazeni do (14) a do (9) ziskat vztah pro vypocet obrazu y,(p) proj=1,2,...n

?,-(p)—Z( 1)’+’F(p)z = (20)

+C()k

Po zpétné transformaci konvoluce obrazli (20) se ziska feSeni soustavy rovnic pro nulové
rovnic pocate¢ni podminky (7) ve tvaru souctu konvolutornich integralt budicich funkei Fi(z)

t

y (1) = Z( 1)/“2 Ly j F(r).sinw,(t —7)dr (21)

=1 O %

kde frekvence ay je feSenim rovnice (13). Ze znamych funkei y;(z) se urci hledané veli¢iny
(5a) soustavy rovnic (6). To umoziuje urcit vertikdlni posuvy libovolnych bodli podvozkl
nebo skiin€, napf. posuvy bodii popsanych rovnicemi (2a), (2b) a (3). Navrzené feSeni
umoznuje vytvoreni programu pro vypocet vertikalnich posuvil v libovolnych bodech modelu
jak podvozkovych kolejovych, tak i silni¢nich vozidel s velkym rozsahem variant konkrétniho
konstrukéniho uspofadani. Obdobnym postupem bylo vySetfovano kmitani modelu
dvounapravového vozidla s uvazovanim linearniho tlumeni [4].
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