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ANALYSISOF THE COMPRESSIBLE VISCOUSFLUID FLOW
THROUGH THE GAP CAUSED BY THE INCORRECT CONTACT
OF SCREW SURFACES

J. Vimmr*, J. Svigler*

Summary: The paper dealswith the analysis of the correct and incorrect contact of
the two-dimensional manifolds represented by screw surfaces which form a higher
kinematic pair and which were created in the direct envel ope way according to the
Distelli theorem. The incorrect contact of surfaces is caused, in this paper, by a
large parallel displacement of the axis of one of the surfaces. The computational
model of a gap caused by the incorrect contact of screw surfaces was created. The
aim of this paper is to performa numerical simulation of the compressible viscous
fluid flow through this gap.

1. Uvod

Sroubovéplochy jsou v priimyslovée praxi vyuzivany k transformaci rotaéniho pohybu, nejéastgi
mezi rovnobéznymi osami, a tvori boky spoluzabirajicich ozubenych kol. Rotujici Cleny vytva
fgji v z&kladnim, nehybném prostoru vySSi kinematickou dvojici. Prvky dvojice jsou tvoreny
plochami, které predstavuji obecnou dvojici s 5° volnosti (Brét, 1981). Pfi rotatnim pohybu
dochéazi ngjen k transformaci Ghlovych rychlosti, alei k pfenosu moment mezi osami. Kvalita
transformacniho dge zavisi, kromé jinych faktorll, na korektnosti dotyku obou ploch. Plochy
jsou pfi provozu namahany a dochézi k jejich deformaci, ktera vede k nekorektnimu dotykul.
Velmi vyznamny je tento dg u Sroubovych ploch, které jsou podrobeny namahani a maji navic
znatnou délku. Na obr. 1 jsou ukazany spoluzabirgjici rotory Sroubového kompresoru, jejichz
boky zubl, tvorené Sroubovymi plochami, jsou vystaveny silnému silovému a tepelnému na-
mahani. Jeté mnohem zavazngisi je tato situace u Sroubovych expandérdl, které v kombinaci
s kompresorem tvori Sroubovy motor, kde parametry vstupniho média mohou byt 600° C a
6 - 105 Pa (Kauder & Unwerth, 1998). V prispévku je feSen nekorektni kontakt ploch vznikly
paral elnim posunutim os spoluzabirajicich ploch o3 aos, z nichz plocha s jetvorici plochou se
zvolenym profilem v éelnim fezu aplocha o, jejeji obakou. V diisledku nekorektniho kontaktu
vznikne mezi Sroubovymi plochami mezera, kterou proudi médium z oblasti s vySSim tlakem
do prostoru s nizsim tlakem. Aby bylo mozné si viibec udélat predstavu o ztratach vznikajicich
nekorektnim dotykem Sroubovych ploch, je nezbytné provést analyzu proudeéni touto mezerou.
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V pFispévku se proto déle zabyvame numerickou simulaci laminarniho proudéni stlacitelné
vazke tekutiny v mezefe vzniklé nekorektnim dotykem spoluzabirajicich Sroubovych ploch.

Obr. 1 Rotory Sroubového kompresoru.  Obr. 2 KFivkovy dotyk Sroubovych ploch o, aos.

2. Korektni dotyk ploch o, a o

Plochy o, a o5 naobr. 2 maji korektni dotyk a dotykaji se podél kFivky chs,, ktera v prlibéhu
otateni méni, v zavis osti natvaru profil & obou ploch v éelnimezu, svij tvar apolohu. Plochacs,
(Svigler & Vimmr, 2001), tvori dvourozmérnou varietu ajeji libovolny bod je uréen v prostoru
R3 polohovym vektorem ;33 r, = ;‘z 7, (s, X), ObI. 3. ReZeni provadime v zakladnim prostoru
R aproto provedemetransformaci t : R3 — R

[1:‘:3 L= TRWR(TF) TR30RW(_aw) TR3R30(903) ) ;?;,TL : (1)

Spoluzabirgjici plocha o, vznikne podle Distelliho vytvarného principu jako obaka plochy o3
ajev zakladnim prostoru R urCenavztahy

W= TRQR(QO%O) T,,, (p2) - wre A Fng- a2 =0, )

které pfedstavuji dvourozmeérnou varietu
oy = 02(Psr, X, i), Kde @; € {2, p3},
(3 = iz P2 A i3y J€ pozadovany pre-
vodovy pomér. Poloha rotor(l, ve které
urCujeme jgjich dotyk, je urCena Uhlem
©3k0 = 132 P2k0- Nulova hodnota ska-
larniho soucinu vektoru normay 7’n,
k plo%e o3 a vektoru relativni rychlosti
Vs Vyjadfuje podminku dotyku obou
ploch v bodé L. Korektni dotyk ploch o,
aos je jak jiz bylo feCeno, charakterizo-
van kfivkovym kontaktem podél kfivky
chsy € {"L}, i € (1,n). Obr. 3 Vytvareni spoluzabirajicich ploch o, aos.

3. Nekorektni dotyk ploch oy a o2

Uvazujme nekorektni kontakt ploch o5 a o3, ktery vznikne paralelnim posunutim osy o3 0 miru
Ar, = [Az,,,Ay,,,0] do polohy oz, obr.4. Plocha o3 tak prejde do nové polohy of. Aby



dodlo ke kontaktu ploch o, a 05, musi se jedna z ploch, v naSem pripadé to je plocha o2,
pootodit o Uhel o} tak, az dojde v jisté Celni roviné 7 ke kontaktu profilu k3 € o8 A ks € T
sprofilem p, = 0o N 7. K prvnimu kontaktu, ktery urcuje dotyk obou ploch, dojdev fezu 7, pro
ktery plati of = min{/¢%}, j € (1,m).

Numerické FeSeni bylo provedeno pro nasledujici hodnoty: a,, = 100 mm (osova vzda
lenost), v = 45° (Uhel stoupani Sroubovice), r, = 125 mm (polomér tvorici kruznice k),
iszn = 2 (pfevodovy pomér), ¢ory = % (Ghel fixujici polohu plochy 03), Az, = 0,1 mm,
Ay,,, = 0,1 mm (posunuti osy o3). Nekorektni dotyk ploch o, a o5 jeukazan naobr. 5. Plochy
se dotykaji pouze v bodé CHs, akfivkams, € o je kfivkou ngimensi vzdalenosti mezi obémi
plochami.

Obr. 4 Nekorektni kontakt ploch o, aos. Obr. 5 Nekorektni dotyk ploch o acs.

Situaceje zfggmapfi pohledu nacelni fezy naobr. 6, kde napravé stranéjsou ukazany detaily
priblizeni obou profilll p, a p5'. K dotyku ploch dochazi v Celni roviné 7 urené parametrem
psr. = 34,04 mm. Celni Fez na opaténém konci délky ploch je ve vzdalenosti p,, = — 80 mm.
V uvedeném intervalu je mozné vytvorit spoluzabirgjici plochy bez vzniku interference.

4. Mezera mezi plochami o, a o5

Protoze plochy o, a o3 musi kromé transformace otatek a momentll jesté zgjistovat utésnéni
prostorti s rozdilnymi tlaky, které jsou na obou stranach dotykové kfivky, dojde pfi jejich neko-
rektnim kontaktu k proudéni stlatovaného nebo expandujiciho média z prostoru o vySSim tlaku
do prostoru s niz8im tlakem. Abychom si vlibec mohli udélat predstavu o ztratach vznikajicich
nekorektnim dotykem Sroubovych ploch, je nezbytné provést analyzu proudéni mezerou mezi
plochami o, a 0%. K tomu vyuZzijeme Celnich fezll ukazanych na obr. 6 a sestrojime rovinné
vypoctové modely mezer, v nichz vytvofime strukturovanou ctyfuhel nikovou sit pro naslednou
analyzu proudéni. Profil p$* plochy 0% je v Eelnim Fezu tvoren kruznici k3(.S, r, ), obr. 4, a profil
pe = 0o N 7, ktery je obakou profilu ps, nahradime oskulani kruznici. Z hlediska vnitfni geo-
metriejejedno, zda hovofime o profilu ps; nebo p3*, pripadné o plose o3 nebo o5 . Nesmime vaak
zapomenout, ve kterém prostoru geometricky Gtvar uvazujeme. Z diivodu snadngjSiho vyjadreni
profilu p$ budeme nasledujici feSeni provadét v prostoru Rs.,.
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Obr. 6 Celni fezy plochami

psi3l = -2

P2
-0.5+
Ps
-0.6 -
_-07 "
=
=2
~-0.8 "
-0.9
-1 F
6.3 6.4 6.5 6.6 8.7 6.8
v [em]
psi3l =-1.7
P2
-0.8}
ool P,
-1
-E-—1.1 -
L2,
SRR
-1.3}
-1.4}
-1.5¢L
71 7.2 7.3 7.4 7.5 7.6
¥ [em]
psi3l =-1.4
-o.8f P2
P
-0.9t
-1t
E-117¢
<
-1.2+F
-1.3}F
1.4t
7.9 8 8.1 8.2 8.3 8.4 8.5
y [em]
psi3l=-1.1
-0.2+
_0.3| P2 P3
-0.4 ¢
-0.5+
_-06¢
=
L.0.7 |
<
-0.8
-0.9
-1+
=11 ¢
8.6 8.8 9 9.2
¥ [em]

oy a5 snekorektnim dotykem.



Pro obecny bod D = E profilu p5* tvoriciho dolni kfivku rovinného modelu mezery plati
podlie obr. 3

R3,, rD = R3, rS + Rz, rk : (3)

Profil p5* je potom v homogennich soufadnicich uréen v prostoru Rs., vztahem

Ry, Tp Ty SIN@ + 7, sSIn X,
s Y —7T4COS @ + 7, COS X,
T — v = 4
R3, " D 0 )
R3y D
1 1

kde x, je parametr. Profil p,, ktery tvofi horni k¥fivku rovinného modelu mezery, je urCen
transformacnim vztahem

Ra Th :TR3R3,Y(’[7D3L) TR31R3(9031¢0) TR30R31(ATO3) TRWR30(aw> TRRW (W) TRQR (902k0> "Ry TL2, 5)

y

kde

Lo Ty, + 17, COS X,
Y Y. + 7,80 Y
Ry T2 = ZL2 = o2 (2) ’ (6)
L2
1 1

je polohovy vektor bodu H oskulagni kruznice profilu p, S parametrem y,. Po vyjadfeni trans-
formacnich matic a po provedeni souCinu naznaceného v rovnici (5) dostaneme pro profil po
v homogennich soufadnicich vztah

L1 COSV = Yro SNV — Ay, COS(y 4 @5y ) F(aw+ Ay, ) sin(,,+ ¢4,
—ZppSINV — Y, COSV + Axos Sin(wu_‘_ 903k0>+ (aw+ Ay03) COS(¢3L+ 9031@0)

T = . ¥0

1

kdev =1, + ¢, .+ ¢.., & Pparametrem je, jak jiz bylo feCeno, y,.

5. Analyza proudéni mezerou mezi plochami o, a o

Hlavnim cilem tohoto prispévku je provést numerickou simulaci proudeéni stlaCitelné vazke
tekutiny mezerou vzniklou nekorektnim dotykem Sroubovych ploch o, a o3. Ve skuteCnosti je
tfebatuto mezeru model ovat jako prostorovy pripad ve 3D. Tento problém vsak vzhledem ke své
slozitosti ai vypoCtove Casove narocnosti zjednoduSime. V prvnim priblizeni se omezime pouze
na simulaci proudéni média v jednotlivych Celnich fezech mezery. K tomu vyuZijeme Celnich
fezll ukazanych na obr. 6 a sestrojime posloupnost rovinnych vypoctovych oblasti Q, C R?
slipschitzovskou hranici 02, = 0 U 0Qo U 0Qw, kde 09, predstavuje vstup, 0o je
vystup z oblasti a 0.y = 0w U 0Qwp j€ hranice vypoCtové oblasti €2, tvofena pevnou
nepropustnou sténou. 921y odpovida profilu ps, ktery tvori horni kfivku rovinného modelu
mezery, a 9Q.wp Prisiudi profilu pS tvoriciho dolni kfivku rovinného modelu mezery v k-tém
Celnim fezu. Z geometrie vypoctove oblasti v ¢elnim fezu odpovidajicimu poloze 137, = —1.7,
obr. 7, je zZiggme, Ze se jedna o velmi Uzkou mezeru, jgiz Sifka v ngjuzsSim misté je srovnatelna



svelikosti posunuti osy o3 popisovanév odstavci 3. Jedna se tedy o proudéni srelativné nizkym
Reynoldsovym Cislem, a proto v dalSim predpokladame laminarni proudeéni.

Necht (0, 7) je Casovy interval. Matematicky model laminarniho proudéni stla€itelné vazké
tekutiny je tvofen nelinearnim konzervativnim systémem Navierovych-Stokesovych (NS) rov-
nic. V bezrozmérovém tvaru je tento systém v kartézské soufadnicové soustaveé pro FeSeni 2D
problemi vyjadien jako

ow  ofw)  dglw) _ 1 [0f (w)  dg,(w)

ot Ox oy " Re., Ox + dy vV e x (0,7). ®

Pro vektor w konzervativnich proménnych akartézské slozky f(w), g(w) nevazkéhoa f (w),
gy (w) vazkého konzervativniho toku plati

w = (o, ou, ov, E)", 9)

fw)=(ou, ou®+ p, ouv, (E+p)u)’, gw)=(ov, ouv, o>+ p, (E+p)v)’, (10)
.fv(w) = (07 Texy Tayy UTee + UTpy — QI)T ) gv(w) = (O, Tyzs Tyy, UTys + VTyy— Qy)T ) (11)

kdet je Cas, o hustota, p staticky tlak, £ celkova energie tekutiny vztazena na jednotku objemu
au, v jsou kartézské slozky vektoru rychlosti v. Slozky symetrického tenzoru vazkych napéti
Tuws Tuys Ty Tyy M1V pripadé laminarniho proudéni newtonovské tekutiny pri béznem rozsahu
tlakl ateplot tvar

= =N\ 35z 30y )’ y = Tyo =11 oy 0x)’ vy =11 30y 30x)’
kde ) je dynamickavazkost. Konzervativni system NS rovnic (8) doplnime termickou stavovou
rovnici p = p(p, T), ktera je v pfipadé idedlniho plynu vyjadrenajako

p=orT=(k—-1)oc,T, (12)

kde T je termodynamickateplota, » = ¢, — ¢, je mérna plynova konstanta, c, ac, jsou merne
tepelné kapacity pfi konstantnim tlaku a pfi konstantnim objemu ax = 1.4 je tzv. Poissonova
konstanta. Celkova energie £ vztazena na jednotku objemu uvaZované proudici tekutiny je
potom déana vztahem £ = —£- + 2 o|v|?. Slozky vektoru tepelného toku ¢, g, v (11) je mozné
zapsat jako

kde £ je souCinitel tepelnévodivosti, Pr = c,n/k jelaminarni Prandtlovo Cislo, které v pfipadé
idedlniho plynu nabyva hodnoty 0,72 a Re., = orefUreslies/nres j€ referentni Reynoldsovo
Cislo. Necht dale dynamicka vazkost n a souCinitel tepelné vodivosti £ tekutiny jsou konstantni.
Uginek vngjgich objemovych sil natekutinu neuvazujeme.

Nelinearni konzervativni system NS rovnic v bezrozmérovéem tvaru (8) je diskretizovan po-
moci " cell-centred” metody konetnych objeml na strukturované ¢tyfuhelnikove siti, (Vimmr,
2002). Numerické feSeni nevazkeé Casti konzervativniho systému NS rovnic (8) je provedeno
uzitim explicitniho dvoukrokového TVD MacCormackova schématu v Causonove Uprave za-
psaného pro metodu koneénych objemi na strukturované ¢tyfhelnikove siti, (Causon, 1989).



Aproximace vazké Casti systemu NS rovnic (8) je prictena k prediktorovému a ke korektoro-
vému kroku MacCormackova schematu. Tedy

n+l n zﬁt X n

w2 =wl — a E Y Sﬁ/n) + Tl Visc(wy;) (13)
] wl €251
4
1 n+l n+1 n+l 1 At ntj

TS P L E 262 | 25@/) 1at,, 2) (14
W;; Q{ww Wi |QU’ <f m }+ 2 19| isc(w;; ), (14)
(TVD>w7Z‘+1 _ wn—i—l + dwln + deZjn : (15)

kde "V wi ! je opravené numerické feSeni v Ease t,, 11, |$2;| predstavuje obsah EtyFlhelniko-
vého kontrolniho objemu ©;; akartézskeslozky f,, ag,, nevazkych numerickych tokd stranami

7, m=1,...,4,kontrolniho objemu €2;; jsou v Case ¢,, vyCisleny jako
f?:f<w?+1j>7 fg:f(w?jﬂ): f3:f4_f(w?j)7
g1 = g(w?—i—lj) ) g5 = g(“’%ﬂ) 3 gs =gy = 9("1’%)

av Caset, 1 jako

n+f n+i n+z n+i n+z n+z n+z
fi 2 =717 =F(w;?), f3 2 =flw,_3), 42:f(wij—21)7

+3 +3 +3 +3 +3 +3 +3
9 =g, =gw;?), gy P=gw 2, g5 > =glwy3)

S, = (52, 8%)" je normalovy vektor ke strangé I';? kontrolniho objemu Q;; majici smér
jednotkoveho vektoru vngiSi normaly, pricemz plati: S; = S;,1 i Sy =81 41 , S3=8,_1, 1
as, = SU 1. Pfidany 1D tlumici Clen dw v (15) s umelou vazkosti TVD typu ve sméru
zmeny indexu i navrzeny Causonem, (Causon 1989), miize byt zapsan ve tvaru

dw;j' = [P + Pryl(wyyy; — i) — [Py + Pyl(wi; — wiy;), (16)
1
Py = P(rj;) = 5Oyl - o(ri))] (17)
r# _ (w?—&-l] wzg 7w wlﬂ—lj> = (w?+1] ’w” ”UJ w?—lj)

1j ij (wn w™ wh — ,w?ilj) ’

n n
(wi+1j Wi, Wiy — wij) ij i—1j > Wyj

Funkce ®(r; ) aC(vy;) ve vztahu (17) jsou definovany nasledujicim zplisobem

min2f,1 pro 7’ - >0 vii(l —v;) pro vy, <1
(rf;) = &) Gl = U ‘T s
0 pro r =<0 0.25 pro v >3
apro vypocet v;; uzijeme vzorce
At
Vij = E(|Uzg| + ai;) (19)

ij

kde u;; je rychlost ve sméru indexu i a a;; je mistni rychlost zvuku. Casovy krok At je dan
nutnou CFL podminkou stability MacCormackova schématu a Az;;, Ay,; jsou aproximace
délek kontrolniho objemu ©2;; ve smérech ¢ a j, (Vimmr, 2003). Pro pridany tlumici Clen dw?}‘



ve sméru zmény indexu j uzijeme vztahtl (16) — (19), v nichZ fixujeme i a posouvame ;. Vazké
Cleny Visc(w;;) v prediktorovém (13) av korektorovem kroku (14) aproximujeme centralné

VZSC(’wij) = Re_ fv(wH%j)SH%j + gv(wi+%j)5iy+%j + fv(wz‘jJr%)Sij.,_% +

+ gv(wij+%)‘syj+% + fv(wi—%j)sf,%j + gv(wi—%j)sg_l -+

7 57
T+ fow, 1)SE  +g(w, St L] (20)

1) —

[V

1
2

Vypotet vazkych tokdl f, ag, v bodech (i + 3,7), (i,j + 3), (i — 1.5) a(i,j —

5 ) naduéni
CtyfUhelnikové siti je detailné popsan ve (Vimmr, 2003).

1
2

Pro naSkonkrétni pfipad velmi izké mezery uvazujeme proudéni charakterizovanérelativné
nizkym referencnim Reynoldsovym Cisem Re., = 3900. Na vstupu 0f); predepiSeme nasle-
dujici okrajové podminky v bezrozmérovém tvaru: stagnacni tlak py; = 1, stagnacni teplotu
Tor = 1, Uhel ndbéhu proudu oy, & = 0 atn; = 0, i = 1,2. Navystupu 9 vypottove
oblasti Q C R?, obr. 7, je predepsana bezrozmérova hodnota statického tlaku p, = % g—z =0a
n; = 0, ¢ = 1, 2. Napevnych nepropustnych sténach 0Qyyp a 0y predepisujeme nulové
slozky vektoru rychlosti u = 0, v = 0 adae g—g = (. Okragjové podminky jsou voleny tak, aby
byl dodrZen pozadovany tlakovy spad po; /p2 = 2.

Pro naSe numerické vypoCty jsme uzili strukturovanou Ctyfuhelnikovou sit 0 200 x 68 bun-
kach, obr. 7. V blizkosti pevnych stén, kde se predpoklada velky vliv vazkosti a kde se tvori
mezni vrstva, je nutné zjemnit vypoctovou sit ve sméru kolmém na sténu profilu, aby bylo
dosazeno lepsich vysledkd v oblasti odtrzeni mezni vrstvy. Numerické experimenty ukazuji, ze
v pfipadé pouziti laminarniho modelu proudeéni by se méa vyska prvni bunky na sténé volit
v zévidlosti na Reynoldsove Cisle Re podle vztahu

1
Ay = 0,05 - 21
hn \/% (21)
avysky dalSich bunék v blizkosti pevné stény by se mély pocitat podle predpisu
Aypyr = (1+A) Ay, A>0. (22)

V naSem pripadé jsme poloZili A = 0, 13.

V dal&im seomezime pouze naprezentaci dosazenych vys edk{l numerické simulacelaminar-
niho proudeni stlaCitelné vazke tekutiny ve vybraném Celnim fezu mezery, vzniklé nekorektnim
dotykem Sroubovych ploch, ktery odpovida poloze v3;, = —1,7. Geometrie mezery v tomto
fezu je znazornéna na obr. 7. Vysledky numerické simulace v dalSich ¢elnich fezech budou
prezentovany béhem konference. Na obr. 8 je ukazano pole izoCar Machova Cisla. |zoCary jsou
vykresleny po AM = 0, 02. Primérné Machovo €islo na vstupu dosahuje hodnoty M; = 0, 06.
Z vypoCtu je ale zigime, Ze proudeéni uvazovanym rovinnym modelem mezery je nestacionarni.
Dochéazi totiz ke zméné tvaru vzniklého Uplavu a déale se méni hodnota maximéaniho Machova
¢ida M,,... Ukazuje se v&ak, ze trvale plati M,,,, > 1 a proudéni je tedy transonické. Po-
znamengjme, Ze v oblasti, kde je M > 1, vlbec nevznika razova vina charakteristicka pro
transonicka a supersonicka proudéni. Pravdépodobné je to zplisobeno tim, Ze se jedna o vazké
proudéni ve velmi uzké mezefe. Na obr. 9 je znazornéno rozlozeni velikosti vysledné rychlosti
Vv uvazovaném rovinném modelu mezery v [m/s]. Obr. 10 ukazuje rozlozeni tlaku v [Pal.
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Obr. 9 Rozlozeni vysledné rychlosti v [m/s]. Obr. 10 Rozlozeni tlaku v [Pa].
6. Zaver

V prispévku je FeSen nekorektni dotyk Sroubovych ploch, které tvori spoluzabirajici boky zubli
apredstavuji vySSi kinematickou dvojici. Nekorektni postaveni Sroubovych ploch, které vznikly
primym oba kovym zplisobem, je simulovano paralelnim posunutim osy rotace jedné z ploch.
Obé plochy, které maji v korektni poloze kfivkovy dotyk, maji pfi nekorektnim kontaktu bodovy
dotyk. Je urCen bod dotyku a kfivky ngmensi vzda enosti obou ploch pro celou jegjich délku, na

které jsou definovany.

Byl sestrojen vypoCtovy model mezery v jednotlivych Celnich fezech, ktera vznikne pfi
nekorektnim dotyku Sroubovych ploch a ktera spojuje prostory s riiznymi tlaky stlagitelného



média. Dale byla provedena numericka simulace proudeéni stlacitelné vazké tekutiny timto ro-
vinnym modelem velmi Uzké mezery. Protoze je proudéni charakterizovano relativné nizkym
Reynoldsovym Cislem, bylo pro vypoCet uzZito laminarniho modelu proudeéni. Z vypoctu je
zigimé, Ze proudéni média uvaZzovanym rovinnym modelem mezery je nestacionarni a tran-
sonické. V hlizké budoucnosti bychom chtéli zahrnout do vypoctu néktery model turbulence
vhodny pro feeni této tfidy problémt a simulovat tak turbulentni proudéni.
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