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NUMERICAL IMPLEMENTATION OF THE LEONOV MODEL

R. Valenta*

Summary: The Leonov model, where the Eyring flow model is used to represent the
plastic shear rate of the deformation of a material, appears to be a proper choice for
the description of non-linear viscoelastic behavior of polymers. This paper outlines
formulations of the generalized Leonov model and presents possible approaches to
numerical implementation of this constitutive law. A fully explicit method based on
forward Euler integration is known to suffer from numerical instabilities, which can
only be prevented by taking very short time steps. To eliminate this restriction, a fully
implicit method (backward Euler integration), where the solution was established
employing the Newton-Raphson iteration method, was developed. Both methods are compared
and verified by simulation of a uni-axial test of the PR100/2+EM100E epoxy resin.

1. Uvod

Diky snadnému zpracovani a vhodnym mechanickym vlastnostem maji polymery stale
Sirsi vyuziti. V posledni dob¢ se rozsifilo zejména jejich pouziti jako matrice v kompozitnich
materidlech, které se vyuZzivaji napf. k rehabilitaci poruSenych betonovych sloupti, jako
stozary, vrtule, specialni nosné konstrukce, Casti strojnich zatizeni, atd. Kompozity jsou
materidly unikdtnich vlastnosti. Dobie vytvrzeny kompozitni profil je lehky, pevny, houze-
vnaty, odolny proti Sifeni trhlin, razu, delaminaci, UV zafeni apod. Z kompoziti 1ze vyrobit
pomérné slozité tvary a jejich vlastnosti je mozZno fidit pfiddnim rGznych aditiv. Schopnost
spolehlivé predpovédét vyslednou odezvu kompozitu na zaklad¢ vlastnosti jeho slozek je tedy
zakladni podminkou pro jejich zdarné rozsiteni. Zatimco vldkna v kompozitnich materidlech
vykazuji vétSinou elastické chovani, matrice (polymer) je nelinearné vazkopruzny material. A
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Je experimentalné dokézano, ze polymery obecné vykazuji zanedbatelnou objemovou
deformaci béhem plastického teceni. To je jeden z divodii, pro¢ je Leonoviiv model [Le76]
vyuzivajici Eyringovu rovnici plastického teCeni [Te96] velmi vhodny pro popis
mechanického chovani polymert. Tento model byl téZ zvolen pro popis nelinearni
vazkopruzné odezvy epoxidové pryskytice PR100/2+EMI100E, kterd se pouzivéa jako matrice
v kompozitnich materialech.

Vlastni formulace Leonovova modelu je piiblizena v kapitole 2, pficemz mozné piistupy
k jeho numerické implementaci jsou objasnény v kapitole 3. V kapitole 4 se predevSim
vénujeme oveétreni vhodnosti aplikace Leonovova modelu pro popis mechanickych vlastnosti
epoxidové pryskytice PR100/2+EMI100E a porovnanim jednotlivych pfistupii k numerické
implementaci Leonovova modelu. Je zde také nastinén mozny zpiisob ziskani parametrt
tohoto modelu a také jsou zde hodnoty téchto parametri pro epoxidovou pryskyftici uvedeny.
V zéavérecné paté kapitole je provedeno kratké zhodnoceni této prace.
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2. Konstitutivni vztahy Leonovova modelu

O polymerech je znamo, Ze rychlost plastické smykové deformace je velmi dobfe popsana
Eyringovou rovnici [TE96]
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kde 7 je smykové napétia y, je rychlost plastické smykove deformace. Materidlova konstanta

A (za konstantni teploty) je vztaZena k aktivaéni energii 4H a aktivaénimu objemu ¥, jak je
ukazano v [TE96].

Inverzi rovnice (1) dostaneme
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Eyringova rovnice teceni je zjednoduSenim obecného trojrozmérného vztahu zapsaného ve
tvaru
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kde e; a s; reprezentuji deviatoricke Casti tenzoru deformace a tenzoru napéti, 7, je

ekvivalentni rychlost deformace a 7, je ekvivalentni napéti. Plati
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Substituci rovnic (5) do rovnice (4) obdrzime vztah pro viskozitu ve tvaru
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kde a,(t.y) je faktor posunuti a 7o je viskozita materidlu v linearni viskoelastické oblasti pfi
ekvivalentnim napéti niz§im nez 7p. Eyringtiv model tedy vede k funkéni zavislosti Eyringovy
viskozity na ekvivalentnim nap¢ti.

Za ptedpokladu isotropniho materidlu a platnosti teorie malych deformaci mizeme vyjadiit
konstitutivni rovnice popisujici zobecnény Leonovoviv model ve tvaru
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kde o, je stfedni napéti, &, je objemova deformace, K je objemovy modul pruznosti a G
vyjadiuje modul pruznosti ve smyku.

Jednoduchym modem, reprezentovanym jednim clankem Maxwellova fetézce s viskozitou
zavislou na napéti, nelze realisticky popsat chovani epoxidové pryskyfice, nebot’” model
vykazuje nahly prechod od elastického chovani k tekutému [TE96]. Proto je nutné vyuzit k
popisu chovani polymeru spektrum relaxacnich ¢asti 8, = 59,/ G,, kde 6, je zvoleny relaxaéni
¢as, 19, a G, je pocatecni smykova viskozita a modul smyku u-tého €lanku. Pro tplnost zde
uvadime rozSitené vztahy (9) a (10) Leonovova modelu pro jednotlivé clanky
modifikovaného Maxwellova fetézce (viz obr. 1) ve tvaru
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Jak je patrné z obr. 1, je vysledné deviatorické napéti dano vztahem
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3. Numericka implementace

Spojenim vySe uvedenych vztahii a jejich zobecnénim ziskdme zakladni diferencialni
rovnici Leonovova modelu pro u-ty ¢lanek ve tvaru

5, T e é.. (14)
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Reseni této diferencialni rovnice nam komplikuje faktor posunuti a,, ktery je funkci
ekvivalentniho napéti 7., , jak plyne z rovnice (6). Pfipomefime, Ze

a (r )=Tﬂ sinh Tea . (15)
o [ [

Z této rovnice je ziejmé, Ze parametr a,(7.,) meéni svoji hodnotu exponencialné v zavislosti na
urovni napéti a velmi rychle se srostoucim ekvivalentnim napétim blizi k nule, jak je
znazornéno na obr. 2.
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Obr. 1: Maxwelllv fetézec s viskozitou Obr. 2: Logaritmicka zavislost faktoru
zavislou na napéti posunuti a, na ekvivalentnim napéti z,

V nasledujicim textu nahradime tenzorové veliCiny jejich vektorovymi, resp. Maticovymi
reprezentacemi, pficemz vektory jsou zndzornény malymi tuénymi pismeny — a, a matice
velkymi tuénymi pismeny - A. Dale definujme matici
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Q:diag{l 1 1 l}, (16)

ktera ptrevadi inzenyrské deformace na tenzorové.

3.1 Explicitni integrace

Predpokladejme konstantni rychlost deformace e béhem integra¢niho kroku <ti_l, tl.> a

také vtomto Casovém intervalu konstantni faktor posunuti a, = a,(z,(t:1)). Za téchto
zjednodusujicich ptfedpokladti feSime rovnici (14) jako linedrni nehomogenni diferencialni
rovnici prvniho tadu, tzn. Ze nejdiive vyfeSime odpovidajici homogenni linearni rovnici
(rovnice s nulovou pravou stranou) a dale pak nalezneme feseni dané nehomogenni rovnice
metodou variace konstanty. Toto feSeni 1ze dale upravit a pfevést na ptirastkovy tvar

s(t,) =s(t,.,)+2G(t,, )Q(Ae - A(z, , ), (17)
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Toto feSeni vychazi z pln¢ doptedné Eulerovy integrace, nebot’ parametr a,(¢.1) je vztazen k
zacatku integracniho kroku, jak je naznaceno parametrem v zavorkach.

Pln¢ explicitni metodu lze velmi snadno naprogramovat a béhem jednoho integracniho
kroku vyzaduje jen minimum vypoctt. Problémem je numerickd nestabilita vypoctu, ktera je
zjevné zpusobend nespravnym predpokladem konstantniho faktoru posunuti béhem
integracniho kroku (viz obr. 2). Tato nestabilita se d4 eliminovat pouze zvétSenim poctu
integracnich krokd a jejich podstatnym zkracenim.

3.2 Implicitni integrace

S cilem vyhnout se mozné numerické nestabilité¢ spojené s explicitni integraci a umoznit
prodlouzeni Casového prirastku Az byla vyvinuta plné€ implicitni Eulerova zpétna integracni
metoda. Za predpokladu konstantni rychlosti deformace € béhem integra¢niho kroku mizeme
novy stav napjatosti na konci i-té¢ho integra¢niho kroku vyjadtit jako

s(t,)=s(t,.,)+26(1,)Q(ae - A¢(r,), (20)

kde ¢asove zavislé proménné v Case ¢; zapiSeme ve tvaru
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Zde s ﬂ(tH) je vektor deviatorického napéti v jednotlivych clancich vycislené na zacatku

Casového piirustku Az = t; — ¢, a M je pocet ¢lankli v modifikovaném Maxwellové fetézci.

Faktor posunuti je dan vztahem
a ()= 7, (t) / sinh{req(ti)j , (23)
o Ty

kde ekvivalentni napéti z,, (ti) vyplyvé z



7, () =45 ()Q 7" s(z,). (24)

Vsechny proménné pii Eulerové zpétné integraci v rovnici (20) jsou nelinearné zavislé na
napjatosti na konci integracniho kroku, a proto uspésné dokonceni daného integra¢niho kroku
vyzaduje feSeni systému nelinedrnich rovnic. V naSem piipadé je k tomuto feSeni vyuZita
Newton-Raphsonova itera¢ni metoda. Za timto uc¢elem definujme vektor rezidui

r= {T G A}T , (25)
kde
T=1,(,)-3s"(6)Q"s(r). (26)
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s primarnimi neznamymi
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Dale poznamenejme, ze tenzor deformace dotvarovani Aé(t,.), ktery se vyskytuje v rovnici

(20), je druhotna proménna. Pak za predpokladu konstantni rychlosti deformace vyjadiime
Newton-Raphsontiv iteracni proces jako

A (ti) = (ti ) - Hki1 e (30)
kde matice H je dana vztahem
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Vzhledem k tomu, ze Newton-Raphsonova iteracni metoda je pouze lokalné konvergentni,
rozhodujicim kritériem pro uspéSnou iteraci je odhad pocateénich hodnot primarnich
proménnych (pro k = 0). To znamena, Ze pokud budou pocéate¢ni hodnoty téchto proménnych



prilis vzdalené kone¢nému feSeni, iterani proces nemusi konvergovat. V ramci provedenych
numerickych experimenti se dobie osvédcCil jejich odhad ziskany pomoci plné explicitni
metody (doptedna Eulerova integrace).

Pii pln€ implicitni metod¢ je feSeni stabilni i1 pfi relativné velkém casovém kroku. Na
druhé strané je vSak potieba lokalni Newton-Raphsonova iterace, kterd zajistuje spravné
hodnoty casové zavislych proménnych na konci dané¢ho ¢asového kroku. I kdyz tyto vypocty
mohou zpomalit lokdlni integraci vradmci jednoho kroku, vyznamné snizeni poctu
integracnich krokl se milize vést ke znaénym casovym usporam.

4. Numerické ovéreni modelu

V této kapitole ovéfime vystiznost modelovani polymeri Leonovovym modelem
porovnanim simulace s laboratornimi experimenty. Dale také porovname jednotlivé metody
feSeni diferencidlni rovnice (14) a ovétime predpoklady o jednotlivych fesenich.

Jelikoz byli na daném materidlu provedeny pouze jednoosé tahové zkousky (viz [VSS01]),
a také pro vétsi pruhlednost feSeni omezime nase zkoumani pouze na jednodimenzionalni
problém (vztahy pro jednoosou napjatost jsou uvedeny napiiklad v [SVZ04])

4.1 Materialové parametry

Materialové parametry Leonovova modelu vtab. 1 odpovidaji epoxidové pryskyfici
PR100/2+EMI100E, ktera se vyuziva jako matrice v kompozitnich materidlech. Parametry 4 a
7p byly uréeny z Eyringova grafu [VSSO01], do kterého jako vstupy byly pouzity data
z tahovych experimentl pfi riiznych rychlostech zatézovani. Zbylé parametry byly ureny ze
série experimentli dotvarovani pfi riznych urovnich zatiZzeni, kde 13 c¢lend zobecnéného
Kelvin-Voightova modelu bylo pouzito pro ziskani pfesné aproximace funkce poddajnosti.
Poté byla pouzita metoda pro transformaci funkce dotvarovani na relaxacni funkci, kteréd
vyuziva Laplaceovu transformaci a vysledkem jsou exaktni vztahy jak pro koeficienty G, ,
tak 1 pro relaxacni ¢asy 6, ( podrobny popis viz [Va03], [VSS03]).

Parametr Hodnota
A [5] 4 85E+14
rp[WIPa] 1.57
& [MfPa] 5030
v [-] 0.40
I 8, Gy
[z] [24Pa]
1 B 9315E+00 & 2764 E+00
2 B.0533E+01 6 1953E+00
3 7. 1629E+02 1.8739E+01
4 63864E+03 2 B055E+01
3 5.758%9E+H04 2 5387TE+01
& 5. 1096E+H05 3 B60TEH01
7 4.6020E+06 36537EH01
8 3.9972E+07 6.6250E+01

9 Z630ZEH08 5.4059E+01
10 3.2616E+09 5.2360E+01
11 2.8017E+10 8.2224E+01
12 2.2362E+11 1.3733E+02
13 2.2362E+12 5.3192E4+02

Tab. 1: Parametry Leonovova modelu pro epoxidovou pryskytici PR100/2+EM100E



4.2 Porovnani simulace s experimenty

Vhodnost Leonovova modelu pro popis deformacniho chovani epoxidové pryskyfice
PR100/2+EM100E byla ovéfena porovnanim numerické simulace jednoosé tahové zkousky
s odpovidajicimi experimenty. Jednd se o tahové zkousky s fizenou rychlosti deformace.
Typicka odezva zkoumaného materidlu pro tfi odliSné rychlosti zatézovani je znazornéna na
obr. 3. Experimentdln¢ ziskand data jsou znazornéna hladkou kiivkou, zatimco data
z pocitacové simulace kiivkami s bodovymi znaky. Z grafu je zfejmé, ze pouziti Leonovova
modelu pro popis nelinearné viskoelastického chovani epoxidové pryskyfice je zcela
opravnéné, nebot’ bylo dosazeno velmi uspokojivé shody mezi experimentem a numerickou
analyzou.

Na obr. 4 je znazornéna odezva daného polymeru na shodnou jednoosou tahovou zkousku
s fizenou rychlosti deformace &=35x10"*s". Hladka kfivka znazortiuje odezvu ziskanou
z experimentu, druhé dvé kiivky odpovidaji po¢itaCovym simulacim. Pro jednu simulaci byla
vyuzita dopfednd Eulerova integracni metoda (explicitni metoda), pro druhou zpétna Eulerova
integrani metoda (implicitni metoda). V obou piipadech byl pouZzit nejvétsi mozny casovy
integracni krok, pro ktery je odpovidajici feseni stale stabilni (nedochazi k oscilacim). Z grafu
je zfejmé, ze feSeni vyuzivajici implicitni metodu je stabilni i pfi pouziti fadové desetkrat
vétsiho casového kroku.
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Obr 3: Porovnani experimentalné ziskanych Obr. 4: Porovnani experimentu se simulaci
dat s pocitacovou simulaci jednoosé tahové — max. mozny ¢asovy pfirtstek
zkousky pfi riznych rychlostech pomérné
deformace

4.3 Srovnani explicitni a implicitni metody

Jak jiz bylo naznaceno v ¢lanku 3.2, pfi pouziti implicitni metody mizeme pouzit relativné
velky Casovy krok aniz by feSeni bylo numericky nestabilni a aniz by vykazovalo velkou
odchylku od ptesného feSeni. Na druhou stranu je ale tato metoda feSeni béhem jednoho
integra¢niho kroku vypocetné narocnéjsi. Zatimco pii pouziti explicitni metody jsme omezeni
relativné malym Casovym krokem, naroc¢nost vypocetnich operaci béhem jednoho kroku je
minimalni. To je ale vyvaZeno vétsSim poctem integracnich krokd.



Na obréazcich 5 az 10 jsou znazornény simulace jednoosé tahové zkousSky s fizenou
rychlosti deformace a proménnym integracnim krokem. Pro zndzornéni piesnosti jednotlivych
feSeni je v kazdém grafu hladkou kiivkou znazornénd simulace s velmi malym casovym
krokem, ktera vyjadiuje “pfesné” feSeni pii dané rychlosti deformace.

U explicitni metody se vysledky pfi ¢asovém kroku do cca At = 6s (zdlraznéme, Ze tento
limit je vztazen krychlosti pomérné deformace &=5x10"*s") tém&f nelisily, ale pfi
nasledném zvétSovani Casového kroku Ar dochézelo v oblasti vyrazné nelinearity k oscilaci
hodnot napéti, jak je ukdzano na obr. 5, 6 a 7. Vysvétleme nyni diivod oscilace. Dopiedna
Eulerova integrace piedpokldda konstantni faktor posunuti béhem integra¢niho kroku,
pficemz jeho hodnotu uvazuje ze zac¢atku tohoto kroku. Pfi jednoosém tahovém namahani ale
faktor posunuti konstantni neni, jeho hodnota se rapidné¢ zmensuje (viz obr. 2). Faktor
posunuti pfi takovémto namahani zjednoduSené feceno snizuje tuhost materidlu (pfesnéji
feCeno urychluje teceni [MC83]). Ta je ale béhem integratniho kroku ptedpokladana
konstantni, a proto pfi relativné velkém casovém kroku dojde k vyraznéjSimu “pfecenéni*
rovnovazného stavu mezi Urovni napéti a Grovni deformace. V nasledujicim kroku je faktor
posunuti spocten z této “prestielené” urovné napéti, model se snazi vratit do rovnovazného
stavu, ale tim, Ze a. je op¢€t spocteno ze zacatku kroku, je rovnovazny stav “podcenén” a tim
dochazi k oscilaci.

Jak je zfejmé obr. 8, 9 a 10 pii simulaci tahového experimentu pomoci implicitni metody
k oscilaci nedochazi, metoda je stabilni i pfi relativné velkém Casovém kroku a zvétSovanim
integratniho kroku dochdzi jen k nepatrné neptesnosti. Pro velmi velky casovy krok,
At > 50s (pro & =5x10"*s™"), zac¢ala Newton-Raphsonova itera¢ni metoda divergovat, jak je

ukazano na obr. 10, kde byl spocten pouze jeden zatézovaci krok. To je zplisobeno
podminénou konvergenci Newton-Raphsonovi metody, jak je diskutovano v ¢lanku 3.2. Pfi
takto velkych integracnich krocich uz je odhad pocate¢nich hodnot pomoci explicitni metody
nedostacujici. V tab. 2 je zndzornéna rychlost konvergence z hlediska primémého a
maximalniho poctu iteraci potiebného k dosazeni ptedepsané chyby. Nutno dodat, Ze v naSem
ptipadé bylo kritérium az p¥ili§ ptisné a jako pIné dostadujici se jevi hodnota £= 107
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Obr 5: Explicitni metoda, & =5x107*s™ Obr 6: Explicitni metoda, & =5x107*s™
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Obr 7: Explicitni metoda, & =5x107*s™
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Obr 9: Implicitni metoda, & = 5x107*s™

5. Zhodnoceni
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Obr 8: Implicitni metoda, & =5x107*s’
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Obr 10: Implicitni metoda, & =5x107*s™

Prace potvrdila ptedpoklady o obou pfistupech k numerické implementaci Leonovova
modelu. Pfi pouziti explicitni metody je narocnost na vypocetni operace velmi nizka, coz je
ovSem vyvazeno nutnosti pouzit relativné maly integracni krok. Implicitni metoda nam
umoznila pfi simulaci jednoosych tahovych experimentl o fad zvétsit integracni krok oproti
explicitni metod¢, ale za cenu vétsi vypocetni naro¢nosti. Pii pouziti velkych ¢asovych kroki
dochazelo pti simulaci k nepatrnému sniZeni piesnosti v oblasti velké nelinearity odezvy
materialu (viz obr.9). Je ale nutno zduraznit, Ze pii asovém kroku odpovidajicimu maximu u
explicitni metody je tato nepfesnost zanedbatelnd. Tato nepifesnost je ¢aste¢né eliminovana
pouzitim tzv. semi-implicitni metody, kde se pii feSeni zdkladni diferencialni rovnice
Leonovova modelu (viz rovnice (14)) uvazuje linearni zména pievracené hodnoty faktoru

posunuti béhem integra¢niho kroku, viz [Va03].



Casovy Focet iteraci

krok pramérné  maximalné
8 4 B

20 5 8

a0 1a 2

40 13 25

45 12 25

Tab. 2: Podet iteraci potiebnych k dosazeni kritéria pro normu residui || r || <107
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