° ENGINEERING MECHANICS 2004
NATIONAL CONFERENCE
2004 with international participation
Svratka, Czech Republic, 10 - 13 May 2004

ENVELOPE OF MODULATED HARMONIC COMPONENTS
EXTRACTION FROM NOISE AND VIBRATION SIGNALS

J. Tima’

Summary: The paper deals with a non-causal order-tracking filter that is known
as a Vold-Kalman filter. The V-K filter is intended to analyse tonal noise and
vibration signals that are obvious in diagnostics of machine running in cyclic
fashion and equipped by geared transmission units. The basic idea of V-K
filtration consists of the system of data and structural equations. The data
equations express a simple fact, that a measured signal is a sum of harmonic
component and an additive error signal while the structural equations govern the
harmonic component generation as an output of a linear dynamic system affected
by a random error,. The minimum of a weighted sum of both the random error
variances results in evaluation of the harmonic component envelope.

1. Uvod

Vystupem Kalmanova filtru je odhad ¢asového vyvoje stavu linedrniho systému, ktery je
dostupny jen prostfednictvim nepiimého pozorovani ¢asového vyvoje jistého vektoru dat.
Algoritmus odhadovani je rekurzivni, tedy zvlast€¢ vhodny pro cislicové zpracovani
namétfenych dat v realném Case, a odhad je ve smyslu statistickém optimalni, coz znamena, ze
sttedni hodnota druhé mocniny chyby je minimélni. Bez bliz§iho popisu podstaty
rekurzivnich vypoct bude v ivodu popsano jen zadani tlohy filtrace jako referencni metody
k Vold-Kalmanov¢ filtraci. Oznaceni veli¢in bude pievzato z knihy [Haykin 1996].

Zékladem filtru jsou dvé rovnice. Prvni rovnice (process equation) popisuje vyvoj stavu
procesu popsané¢ho v Casovém okamziku n vektorem stavovych proménnych x(n) tak, ze je
definovdna souvislost mezi stavovym vektorem v okamziku n a v nasledujicim okamziku
n+l. Stav procesu v okamziku n+1 je ovlivnén ndhodnym vektorem vl(n). Slozky tohoto
nahodného vektoru jsou ¢Eleny bilé posloupnosti, tj. l1ze je oznacit za nekorelovany Sum.
Druhé rovnice (measurement equation) modeluje méfeni stavu. Zatimco prvni rovnice byla
v principu dynamickd — diferen¢ni, predstavuje druha rovnice prostou transformaci hodnot
vektoru stavu prostfednictvim transformacni matice na hodnoty pfistupné meéteni y(n)
Transformovany stav ovlivnén aditivnim Sumem Vz(n). Vektor Sumu obsahuje také slozky
predstavujici bilé posloupnosti. Blokové schéma vzajemnych vazeb l1ze znazornit na obrazku
1. Symbol z™' znazorfiuje posunuti o jeden vzorek (E je jednotkova matice).
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Obrazek 1 Signalovy diagram Kalmanova filtru

Vystupem Kalmanova filtru jsou odhady vektoru stavu procesu f((n|y(1),.., y(n)) v ¢asovém

okamziku n na zakladé m&tenych hodnot y(1)...,y() a odhadu pocate¢niho stavu i(l|y(1)) a
korela¢niho vektoru chyby tohoto po¢ate¢niho odhadu.

Zadani ulohy Kalmanovy filtrace Ize aplikovat na problém extrakce harmonické slozky
z méfeného signalu. Stav procesu lze v této Uloze povazovat za hledanou harmonickou
slozku, kterd v souctu se zbyvajicimi slozkami signdlu ptfedstavuje méfeny signal. Popis
vyvoje stavu procesu predstavujici tuto harmonickou slozku s ptipadné ménici se frekvenci
bude predvedeno v dalsi ¢asti referatu. Modelovani méfeni predstavuje sumaci harmonické
slozky se zbytkem slozek obsazenych v signalu. Jisty problém vSak piedstavuji budici signaly
Vl(l’l) a Vz(l’l) signalového diagramu z obrazku 1. Jejich rozptyly nejsou pfedem znamy a
navic signal vz(n) nemusi byt dominujici bily Sum, ale dal§i harmonicka slozka o jiné
frekvenci.

Publikované prace Volda a Leuridana pocinaje rokem 1993 se presné aplikaci metodiky
Kalmanova filtrace vyhybaji a t€Zi jen z postupu vypoctu, jehoz detaily nejsou publikovany.
V uvahéach Volda se respektuje neznalost rozptylti obou zminénych budicich posloupnosti a
ve vypoctu se ovlada jen jejich vzajemny pomér, ktery ovlivituje frekvencni vlastnosti filtru. 1
kdyz 1ze pochybovat o vyznamu dil¢iho oznaceni tohoto zptsobu filtrace jménem Kalman,
v principu je mySlenka filtrace navrzena Voldem a Leuridanem inspirujici a otvird nové
moznosti fadové analyzy signali se znamou frekvenci, ktera je odvozena z méteni otacek.

Vold-Kalmanova filtrace se vyvijela ve dvou generacich. Prvni generace filtru méla za cil
extrahovat harmonickou slozku o zadané frekvenci a nasledujici druhd generace se omezila
jen na obalku této slozky. Popularizace této metody filtrace druhé generace byla zajisténa jeji
implementaci do signalového analyzatoru PULSE firmy Briiel & Kjer nebo programového
systému IDEAS.

2. Vold-Kalmaniv filtr druhé generace

Rovnice modelujici vyvoj stavu systému se u Vold-Kalmanova filtru nazyva strukturalni
rovnice a rovnice modelujici méfeni stavu je u této filtrace nazvana datova rovnice.

Datova rovnice

Vzorky méfeného signalu jsou znaceny y(n) a vzorky obélky extrahované slozky signalu jsou
znaceny x(n), kde n=1,..,N znamena potfadi vzorkii. Harmonickd slozka signdlu je

modelovana soucinem komplexniho harmonického signalu a komplexni obalky. Datova
rovnice vyjadiuje prosty fakt, ze méfeny signdl je sloZzen z extrahované harmonické slozky a



zbytku signalu se vzorky oznacenymi n(n), kde n =1,..., N . Jeji tvar pro vzorky s pofadim n
je nasledujici

¥(n) = x(n)exp(j0(n))+ 1 (n). (1)

Pribézna faze signdlu je obecné rovna Casovému integralu thlové frekvence. V piipadé
vzorkovanych signalii se vypocte podle vzorce

G)(n):i;w(i)At, @)

kde o(n) je okamzita thlova frekvence a At =1/f; je interval vzorkovani.

Soustava datovych rovnic pro vS§echny naméfené vzorky ma vektorovy tvar

y—-Cx=n, 3)
kde C=C" je diagonalni komplexni matice tvaru
C = diag{exp(jO(1)), exp(jO(2))..., exp(jO(N))} . 4)

Tato matice stejn¢ jako vektory x,m jsou komplexni. Charakteristika velikosti zbytkového

signalu M se uréi jako soudin transponovaného komplexné sdruzeného vektoru n” a
puvodniho vektoru m. Tento soucin je redlny a predstavuje druhou mocninu euklidovské

normy vektoru. Operace transponovani matice a obraceni znaménka imaginarni ¢asti jejich
prvki se oznacuje hornim indexem H. Redlné vektory budou vSak oznaceny jen znaménkem
transponovani. Pro druhou mocninu euklidovské normy vektoru zbytkového signalu plati

n"n=(y" -x"C")(y-Cx). (5)
Strukturalni rovnice pro obalku harmonického signalu

Strukturdlni rovnice filtruje posloupnost hodnot komplexni amplitudy. Omezeni rychlosti
jejich zmén se zadava nejvyssim stupném polynomu £, ktery lze skupinou vzorka obalky o
poctu k +1 prolozit. Polynom prvniho stupné je feSenim diferen¢ni rovnice druhého fadu

V2x(n)= x(n)—2x(n —1)+ x(n - 2)=0. (6)

Charakteristicka rovnice této diferencni rovnice ma dvojny kotfen roven jednotce, coz vede
na zminény vysledek feseni.

Polynom obecného stupné k spliuje podminku nulové diference tadu k+1, tj.
Vk“x(n): 0. Protoze se obalka signalu postupné meéni, je tfeba strukturdlni rovnici budit
budici funkci g(n) Konec¢ny obecny tvar strukturalni rovnice je

VHix(n)=g(n), (7)
kde k ptedstavuje fad polynomu, ktery se spojuje s fadem filtru zmén komplexni amplitudy.

Vold-Kalmanova filtrace druhé generace uziva filtr prvého nebo druhého, popt. az tfetiho
fadu. Strukturalni rovnice pro tyto filtry maji tvar.

Prvni fad: x(n)=2x(n—1)+ x(n—2)=¢(n) (8)
Druhy tad x(n)=3x(n—1)+3x(n—2)— x(n—3)=¢(n) (€))

Soustava strukturalnich rovnic pro vS§echny naméfené vzorky ma vektorovy tvar



Ax=¢g, (10)

kde A je pasovd obdélnikova matice s N sloupci a N-2 tadky. Pro filtr prvniho fadu je
tfidiagonalni a pro filtr druhého fadu Ctyrdiagonalni.

Euklidovska norma charakterizujici velikost vektoru budici funkce se vSak zméni
s ohledem na skute¢nost, ze vektor obalky obsahuje komplexni ¢isla. K transpozici je tfeba
pfidat také zménu znaménka imaginarni Casti, aby vysledek nasobeni vektort bylo realné
¢islo, tj. druha mocnina euklidovské normy ma tvar

g’e=rx"ATAx. (11)

Matice A obsahuje jen konstantni prvky v zavislosti na fadu filtru. Jeji rozmér pro filtr
prvniho fadu je NxN-2 a pro filtr druhého fadu NxN-3. Napiiklad pro filtr prvniho fadu se
jedna o tfidiagonalni obdélnikovou matici nasledujiciho tvaru

1 -2 1

1 -2 1
A= . (12)

1 -2 1

Nasobenim matice A’ (horni index T oznaduje transpozici) matici A vznikne &tvercova
symetricka matice o rozmeéru NxN. Druh4a mocnina euklidovské normy vektoru obsahujiciho

budici funkce ma tvar kvadraticki formy x"A"Ax v proménné x, o které lze podle

zédkladnich vét teorie matic uvést, Ze je nezapornd, tj. x’ A"Ax >0, pro libovolny nenulovy
vektor budicich funkci x # 0. Tato vlastnost se nazyva pozitivni semidefinitnost ctvercové

symetrické matice A’ A . Semidefinitnost matice 1ze zdGvodnit tim, Ze tato kvadraticka forma
muze teoreticky nabyt také nulové hodnoty pro nenulovy vektor x.

Podet nenulovych diagonal u matice A” A se zvysi na 5, pfiemZ nenulové prvky jsou na
dvou diagonalach pod a nad hlavni diagonalou této ¢tvercové pasové matice.

Globalni FeSeni datovych a strukturalnich rovnic pro obalku harmonického signalu

Vysledkem filtrace méd byt nalezeni neznamého vektoru x, ktery musi vyhovovat soustavé
datovych a strukturdlnich rovnic. Pocet prvki vektoru x je N a pocet rovnic
N +(N —2) = 2N —2. Mezi nezndmé patii také vektory € (N-2 prvki) a n (N prvkd), pak
pocet nezndmych 3N —2 je vysSS§i nez pocet rovnic, tj. soustava rovnic je vzhledem ke
zminénym tfem nezndmym vektorim nedourcena. K soustavé rovnic mohou byt piipojeny
podminky, podle kterych je pozadovéano, aby vektory €mn mély minimalni euklidovskou
normu, a aby tyto normy byly v Zadoucim vztahu, tj. aby bylo minimalizovano kritérium ve
tvaru

J:xHDx+(yT—XHCHXy—CX). (13)

kde D=7r>A"A je pomocna ¢tvercova matice zjednodusujici zapis vzorcli. V definici této
¢tvercové matice je obsaZen vahovy koeficient 7, ktery urcuje pfedepsany vzajemny vztah
mezi euklidovskymi normami zbytkového signalu a budici funkce. Jak bude dale ukazano,
podminka minimalni velikosti vazeného souctu a zvoleny vahovy koeficient davaji
vypoctenému vektoru vyhodné vlastnosti, protoze realizuji filtr s vyhodnym pribéhem
frekvencni charakteristiky ptfedstavujici pasmovou propust. Hodnoty védhového koeficientu
blizké nule zmensuji vlivnost strukturalni rovnice a filtr ztraci a¢innost.



Minimum kritéria (13) lze vypocitat naptiklad derivaci podle redlné a imagindrni slozky
vektoru x =u— jv. Vysledkem vypoctu je vektor minimalizujici kriterium (13):

x=B"'C"y, (14)

kde B=D+E=7r’A"A+E. Podle monografie o specialnich maticich [Fiedler 1981] lze
dokazat, ze jestlize je k hlavni diagondle pozitivn¢ semidefinitni matice pfi¢teno libovolné
malé cislo, pak je vyslednd matice pozitivn€ definitni, tj. pro libovolny nenulovy vektor
budicich funkci x#0 plati ostrd nerovnost xT(rzATA+E)x>O. Protoze je symetricka
¢tvercovd matice (rZATA+E) pozitivné definitni, je také regularni a tedy existuje jeji
inverzni matice.

Nasobenim vektoru méfenych dat y zleva diagonalni matici C” se posouvé frekvence

sledované harmonické slozky signalu do nulové frekvence, tj. takto korigovany signal se stane
stejnosmérnou slozkou signalu. Plati

C'y=C"(Cx+n)=C"Cx+C"n=x+C"q. (15)

Nasobenim obou diagonalnich matic C” a C se kompenzuje velikost priibézné fize na
nulu. a vysledkem nasobeni je jednotkova matice. Vektor C"y je sloZen z vektoru komplexni

obalky signalu x a transformovaného zbytkového signalu. Filtr plni funkci dolnopropustné
filtrace ¢asového priib&hu obalky. Jeho frekvencni charakteristika zavisi na matici B. Ucinek
filtrace 1ze ovladat volbou velikosti vahového koeficientu.

3. Vold-Kalmaniv filtr pro extrahovani obecného poctu sloZek signalii

Obecny tvar datové rovnice pro vzorky s pofadim 7 a s po¢tem P sledovanych harmonickych
slozek s obalkou x,(n) je

P

y(n) =3 x,(n)exp(j©,(n)+ 7 (n). (16)

i=1
Tento vztah plati pro kazdy naméfeny a extrahovany vzorek signalu.
Soustava rovnic k FeSeni

Pro obecny pocet P extrahovanych slozek ma kriterium pro volbu velikosti vSech neznamych
vektord obecny tvar

P P P P
J:ZSkaKk+nTn:Zr2kaATAxk+(yT—ZkaCkHj[y—ZCkka. (17)
k=1 k=1 k=1 k=1

Podminka minima kritéria vyplyva z nulové derivace kriteria (17) podle kazdého vektoru
ze skupiny x!',i=1,...,P. Toto derivovéani se nazyvéa konjugované. Pravidla konjugovaného
derivovani podle vektorti 1ze nalézt napt. v ptiloze monografie [Haykin 1996]. Po substituci
B, =7’A"A +E plati

ox?

1

aJ H - H .
=Bx,+C/> C;x,-Cly=0, i=1..P. (18)
k=1

ki



Pfi upravé posledniho vyrazu bylo vyuZito vlastnosti prvka vektoru C,, které jsou rovny

exp(jO,(n)). Je ziejmé, 7e pak plati C'C, =E .

Matice soustavy rovnic (18) vcetné vektoru nezndmych veli¢in a vektoru pravé strany ma
nasledujici strukturu.

B, c'c, .. c'c, X, cly
s_lcic B, cfc,,’ ol X | b Clly 19)
cic, cic, .. B, X, Clly

Pasové matice B, sredlnymi prvky jsou symetrické a pozitivn€ definitni a protoze pro
komplexni diagondlni matice C;'C; plati C/'C, = (Cf Cl.)H , je matice B soustavy rovnic

(19) hermitovska. Struktura nenulovych prvki matice pro P =4 je znazornéna na obrazku 2.
Jednotlivé bloky jsou ¢tvercové matice o poctu fadka dosahujicich desitek tisic. Blokové
matice na hlavni diagondle jsou pasové matice s n¢kolika nenulovymi diagondlami (mezni
pocet n¢kolik desitek). Mimo hlavni diagonalu jsou blokové matice diagonalni.

Iteraéni FeSeni soustavy rovnic

Podle nazoru expertii v oblasti linearni algebry (prof. Dostal z VSB — TU Ostrava) je
nepraktické hledat explicitni vzorce pro vypocet soustavy rovnic se strukturou nazna¢enou na
obrazku 2, ale je vyhodngjsi fesit tuto soustavu rovnic iteracnim
postupem, ktery bude téZit z vlastnosti matice soustavy. Tento
postup pro Vold-Kalmaniv filtr dfive navrhli také Feldbauer, Ch.
& Holdrich, R. (viz seznam literatury). Iteratnich metod pro
feSené soustav linearnich rovnic je velmi mnoho. Monografie
popisujici iteracni feSeni soustav linedrnich rovnic (Saad: Iterative
Methods for Sparse Linear Systems) nebo dokumentace
k Matlabu oznacuji jako zvlast¢ vhodnou a navic oblibenou
metodu pro ftidké positivné definitni symetrické matice
(symmetric positive definite — SPD) matice tzv. Preconditioned
Conjugate Gradient (PCG) Algorithm.

Obriazek 2 Struktura
matice soustavy rovnic

Metoda PCG je kombinaci metody CG (Conjugate Gradient) a techniky pouZziti
predpodminkové matice (Preconditioner matrix). Metoda CG byla poprvé popsana autory
Hestenes, M.R. & Stiefel E. v roce 1952.

V MATLABu je obsazena metoda PCG, kterd ma rlizné varianty volani. Pro verzi, kdy je
zaddna predpodminkovd matice M nebo jeji rozklad M =M ,M, jsou varianta volani této
funkce nasledujici

x = pcg(A,b,TOL MAXIT,M) nebo x = pcg(A,b,TOL MAXIT,M1,M2)
resp. s poc¢atecnim odhadem x0
x = pcg(A,b,TOL MAXIT,M, x0) nebo x = pcg(A,b,TOL,MAXIT,M1,M2, x0),

kde TOL je tolerance feseni a MAXIT je maximalni pocet iteraci. Kromé vypoctu nezndmého
vektoru x Ize vypocitat také dalsi parametry

[x,FLAG,RELRES,ITER,RESVEC] = pcg(A,b,TOL,MAXIT,M1,M2,x0)



kde RELRES je relativni residuum NORM(b-A*x)/NORM(b), piicemz FLAG = 0, jestlize
RELRES je mensi nebo rovno nez TOL, déle je vracena hodnota skute¢ného poctu iteraci
ITER (ITER <= MAXIT) a vektor residualnich norem RESVEC véetné NORM(b-A*x0).

Za ptredpodmiklovou matici soustavy lze zvolit

B, 0 .. 0
0 B, .. 0

M= . (20)
0 0 .. B,

Vzhledem k tomu, Ze matice B je pasova a pétidiagondlni, bude feSeni pfedpodminkové
soustavy Mu =b snadné metodou Choleskyho rozkladu na horni a dolni trojuhelnikovou
matici. Vysledek vypoctu neznamého vektoru u predpodminkové soustavy rovnic je pouzit
pfi hledani aproximace feSeni metodou CG.

4. Priklad 1

Demonstracni projekt R-UMotor.pls, ktery je soucasti software PULSE, obsahuje méteni
vibraci a otacek béhem rozb&éhu motoru s pribé¢hem zndzornénym na obrazku 3.

Time History : Interpolated RPM : RPM

7000 . . : 4(;I'ime History : Vibration - Input : Vibration
6000 - 30 A
20 -
5000 A o]
4000 - N0
E E -10 -
3000 A 20
2000 - -30 -
: : ; -40 4

1000 1 : : : -50
o ; ; } 0 5 10 15
o} 5 10 15

Time [s]
Obrazek 3 Casovy priibéh otacek a vibraci p¥i rozb&hu motoru

Cilem fadové analyzy bylo urc¢it amplitudu harmonickych slozek, které jsou zvolenym
nasobkem (1, 3, 9, 10) frekvence otacek motoru.

Pii fadové filtraci musi byt kolem sledované frekvence jesté urcité propustné pasmo, aby
byl zachycen fazovy a amplitudovy modula¢ni signal, ktery je obsaZen v postrannich pasmech
slozky. V daném piiklad€ byla Sitka propustného pasma kolem zakladni harmonické slozky

100krat decimovana (vykresluje se jen kazdy sty vzorek).

Rizeni §iiky propustného pasma Vold-Kalmanova filtru nebylo v tomto kratkém piispévku
popisovano, 1 kdyz je jiz v Matlabu vypracovan ptislusny program. Na obrazku 4 je vysledek
vypoctu Vold-Kalmanovy filtrace v prostfedi Matlab.
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Obrazek 4 Vysledek vypo¢tu Vold-Kalmanovy filtrace v Matlabu
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5. Priklad 2

Druhy pfiklad je uméle vytvoren. Jedna
se o soucet dvou signali X1 a X2. Prvni
signal je harmonicky s konstantni
frekvenci 150 Hz. Frekvence druhého
signalu se zvétSuje linedrn¢ s Casem
z hodnoty 100 Hz na hodnotu 200 Hz.
Amplituda obou dil¢ich slozek signalu je
jednotkova a doba trvani je 1 s.
Vysledny soucet obou dilCich signali
obsahuje 100 vzork. Casovy priib&h
signadlu je vhorni c¢asti obrazku 5.
V dolni ¢asti tohoto obrazku je Casovy
prabéh frekvenci obou dil¢ich slozek
signalu. Uprostfed zaznamu se ob¢ dil¢i
frekvence shoduji. Tento jev se nazyva
kiizeni tadi (order crossing). Obéalka
obou dil¢ich slozek signalu je rovna
jednotce.

Postupné extrahovani slozek signalu
opakovanym vypoctem podle vzorce
(14). Vysledek vypoctu je znazornén na
obrazku 6. V okoli kfiZzovani fadud, tj.
casu 0,5 s je obalka obou dil¢ich signalu
zkreslena zakmitem.

f [Hz]

200
180
160 |

140 F
120

100

0z 04 06 0.8
t[s]

Obrazek 5 Vstupni signal pro vypocet




extracted enwelope of signal (freq from 100 Hz/ampl 1)

1.6

Obrazek 6 Vysledek postupného vypoctu obalek dil¢ich slozek signalu z obrazku 5

Extrahovani obou slozek signalu soubézné znamena fesit soustavu 2000 rovnic s matici
soustavy, kterd jiz oproti postupné extrakci dil¢ich slozek signdlu neni pasova. Pouzitim
postupu vypoctu metodou PCG Ize ziskat vysledky zndzornéné na obrazku 7. Vlevo na tomto
obrazku jsou obalky obou dil¢ich slozek signalti a vpravo je znazornéno postupné klesani
rezidualni chyby vypoctu v zavislosti na potadi iterace. Podle obélky je zfejmé, ze chyba
rozkladu je mensi nez 2 % na okrajich zdznamu, zatimco uprostied je chyba daleko mensi.
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Obrazek 7 Vysledek soubéZného vypoctu obalek dil¢ich sloZek signalu z obrazku 5

6. Zavér

Vold-Kalmanova filtrace je novy ndastroj pro fadovou filtraci signalti z to¢ivych stroji, u
kterych je soucasti zaznamu také signal otadek. Uloha filtrace vede na feseni rozsahlych
soustav rovnic obsahujicich az statisice nezndmych. Matlab s moznosti pamét'oveé Setrného
ukladani tidkych (sparse) matic je velmi vhodnym prosttedkem pro zpracovani zminénych
signalii nebo ke studiu vlastnosti popsaného algoritmu.
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