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Summary: Satistical Energy Analysis (SEA) is suitable method for analysis of
sound and vibration in high-frequency range, but to build a reliable SEA model is
necessary correctly determine individual SEA parameters. Especially for
subsystems with complex geometry and material may be desirable to use
experimental or numerical methods to identify their parameters. In this paper
dual modal formulation and Final Element Method (FEM) modal information are
used for evaluation of coupling loss factor (CLF). It allows CLF to be determined
only from the knowledge of modes of the uncoupled systems. Methodology is
illustrated on examples of two connected beams and plates and compared with
analytical travelling wave solution. Furthermore are presented statistical and
sensitivity analysis of this approach based on Monte Carlo method.

1. Uvod

Pii vypoctovém modelovani vibroakustickych systému ve vysokofrekvenéni oblasti
charakterizované vysokou modalni hustotou, se jako ucinné ukazalo pouziti statistické
energetické analyzy (SEA). Pri pouziti této metody je treba do vypoctového modelu zadat
parametry jednotlivych subsystémi a vazeb mezi nimi. Jsou to faktory ztrat vazeb (FZV),
faktory tlumeni (FT) a modalni hustoty. Predevsim pro tvarové a materialove
komplikovangjsi subsystémy a vazby nevystacime pouze s analytickymi vztahy a je tieba tyto
parametry stanovit pomoci numerickych metod nebo s vyuzitim experimentu.

V prispévku je analyzovan postup pii stanoveni faktora ztrat vazeb (FZV) u modelt SEA
pomoci tzv. dualni modalni formulace a modalni analyzy uzitim metody konec¢nych prvka
(MKP). Tento postup umoznuje stanovit FZV pouze na zakladé provedeni modalni analyzy
rozpojenych subsystému. Postup je ilustrovan na prikladech spojeni dvou tyci a dvou desek a
srovnan sanaytickym feSenim. Dale je v piispévku prezentovana statisticka a citlivostni
analyza tohoto postupu zalozena na metodé Monte Carlo.

2. Dualni modalni formulace (DMF)
Rozdélime-li dva mechanické subsystémy spojené pevné na Sgj, Viz obr. 18), na dva

samostatné subsystémy, viz obr. 1b) a pro subsystém 1 predepiseme na Slspoj posuvy W° a
pro subsyst¢ém 2 na stpoj sily F°, je dynamika subsystému 1 v souradném systému
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Xi, (i=1,2,3) popsana nasledujicimi vztahy (Maxit & Guyader 2001a):

@ Pohybova rovnice

W _ s

r =g
1 ﬂt2 i

pro V!

kde p1 je hustota subsystému, W;* je posuv v i-tém sméru a s j ; jetenzor napeti

1
3 vazha

Subsystém 1

() (c)

Obr. 1 @) Dva spojené mechanické subsystémy b) Myslené rozdéleni subsystému
c¢) Okragjové podminky rozdélenych subsystémua pro modalni analyzu

@ Konstitutivni rovnice (pro Hookovsky material)
1 - 1 1 1) _-cl 1 1
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kde e jetenzor pretvoreni a S, je tenzor materialovych parametri
@ Okrgjové podminky

s;n =0 naSy,

Vvil =0 na S%azba

W!=W° naS,

kde nl,- je normalak vnéjsimu povrchu subsystému
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Analogické vztahy plati pro subsystém 2. Reseni vztaht (1-3) mizeme nahradit hledanim

takovych W' as ! i » které minimalizuji Reissnerdv funkcional Y & (Maxit & Guyader 2001a)

4 é l
Y;(vvil,s;)—(‘} 0e1 lgﬂzw S+ W+ sjklsmudv OW's ,Jn}dsydt 4)
tof vt 82 ’ 2 a Sy b

Obdobng pro subsystém 2 hledame W? as 2 i » které minimalizuji Reissnerav funkcional 'Y 2.

Vyjadiime-li hledané posuvy a napéti ve formé modalni superpozice

WML =& & (OWR (M), si(M,t)=4 b ()i (M)
n:l m:l (5)
WM. =8 2 (W (M), sF(M.0) =8B ()3 (M)

kde a',a',b’,b? jsou modalni amplitudy, W" W? vlastni tvary kmitd pro posuvy a

1 Mmo

im §/nzs jsou vlastni tvary kmita pro napéti. Mody subsystémt musi voleny tak, aby stanoveni

I] 4

modalnich amplitud a tvara kmita pro napéti subsystému 1 umozinovalo stanoveni silového
buzeni subsystému 2 a stanoveni modalnich amplitud a tvari kmiti pro posuvy subsystému 2
umoznovalo stanoveni buzeni posuvy subsystému 1. Tomu odpovida piedepsani okrajové
podminky vetknuti na Sgy; pro subsystém 1 a volného okraje na Sy pro subsystém 2, viz
obr. 1c).

Dosadime-li vztah (5) do variacniho principu (4) a pouzijeme-li substituci
b, (t) =¢,(t), dostaneme po wpravach vztah pro odezvu dynamického systému na vngjsi

buzeni vyjadieny na zakladé modalnich amplitud rozpojenych subsystémi. Pro mod p
subsystému 1 amod g subsystému 2 ma tento vztah tvar

& (1) + DL (1) + (wi) b (1)-

e
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i) g i)
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kdeje g;. vazbovy soucinitel mezi mody p aq

L QW iPnids (7)

g12 =
T W) MMl s

Integral ve vztahu (7) predstavuje fyzikalné modalni praci mezi ,,blokovanym™ p modem
subsystému 1 a,,volnym* g modem subsystému 2.

W2 = W iPnidsS (8)
Sgo

3. Tok vykonu mezi dvéma spojenymi subsystémy

Vzajemna interakce mezi dvéma mechanickymi subsystémy mize byt popsana pomoci
vzajemné interakce mezi dvéma mnozinami rezonancnich moda téchto subsystému
v uvazovaném frekvencnim pasmu, viz obr. 2. Kazdy mod jednoho subsystému je spojen
pomoci gyroskopickych ¢lent se vsemi mody druhého subsystému a nema zadnou piimou
vazbu s ostatnimi mody uvniti stejného subsystému. Za pouziti dualni modalni formulace, viz
kapitola 2., je vazba modu p subsystému 1 s modem g subsystému 2 definovana rovnicemi

12 42 (t) — Llpq

2 M 2
s (1) + D58, (1) +(wy ) e (1) =m0l (1) =——
% MOR I vty

(9)

M! (W1)2 L
242 2\2 2 p\"p) 1241 _
8 (1) + D7 () + (w2 &2 (0)- [ gz ()= 2
q q
kde c!,D:, M, w' a ¢, D?,MZ,w? jsou poporadé modalni amplitudy, modalni sitky pasma
P p P P q q q q
polovi¢niho vykonu (tlumeni), zobecnéné hmotnosti a vlastni frekvence modu p subsystému 1
y

a modu g subsystému 2. Cleny L, @L,,,0bsahuji zobecneéne sily a sily od interakce

sostatnimi mody. g je modalni gyroskopicky vazbovy souginitel mezi mody p a g.
Za predpokladu, ze budici sily maji konstantni vykonovou spektralni hustotu (bily sum),

jsou stacionarni a vzajemné nekorelované, je ¢asoveé pramerovany tok vykonu z modu p do
modu g umérny rozdilu ¢asové pramérovanych modalnich energii téchto modtu (Lyon &
DeJong 1995)
12 |12 1 2
qu_bpq(Ep' Eq) (10)
kde E; aE; jsou modalni energie modii paga b,; je mezimodalni vazbovy souginitel dany

vyrazem
e (05)

"o ) 0w o ) <

o (w?)"+ 2w )

q

(11)
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Tok vykonu mezi dvéma subsystémy je pak dan souctem tokli  subsystém 1 Subsystérm 2
vykont mezi jednotlivymi mody

Nl NZ Nl NZ
P.,=aaP?=3 abZ(E:- E2) (12)

p=1 g=1 p=1 q=1

=

Faktor ztraty vazby (FZV) pouzivany v modelech SEA je potom
dan vztahem (Maxit & Guyader 2001a)
o o2
a a by
h,=f229% (13)
Nw, Obr. 2 Dva spojené subsystémy

M) modd My modd

kde w¢ uhlova frekvence ve stiedu uvazovaného frekvenéniho pasma

4. Stanoveni faktora ztrat vazeb (FZV)

Kombinaci rovnic (11), (13), (7) a (8) muzeme vyjadiit faktor ztraty vazby mezi
subsystémy 1 a 2 pomoci parametra ziskanych modalni analyzou rozpojenych subsystémi
s vhodnymi okrgjovymi podminkami (Maxit & Guyader 2001a)

e au
o L Ay ) ¢ 0, ()" +0: (o <
N o MM () - (o) | (030 ) 05 () )

8 P P qg P q P q p\"'q a\"r) |

Pii  pouziti metody konecnych prvka (MKP) jsou pohybové rovnice jednotlivych
subsystému diskretizovany. Pro kazdy uzel sit¢ i jsou primarni veliciny tii posuvy
u.,k=2123 atii natoteni u,,k=4,56; a dudlnimi velicinami tii sily f',k=123 a tii
momenty f',k=4,56. V ptipadé, e pro rozpojeny subsystém 1 uvazujeme na Sy
okrajovou podminku vetknuti, je subsystém 1 popsan silami ",k =1,K,6 v uzlech sit& které
jsou ve vazbé se subsystémem 2. Subsystém 2, pro ktery uvazujeme na Sgo OKrajovou
podminku volny konec, je pak popsin posuvy u?,k =1,K,6 v uzlech sité které jsou ve
vazb¢ se subsysttmem 1. Na zakladé fyzikalni interpretace pro modalni praci mezi
,,blokovanym® p modem subsystému 1 a,,volnym‘ g modem subsystému 2 mizeme psat

6 . -
We= a a fug (15)
i)

FZV |ze nasledn¢é vypocitat pomoci vztahu (14). FZV tak miazeme uréit i pro tvarové a
materialové komplikované subsystémy provedenim modalni analyzy rozpojenych subsystémia
metodou konecnych prvki sodpovidgicimi okrgjovymi podminkami. Pro jednotlivé
subsystémy musime vypocitat vlastni uhlové frekvence, zobecnéné hmotnosti a vlastni tvary
kmita (sily respektive posuvy) v uzlech sité které jsou ve vazbé mezi subsystémy.
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5. Uréeni FZV mezi dvéma spojenymi tyéemi

Uvedeny postup byl aplikovan negjdiive pro uréeni FZV mezi ohybovymi subsystémy dvou
hlinikovych ty¢i obdélnikového praifezu pevné spojenych svymi konci a prosté podepienych
na svych okrajich, viz obr 3a). Ty¢ 1 ma rozmery 0.001x0.01x1.5 m a ty¢ 2 0.004x0.01x2.5
m. Pouzité materialové charakteristiky: modul pruznosti v tahu E = 7.10° MPa, Poissonova

konstanta m= 0.3, hustotar = 2700
kg.m?®, faktor tlumeni n = 0.01.
Okrgjové podminky rozpojenych J

tyéi pro modalni anayzu jsou @ ; f—= |

znazornény na obr 3b). Pro tento AN
piipad je pro ty¢ 1 jedinou
nenulovou silovou slozkou ve

vztahu pro modalni praci (15)
moment okolo osy z M P aprotye 2

je jedinou nenulovou slozkou ~ ©Obr. 38 Dvé tyce pevné spojené najednom konci

natoceni okolo osy z d*. Pro
modalni praci mezi modem p tyce 1
amodem g ty¢e 2 miazeme tedy na zaklad¢ vztahu (15) psat

Wiz = M2 (L) (L)

b) Rozpojené tyce s okrajovymi podminkami pro
modalni analyzu

(16)

Pti pouziti Euler-Bernoulliho teorie mizeme potiebné modalni parametry urcit analyticky.
Pro vlastni Ghlové frekvence w;, zobecnéné hmotnosti M a vlastni tvary kmitii pro napeti

s I jednotlivych modi p tyce 1 plati (Maxit & Guyader 2001b)

wi= [5 (k) kde K/tan(KiL,) =tanh(KAL,)

" NrS
Mp=r.SL

s (x):(kl)2 Elll[cosh(kl (L, - x)) +cos(k; (L, - x))

cosh(k1 ) cos(k1 )

S (sinh (K (L, - X)) +sin(k} (L, - X)))]

smh(kl ) sm(kl )

(17)

A pro vlastni ahlové frekvence w;, zobecngné hmotnosti M a vlastni tvary kmitd pro

posuvy W, jednotlivych modi g tyce 2 plati
El 2 ap
w; = |22 (ki) kde k?=
q r ZSZ ( Q) L2

M2:r2%|‘2
q

Wyzq(x)=sin(k§(x- LZ))

(18)
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kde Ea la pa Sa jSOU modul pruznosti v tahu, moment setrvacnosti, hustota a plocha praiezu
tyce a=1,2. Na zaklade¢ téchto vztahi mizeme modalni praci vyjadiit ve tvaru

W2 =2(k)" E k2 (19)

FZV potom muzeme urcit dosazenim (19) do (14 ). Uvedeny postup byl naprogramovan
v MATLABuU. Vypoctené faktory ztrat vazeb mezi ohybovymi mody ty¢e 1 a ohybovymi
mody tyce 2 v 1/3 oktavovych pasmech ve rozsahu 500-12500 Hz jsou zobrazeny na obr. 4.
Pro srovnani jsou na obr 4 vyneseny také FZV vypocétené analyticky (Craik 1996)

Ci
hi' = 9 ti'
J 4p ﬂ—| ]

(20)

kde cgi je grupova rychlost vin i-t¢ho subsystému, L; délkai-tého subsystému, S plochai-tého
subsystému a tj; je prenosovy soucinitel (pro pomer tloust'ek tyci ho/hy = 4 plati tj; = 0.0589
(Craik 1996)) .

81 | | 100
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Analyticky vztah (20) |
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S 76 &&@\ 4 \ / N4
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g 75 s °1Y
R 74 M g 10
w w
73 X Zz —o—DMF n
72 S 1
4 Analyticy vztah (21)
71 55
70 50 |
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Obr 4. Faktor ztraty vazby v 1/3 oktavovych  Obr 5. Faktor ztraty vazby v 1/3 oktavovych
pasmech mezi ohybovym subsystémemtycel pasmech mezi ohybovym subsystémem desky
a ohybovym subsystémem tyce 2 1 a ohybovym subsystémem desky 2

Zvydedka na obr. 4 je vidét, ze FZV vypoétené pomoci dualni modalni formulace
odpovidaji pomérné dobie analytickym hodnotam, coz prokazuje funkénost této metody.
Hlavni vyhodou tohoto postupu je, ze umoznuje stanovit FZV pouze na zakladé modalni
analyzy oddélenych subsystému s odpovidajicimi okrgjovymi podminkami. Nevyzaduje, jako
u obvykle pouzivané metody pro urceni FZV -numerické simulace metody PIM na MKP
modelu, feseni pohybovych rovnic, coz vyrazné snizuje vypocetni naroky. Protoze modalni
analyza jednotlivych subsystémi je provadéna oddélené, dovoluje dany postup zohlednit
rozdilné faktory tlumeni subsystémii. To byva problém u numerické simulace metody PIM na
MKP modelu, protoze programové systémy obvykle umoznuji predepsat tlumeni pouze pro
cely model.

Na obr. 6 jsou zobrazeny vypoctené mezimodalni vazbové soucinitele mezi mody p tyce 1
a mody ¢ ty¢e 2 v 1/3 oktavovém pasmu 5000 Hz. FZV jsou uréeny jako suma téchto
soucinitelu viz vztah (14). Jak je vidét mezimodalni vazbové soucinitele se lisi pro jednotlivé
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pary moda. A v pripadé ty¢i jsou nejvyssi, jestlize jsou si blizké vlastni ahlové frekvence
modu p amodu g w; »w;.

Obr 6. Mezimodalni vazbové soucinitele Obr 7. Mezimodalni vazbové souginitele
mezi mody p ty¢e 1 amody q tyce 2 mezi mody p desky 1 amody ¢ desky 2
v 1/3 oktavovem pasmu 5000 Hz v 1/3 oktavovém pasmu 5000 Hz

6. Uréeni FZV mezi dvéma deskami spojenymi do L
Dale byla DMF pouzita pro urceni FZV mezi ohybovymi subsystémy dvou ocelovych
desek spojenych do L (Svancara 2003b). Deska 1 ma rozméry 0.25x0.4x0.003 m a deska 2
0.35x0.4x0.012 m. Pouzité materialové charakteristiky: modul pruznosti v tahu E = 2.10°
MPa, Poissonova konstanta m = 0.3, hustota r = 7800 kg.m®, faktor tlumeni n = 0.02.
Modalni analyza rozpojenych desek byla provedena v programovém systému ANSYS a
vysledky nasledné zpracovany v MATLABuU. Byl pouzit skorepinovy prvek SHELL 63. U
desky 1 bylo predepsano vetknuti v mist¢ spoje sdeskou 2 a ostatni okraje byly prosté
podepieny. U desky 2 byly vsechny okraje prost¢ podepreny. Modalni analyza byla
provadéna ve frekvencnim rozsahu 900 az 7100 Hz. Pri nizsich frekvencich meély desky
vzhledem ke svym relativné malym rozméram nizkou modalni hustotu a coz predstavuje limit
pro pouziti metody SEA. Velikost prvku byla volena s ohledem na frekvencni rozsah feseni
0.007 m. Zobecnéna hmotnost byla normalizovana Faktory ztrat vazeb v 1/3 oktavovych
pasmech mezi ohybovym subsystémem deskyl a ohybovym subsyst¢émem desky 2 desek
vypoctené pomoci DMF jsou zobrazeny na obr. 5. Pro srovnani jsou naobr 5 vyneseny také
FZV vypoétené analyticky podle vztahu (Craik 1996)
C4l

T 2piis
kde cgi je grupova rychlost vin i-tého subsystému, L délka vazby, S plocha i-t¢ho subsystému
atj je prenosovy soucinitel. Je-li pravdépodobnost dopadu vin na vazbu ze vsech sméri
stejna (difuzni pole) apomér tloustky desek ho/h; = 4, pak plati tj; = 0.0224 (Craik 1996).

Z vysledku je vidét, ze FZV vypoctené pomoci dualni modalni formulace opét odpovidaji
pomerné dobie anaytickym hodnotam. Priklad vypoctenych mezimodalnich vazbovych
soucinitelt mezi mody p desky 1 a mody g desky 2 v 1/3 oktavovém pasmu 5000 Hz je
zobrazen na obr. 7. V tomto piipadé nerozhoduje o velikosti téchto soucinitelt pouze blizkost
vlastnich frekvenci, jako v ptipadé spojenych tyci, ale také prostorové rozlozeni vlastnich
tvard kmitu.

t, (21)

]
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7. Statisticka a citlivostni analyza

Pro statistickou a citlivostni analyzu vypocétenych FZV mezi ohybovymi subsystémy desek
z piedchozi kapitoly byla pouzita metoda Monte Carlo, ktera je implementovana
v programovém systému ANSYS. Modalni analyza jednotlivych desek byla opakovana
mnohokrat pro rizné hodnoty parametra MKP
modelu. Byly meénény délky stran desek a nsar
tloustka desek. Pro vytvoreni statistického o
souboru byla zvolena metoda Latin hypercube
sampling spoctem vzorka 100. U vsech ’
parametri  bylo predpokladano  normalni
rozdéleni se stredni hodnotou odpovidajici
nominalni hodnoté a smérodatnou odchylkou o
velikosti 5% nominalni  hodnoty. Na
vypoéteném souboru faktora ztrat vazeb byla

Horrot Probutsity Pl

Priwmepiadobieat
= = ]
iy [ e

nejdiive na hlading vyznamnosti 5% testovana e

hypotéza, ze maji lognormalni rozdéleni. Byla - +
k tomu pouzit Lillieforsiv test v MATLABuU. R

Test prokazal, ze FZV maji lognormalni Obr. 9 Empirické distribucni funkce
rozdéleni. Prabéh empirickych distribu¢nich vypoctenych FZV

funkci vypoctenych FZV  mezi  ohybovy
subsystémem desky 1 a ohybovym subsystémem desky 2 je zobrazen na obr. 9. Nasledné byly
pro zjisténé lognormalni rozdéleni vypocteny stiedni hodnoty a smérodatné odchylky pro
konfidenc¢ni interval 95%, viz obr. 10. Ziskané statistické parametry FZV mohou byt nasledné
pouzity v SEA modeu, pro
uréeni rozptylu pocitanych hladin 105
vibraci a akustického tlaku.

Ze ziskaného statistického
souboru umoziuje ANSYS také P ARy ETRY oave TS ET

95

vypodist dtatistickou citlivost ¥ ; ‘ K
, P s \ ) @ 31 T B RN s
vystupnich velicin (v nasem = 75 S
piipadé vlastni frekvence a sily ;5 o
respektive posuvy v uzlech sitg) = ——e— Stredni hodnota
na vstupnich vdic¢inach N 55 —6— Stfedni hodnota + smér. odchylka
(parametry MKP mode U). Pro —e—itredn.l h(?dnota - smér. odchylka
L - , . nalyticky vztah (21)
Vypocet citlivosti byly meneny 45 Jednotlive realizace M

délky stran desek, tloustka desek, |
modul pruznost v tahu, souginitel 3 | | | |
pﬁéné kontrakce a  hustota 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Na obr. 11 je znazornén Obr. 10 Faktor ztraty vazby mezi ohybovym

priklad vypoctenych statistickych bSvSta deskv 1 8. 0hvbovs byt
citlivosti 60-t¢ vlastni frekvence subsystemem y de?sl?vé Ovym subsystemem

desky 1 na jednotlivé vstupni

parametry pii hladiné vyznamnosti 2.5%. Z vysledki je vidét, ze 60-ta vlastni frekvence
desky 1 je ngjvice citliva na zménu tloustky desky a dale je pak citliva na zménu rozméra
desky, zménu hustoty a zménu modulu pruznosti v tahu. Na zménu soucinitele pricné
kontrakce neni tato vlastni frekvence prilis citliva.

Frekvence [Hz]
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8. Zavér

V piispévku byl popsan  postup  pii Rank-Order Sorrelation Sensitivities AN
stanoveni faktord ztrat vazeb u modeli SEA _
pomoci dualni modalni formulace. Hlavni : o e
vyhodou tohoto postupu je, ze umoznuje '

stanovit FZV pouze na zikladé modalni v
analyzy odd¢lenych subsystému - a0
sodpovidagjicimi  okrgjovymi  podminkami. _

Nevyzaduje, jako u numerické simulace ] I

metody PIM na MKP modelu (Svancara |

2003a) teseni pohybovych rovnic, coz vyrazné
snizuje vypocetni naroky. Pouziti MKP pro
stanoveni potrebnych modalnich parametra
umoznuje aplikaci uvedeného postupu i na

tvarové komplikovane subsystemy. Obr. 11 Vypoctené statistické 60-té vlastni
Tento postup byl aplikovan pro uréeni FZV  frekvence desky 1 najednotlivé parametry
mezi ohybovymi subsystémy dvou tyci MKP modelu

spojenych svymi konci a dvou ocelovych

desek spojenych do L. Srovnani vysledkid sFZV ziskanymi analyticky prokazalo funkénost
této metody. Tento postup umoznuje také staveni statistickych parametra FZV a urceni
statistickych citlivosti na jednotlivé konstrukéni a materialové parametry pomoci metody
Monte Carlo.

9. Podékovani

Tento prispévek vznikl za podpory vyzkumného zaméru MSM 262100001: Vypoctové a
fyzikalni modelovani problémi inzenyrské termofluidni mechaniky, mechaniky téles a
fazovych premen
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