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TRANSVERSALE IMPACT OF ELASTIC ROD ON THIN ELASTIC
ORTHOTROPIC RECTANGULAR PLATE II (FLUGGE’S AND
TIMOSHENKO-MINDLIN’S MODELS)

J. Volekl, J. Soukupz, J. Simsové’

Summary: In relation to previously published solution of non-stationary state of
stress in elastic plate excited by singular force [2] and the solution of
transversale impact an elastic thin rod on thin elastic isotropic and orthotropic
rectangular plate including rotary inertia [1], the solution of the analogous
problem, but this time including rotary inertia and shear stress is published here.

Ptedpoklady a metodika feSeni piicného razu pruzné tyce na obdélnikovou desku jsou ziejmé
z ptispévki [1], [2]. Vychozi podminkou je rovnost posuvii koncového bodu ty¢e — razniku
wi(t) a posuvu w(xg,vr,t) desky v misté razu, pii respektovani dotykové deformace Hertzovym
vztahem wy.
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Obr. 1 Schéma vysetfovaného modelu
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Posuv koncového bodu tyCe wy(z) je dan superpozici posuvu tuhého a deformovatelného télesa

w, (1) =y (1) = w(Ly,1)
kde
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w(Ly,t) = L'I[F(r)(t —-7)drt +iiij‘F(7)sina)j(t -7)dr
my % m 0

2 j=1 %

kde funkce popisujici volny pad tyce
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w(t) = vt +

Dotykova deformace podle Hertzova vzorce pro kulovy vrchlik ty¢e a horni licni rovinu
desky

Wa = kd[F(T)]J

Podstatny vliv na feSeni procesu razu, napt. na hledany priubéh razové sily F(z), ma urceni
posuvu dotykového bodu w(xz,yrt) jako disledek celého vinového procesu pretvoreni desky.
Nejdiive byl feSen piicny rdz na desku elastickou izotropni pro model desky Kirchhoffiv —
mK, Rayleightiv — mR, Fliiggetv — mF a model Timoshenko-Mindliniv — mTM [1]. Déle byl
feSen pticny raz tyCe na desku elastickou ortotropni pro modely mK a mR [2].

Vypoctené casové pribéhy posuvu u, ale 1 rychlosti # pro tyto modely ortotropni desky pfti
impulsu ve tvaru Heavisideho skokové funkce vykazuji pro Casy vetsi nez 5 ps, resp. 10 ps
shodu s vysledky ziskanymi pomoci MKP [2], [3]. Lze pfedpokladat, ze pro model Fliiggetv
a model Timoshenko-Mindlintiv bude shoda jeste lepsi.

Pro vSechny typy modeli je mozno pohybové rovnice prvku zapsat jako funkce posuvu w ve
sméru z a natoceni @x a @y ve tvaru

o*w o, op
wr +K,Aw + K, + K, ﬁyy = K,.p(X, y,1)
o) ow ow 0’ ol O’p
LKt K, — K|tk 5K, 5 |, + Ky —==0 1
o 250 12750 22{ o o2 v o2 78 23 oy (1)

e, ow ow o’p, 0’ o’ |
—+K3IE+K3ZE+K32%+K33 1+K‘W§+ny§ ¢y =0

kde koeficienty xj; jsou funkcemi rychlosti Sifeni smykovych, respektive dilatacnich
elastickych vin v daném prostfedi [5]. Soustava rovnic (1) popisuje proces pietvareni pro
model mTM, model mF zanedbava setrvaéné momenty vlivem natoceni prvku
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Reseni soustavy je mozné hledat Fourierovou metodou ve tvaru

Wiy = 3 S W)X, (0.7, ()

m=1 n=1

0120 = 3 3D ().X,()Y.(7)

) @)
0,(2,0) = 33 D (0.X,(x),(7)

m=1 n=1

Funkce soufadnic Xj(x) a Yi(y) musi vyhovovat okrajovym podminkam desky. Dale je
uvazovana deska po obvodé prosté ulozena. Témto podminkdm vyhovuje soustava funkci

Xy(x)=sinox Y,(v)=sinfx q=""
a
Xi(x)=cosax Y(y)=sinfx B = mTﬁ 3)
Xy(x)=sinox

Y,(y)=cos fx

Po dosazeni téchto funkci do rovnic (2) a pak do soustavy rovnic (1) po provedeni skalarniho
soucinu, vzhledem k ortogonalnosti funkci soutadnic, se ziskaji rovnice [5].
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Pro model Fliiggetiv o _ OO
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o*w(t
# + anW(t) + alZCDx(t) + a13(1)y(t) - kFF(t)
ayW(t) + a,® (1) + a,, @ (1) = 0

(4)
ayW(t) + a,®@,.(¢) + a33®y(t) =0

kde koeficient [2]
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Z druhé¢ a tfeti rovnice [5]



DO (1) =b,W(1) @ (1) =bW(1) (4a)

Po dosazeni vztahti (4a) do prvni rovnice (4)

d*W(7)
dt*

+ oW (t) = k,.F(2) kde w; = a,, + a,,b, + a;b,

Reseni této rovnice je funkce
k t
W(t) = —FjF(r).sin w,(t - 7)dt
Wr 5
a podle (4a)

D (1) = jF(r) sinw, (1 —7)dr D, (1) = j F(r).sinw,(t - 7)dr

wF a)F

Pomoci téchto vztahli se upravi rovnice (2)

w(x, y,t) = ZZ—sm oo sin ,HyJ‘ F(r)sinw,(t—7)dr

m=1 n=1 F

. (x,y,t) = zz ke by CcoS ax. smﬂy.[F(r) sin w, (t — 7)dr (5

m=1 n=1 F

o, (x, y,t)—zz k- 1sma)c cosﬂy_[F(r) sin w, (t — 7)dr

m=1 n=1 F

Parametr kr zavisi na konkrétnim ptipadé pusobeni sily F(z) na horni licni ploSe desky.
V ptipadé€, Ze vnéjsi zatizeni psobi ve tvaru rotacniho paraboloidu s polomérem c - [2],

16 . . I (7€) ) nrY (mrz)
= —————sinax,.sin =tz kde =|—| +|—
ab.p.hc’ poSin 2 P a b

mn

a posuv desky w v misté razu

16 J,(7,.,€)
WX, Vp,t) = ———— m” sin® ax,..sin F(r)sinw,(t —7)dr
(Xp> Vi) a.b.cz.ph;; o . ﬂij (7) sin @, (1 - 7)

Podobnym postupem se pomoci vztahti (2) a (3) upravi pohybové rovnice (1) pro mTM do
tvaru



kde yit) = W), @D(t), D). Aplikaci Laplaceovy transformace dostaneme soustavu
algebraickych rovnic pro mTM ve tvaru

(Ep” + K)7,(p) = k. F(p) pro i=1,2,3 (7)

kde 7.(p) a F,(p) jsou obrazy funkci yi(2) a Fy(t). ReSenim soustavy rovnic (7) Cramerovym

pravidlem
7 = D.(p) & = D.(p) & = D,(P)
W(p) =kF(p)—"~ Q(p)=kF(p)—>=  O,(p)=kF(p)——— (8)
" D(p) " D(p) ’ " D(p)
kde determinant soustavy (7) je mozno vyjadiit polynomem
_ 2(3-i
D(p) = ZA2(3—i)-p . ©)
i=0
kde koeficienty A4, jsou dany vztahy
3 3.1a.. ,
4, =1 4,=>a, A=>1" 7 4, = detK
i=1 li,j;l aji g
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Podobn¢ lze vyjadrit i doplitkky determinantti rozSifené soustavy. Polynom odpovidajici
determinantu (9) je mozno vyjadfit vztahem

3
A2(3—i)p2(3_l) = H(Pz + a)iz) (10)

3
i=0 i=l1
kde @’ jsou nulové body frekvenéni rovnice [5]
o' — A0+ 40’ — 4, =0 (10a)

Poméry determinantti v soustave (8) jsou ryze racionalni lomené funkce. Lze je vyjadrit jako
soucet tii parcidlnich zlomkii pomoci metody neurcitych koeficienti [5]. Tim je mozno
obrazy funkci (8) vyjadrit vztahy
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Zpétnou transformaci dostaneme vztahy

3 t

W(t) =k Z J.F(r).sina)j(t—r)dr

D (¢) = kFiﬂjF(r) sinw,(t —7)dt
J=1 w] 0
C; |
O (1) = szw—IF(r) sinw,(t —7)dt

Dosazenim téchto vztahli do rovnice (2) se ziska feSeni soustavy (1) pro model mTM

w(x, y,t) = i i k, sin czx.sin ,Byi: 4 [F@).sine,(t - 1)dr
0

m=1 n=1 j=1 O;

o.(x,y,t) = ZZk COS ax. s1nﬂyz .[F(r) sinw,(t —7)dt

m=1 n=1 j=1 10

@, (x,y,1) = ZZk sin ax. cosﬂyz J.F(r) sinw,(t —7)dr

m=1 n=1 /1

Posuv w desky v misté razu pro mTM

16 &G JL(,c
W(Xn, Ve,t) = 2 '”” sm ox,..sin F(r sma) t—r1)dr
(epo ) = 27720 D3 e sind . ﬂyFZ j (7)sin o, (t = 7)

uréenim posuvu w = w(xpyrt) se z vychozi podminky rovnosti posuvll obou téles v misté
razu

Wa(t) = wi(t) - w(xpyr1)

ziské integralni rovnice pro urceni razové sily

kJFOF =¥@) - j F(r).K(t—7)dr pro K(t) = w(Ly;1) + w(xp, vy, 1)
0
Numericka feSeni integralni rovnice [2] umozni vypocet slozek posuvi, rychlosti a napéti.
Napt.: Slozky posuvi [5]

ve smeru x ve sméru y

U =-z.¢ V=,



Slozky napéti [5]

- 0 - z.E 0
o = zE. (0o, . 99, o - z.E, ?, o o9,
1=, \ Ox oy 1= g0, \ Oy T ox

Slozky smykovych napéti [5]

0
v, =-z.G, 2, + Py
! "oy ox

2
r_ = 3(1 - %j G .h.k(a—w - (pxj
2 h ox

2
rzzi(l—g] Gk 2
V: 2 h V: ay y

Uvedenym postupem je mozno urcit vSechny veli¢iny popisujici proces pietvoreni desky pfi
pri¢ném razu.
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