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Summary: A simplified mathematical model of the micro-cracking of the par-
ticle reinforced composites is investigated. The micro-cracking is represented
by an array of the collinear slightly curved micro-cracks situated between ne-
wghbouring circular inclusions which exhibit different elastic properties then
matrix. The model of the array of slightly curved micro-cracks is based on the
already known solution to the interaction of the straight path micro-cracks and
inclusions. The problem is solved using the technique of distributed dislocati-
ons and Bueckner principle. The Galerkin method and Muschelischvili complex
potentials are applied to develop fundamental solution for a single dislocation
situated in a general point between inclusions.

1. Uvod

Kompozitni materialy tvorené kiehkou matrici se vyznacuji vysokou pevnosti, ale i kireh-
kosti, a pro jejich matrici je typicka pritomnost vysoké koncentrace mikrotrhlin. Mikro-
Tvorba mikrotrhlin probiha az do vycerpani nuklea¢nich mist a jejich rtst je zpravidla
blokovan prekazkami typu hranice zrn matrice nebo sekundarnich ¢astic. Shluk mikrotrh-
lin se postupné stava stabilni, ale jen do okamziku dosazeni kritického napéti, pii kterém
dochazi k rychlé vzajemné koalescenci mikrotrhlin. Koalescence neprobiha primou sraz-
kou ¢el mikrotrhlin, ale jejich vzajemnym obchazenim, viz Melin (1983). Zajimava situace
nastava v pripadé, kdyz se mezi mikrotrhlinami nachazi kovova castice, ktera je elasticky
mekei nez keramickd matrice. V pozitivnim ptipadé mize prevladnout pritazliva interakce
mezi ¢astici a mikrotrhlinami. Cela mikrotrhlin proniknou pies rozhrani ¢astice/matrice
a k jejich koalescenci vzajemnym obchazenim dojde az uvnitt c¢astice. Timto se odstrani
geometrické stisnéni Castice a vznikne plasticky mustek. V negativnim pripadé mtze nad
pritazlivou interakci mikrotrhliny a castice prevladnout vzajemné interakce mikrotrhlin.
Jejim vlivem mohou cela mikrotrhlin ¢astici obejit, ¢imz dojde k vylouceni c¢astice z lo-
mového procesu a vliv ¢astic na lomovou houzevnatost kompozitu bude nevyznamny. Je
ziejmé, ze k bliz§imu pochopeni lomovych problémi v ¢asticovych kompozitech je nutné
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Obrazek 1. Nekone¢na fada kolinedrnich mikrotrhlin a kruhovych ¢astic.

zabyvat se mechanikou shluki mikrotrhlin interagujicich s ¢asticemi druhé faze za pomoci
vhodné zjednoduseného matematického modelu.

Studovany problém bude uvazovan jako rovinna tiloha pruznosti a navaze na prispévek
Profant & Kotoul (2003), kde bylo popsano fundamentélni feseni pro jednotlivé dislokace
lezici mezi kruhovymi casticemi. Byla také sestavena integralni rovnice pro pfipad fady
primych kolinearnich mikrotrhlin, jejiz feseni bude dale popsano a zobecnéno na pripad
interakce fady mirné ohnutych mikrotrhlin a fady kruhovych ¢astic.

2. Rada piimych mikrotrhlin

Necht rovina xOy predstavuje isotropni, linedrné elastickou matrici kompozitu obsahujici
sit mikrotrhlin modelovanou nekone¢nou periodickou fadou piimych kolinedrnich mikro-
trhlin stejné délky 2a, pricemz mikrotrhliny jsou vzdjemné oddéleny kruhovymi ¢asticemi
o poloméru R se stfedy vzdalenymi od sebe o d, viz obrazek 1. Tato tloha vede na Te-
Seni singularni integralni rovnice, viz Profant & Kotoul (2003), kterd se po normovani na
interval (—1,1) muZe psat ve tvaru

(ke +1) o / K, (t, s)sin(ra/d) ,
He +2/ t—s W_/lBy(S) \/1—sin2(7ra/d)s2ds_0’ W

kde t € (—1,1), og2!(t) je napéti vznikajici na licech mikrotrhlin v désledku vnéjsiho
zatizeni ¢, viz Kosmodamianskij (1964), a nesingularni jadro K, (¢, s) je integrovatelna
funkce na intervalu [—1, 1], jak v proménné ¢, tak i v proménné s a popisuje veskerou
interakci mezi sekundarnimi ¢asticemi a dislokacemi modelujici mikrotrhliny, viz Profant
& Kotoul (2004). Integralni rovnici (1) je nutné jesté doplnit podminkou konzistence
zajistujici uzavieni konct mikrotrhlin

/11 By(s)ds =0. (2)

Integralni rovnice (1) pro neznamou hustotu Burgersova vektoru B, (s) mize byt feSena
pomoci kvadratury Gausse-Jacobiho a pro By (s) se mtize psat, viz Kaya & Erdogan (1987)

By(s) = w(s)dy(s), (3)



kde ¢,(s) je néjaka ohrani¢ena funkce na intervalu [—1, 1]

Np

dy(s) =D ealiT 7V (s) (4)

n=0

aw(s) je fundamentalni feseni rovnice (1) v pifpads, ze K, (t, s) = 0. Vyrazem P{~»V(s)
je oznacen Jacobiho polynom stupné n, proménné s a exponentem vahovych funkci —A.
Tvar w(t) zavisi na charakteru fesené ulohy. V daném piipadé

w(s) = (11—, (5)

kde obecné A € (0, 1) zavisi na materidlovych charakteristikich matrice a ¢astic. Hodnoty
nesingularntho jadra K, (t,s) jsou dany jen v urc¢itych libovolné zvolenych hodnotéach
s = 8;,kdei =0... Ny aje proto nutné ho aproximovat v proménné s vhodnym systémem
polynomi

d sin(mra/d)
*Kyy(tias) = d P( Ay /\( )a (6)
& \/1 s2sin?(ra/d) nz:()

kde koeficienty aproximace d,,(t;) zavisi na hodnoté t = ¢;, kdei =0,1,...,Ng—1, a Np
je stupen aproximace funkce ¢,(s) ze vztahu (4). Zpétnou transformaci proménné s lze
pomoci hustoty Burgersova vektoru B, (z) vyjadfit zobecnény faktor intenzity napéti

H; :}ni_{r(l) V2o, (r,0 =0) =+ lim p*v2r(aF 2)*B,(z), (7)

rz—+aT

kde
. 2u(l4+a) 1+28(1-2N)

= 8
(14 kKe)(1—p5%) sinwA (8)
a kde a, (8 jsou Dundursovy parametry, viz Dundurs & Mura (1964). V pfipadé mikrotrh-
lin, jejichz vrcholy lezi pouze v matrici (A = 1/2, a = 0, § = 0), pfejde zobecnény faktor
intenzity napéti (7) v koeficient intenzity napéti K, pro ktery plati

K= e Jatan (Ta)o,(1). (9)

Ke + 1

U mikrotrhlin, jejichz vrcholy se nachézeji na rozhrani ¢astice/matrice je vhodnéjsi misto
zobecnéného soucinitele intenzity napéti H; sledovat stfedni napéti & v urcité oblasti
d* pted celem mikrotrhlin, které nesmi piekrocit kritickou hodnotu napéti oo v ¢astici,
urcenou pomoci lomové houzevnatosti

oo = 1% 10
© Verdr 10)
Zde K¢, znaci lomovou houzevnatost ¢astic. Ze vztahu pro stfedni napéti
d* dr
1 1 H
0= — /(099)maxdr = g/ ! ri)\dr7 (11)

d* J ; \ 2T
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Obrazek 2. Nekonecna fada kolinedrnich slabé ohnutych mikrotrhlin a kruhovych ¢astic.

vztahu pro kritické napéti 5, = ptipadu fady mikrotrhlin v matrici bez &astic

KIC,E

C
Ghom = —F————— (12)
" dtan (ra/d)
a kritéria stability & < o¢, se dostane vyraz
© @M= - Nsin(ry) K l . (m)]” 2 13)
qgom (1 + Oé) (1 + 25(1 - >\)) Z'r]:[fl C;Pr(Li)\’i)\)(l) KIC,e d* d 7

ktery vyjadiuje zavislost poméru kritického zatizeni periodické fady mikrotrhlin v ne-
homogennim a homogennim materialu na geometrické konfiguraci mikrotrhlin a ¢astic a
na elastickych a lomovych vlastnostech matrice a ¢éastic. Zde K¢, pfedstavuje lomovou
houzevnatost matrice a ¢ jsou koeficienty aproximace hustoty Burgersova vektoru B, (z)
ze vztahu (4) normované vnéjsim zatiZzenim kompozitu g.

3. Rada mirné ohnutych mikrotrhlin

Dale bude popsan model matrice kompozitu zpevnéné c¢asticemi druhé faze a oslabené
siti mirné ohnutych mikrotrhlin. Stejné jako vyse, rovina xOy predstavuje isotropni, line-
arné elastické prostiedi obsahujici nekonec¢nou fadu kruhovych castic stejného poloméru
R. Stredy castic jsou od sebe vzdéleny o d a jejich materidl ma obecné jiné elastické
vlastnosti nez matrice. Mezi casticemi se nachazi mikrotrhliny, které se kvazistaticky siri
v podminkach médu I a jejich konce jsou mirné vychyleny z pifimého sméru, napt. vli-
vem malé poruchy zatizeni (viz obrazek 2). Analyza predkladaného problému je zalozena
na ¢lanku Melin (1983), kde byl feSen problém homogenniho prostfedi oslabeného ne-
konec¢nou fadou slabé ohnutych mikrotrhlin. Aby byl problém analyticky zvladnutelny,
musi byt odchylka mikrotrhlin od jejich horizontalniho sméru Sifeni popsana dostatecné
hladkou lichou funkei y(z), ktera je periodické s periodou d a jeji derivace musi spliiovat
podminku |y/(x)| < 1. Podobné jako v pfedchozim piipadé budou mikrotrhliny mode-
lovany spojitym polem dislokaci se slozkami hustoty Burgersova vektoru B-(z) a B,(z)
(systém soufadnic (7,7) je lokalni a zavadi se na k¥ivce mikrotrhlin y(x), viz obrazek 3) s
vyuzitim Buecknerova principu. Slozky hustoty Burgersova vektoru B, (z) a B, (z) se hle-
daji v aproximaci O(y/(x)), tj. jsou ponechéany jen ¢leny lineérni v ¢/(z). Navic interakéni



Obrazek 3. Soutadny systém (7,7) na kiivce y(z).

¢leny, tj. integraly s regularnimi jadry K,.(z,c) a Ky, (z, c) popisujici interakce dislokaci
a Castic, jsou brany v aproximaci o(y'(x)) (tj. odpovidaji pfimym mikrotrhlindm) a jejich
vliv se projevi jako jisté dodatecné napéti k aplikovanym napétim o2 (z) a ogtP'(z) ve
vyslednych normélovych T, (z) a smykovych T;(x) napétich na licech mikrotrhlin

— _gawrl(y) — _He [ c x,c)de
Ta(w) = =o' (e) = Py / B,(0) Ky (. c)de, (14)
Ti(x) = — (Uzgpl(x) + 7T(/::—1) / By(c)Kyy(x, c)dc—

appl e / /
— o (x) — W—/a By(C)Km(xaC)dC) y'(z). (15)

Podobné jako v piipadé problému piimych mikrotrhlin, jsou o@!(z) a o("(z) napéti

pusobici mezi ¢asticemi v prostfedi bez mikrotrhlin a B, (c) je znama hustota Burgersova
vektoru z vyse popsaného problému interakce primych mikrotrhlin a kruhovych castic.
Z rovnovahy normalovych a smykovych napéti na licech mikrotrhlin se dostane soustava
integralnich rovnic, kterd po normovani na jednotkovy interval méa tvar

(ke +1) / 1 ; T \/1 — sin®(ra/d)t?
_Me:rn(t)m_/1 Bn(s)t_sds+2_/l B, (s) (y(t)d e

m 1 — sin®(wa/d)st B
d /1 —sin®(na/d)s?(s — t)?

T \/1 - sin2(7ra/d)t2) 1

LT \/1 — sin®(ra/d)s?
y(S)E P +

—y(s)

+2y/(t) ds=0, (16)

d s—t sin(mwa/d)

(ke + 1) / T \/1 — sin®(wa/d)t? s \/1 — sin®(ra/d)s?
BT Ti(t) + 2/Bn(3) (y(t)d (5 1) - y(3>3 (5= 1) +

-1
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ds—t) sin(ra/d)

+ (y(s)\/l - sin2(7ra/d)32> ds+2 /1 By (s)— Sds =0.
) (17)

Uzavienost koncti mikrotrhlin zajisti podminka konzistence

1

— sin?(7a/d)s?
/ (Bf<s>—y’<s>V1 o Bn<s>) ds =0, (18)

-1

: — sin?(7a/d)s?
/ (Bn<s> )t e Bf<s>> ds=0. (19)

-1

Neznamé slozky hustoty Burgersova vektoru B;(t) a B,(t) v proménné t € (—1,1) se
hledaji ve tvaru

B,(t) = BO(t) + BO(t), B,(t) = BO®) + BO(1), (20)

n

kde BM(t) = O(y/(t)) a BY(t) = O(y'(t)), a mohou se uréit pomoci itera¢ni metody
jako prvni iterace feseni soustavy integralnich rovnic (16) a (17). Nulté iterace B (t) a
B7(70) (t) odpovidaji Feseni soustavy (16) a (17) pii y'(t) = 0. Po jejich vyjadieni se dosadi
zpét do (16) a (17), tentokrat pii nenulovém %/(¢). Dostanou se dvé Cauchyho integralni
rovnice prvniho druhu, ve kterych jako neznamé vystupuji slozky hustoty Burgersova
vektoru B, (t) a B,(t). ReSeni obou integralnich rovnic lze za predpokladu |y/(t)] < 1
vyjadrit v uzavieném tvaru, avsak k dalsim ciltim je nutna pouze znalost feseni pro slozku
hustoty Burgersova vektoru B, (t), které zde bohuzel pro svou komplikovanost nemtze byt
uvedeno.

Cilem ulohy je sledovat chovani ¢el mikrotrhlin pfi jejich slabé odchylce od horizon-
talnitho sméru Siteni. Jde o popis chovani funkce y(z) a zmény jeji derivace y'(x) pfi
rustu mikrotrhlin. Kritérium stability sméru Sifeni mikrotrhlin podle Melin (1983) fika,
ze smér Sifeni mikrotrhlin ztistava stabilni, dokud pomér [y(a)/a]/[yo/ao] nepiekro¢i pie-
dem stanovenou hodnotu pii dostateéné velkém poméru a/ag a naopak velmi malém
poméru yo/ag. Zde ag znadéi poc¢ateéni délku mikrotrhlin, pii niz doslo k vychyleni jejich
vrcholti od horizontalniho sméru sifeni z nulové hodnoty na hodnotu yy. Za predpokladu,
ze y(a) = aZ(a), kde Z(a) je dostate¢né hladkd funkce a za podminky riistu mikrotrhlin
K1 = 0, kde koeficient intenzity napéti K;; je uréen pomoci B, (t) transformované zpét
do proménné x

2
K =+V2r fe lim (a — z)Y2B, (), (21)

Ke + T—a

vede vyse popsané kritérium k vyrazu

G
_;mz_ ufgmanu)) - ?‘mmﬁ(l)l } / (i(zfm+em)TmH<1)) . (22)

n=0 m=0

m+1

Fla [27? cos(ra/d)

d sin(ma/d) (Z UnmPall)= 3 Z U1 D

kde pti
F(a)>1 (23)
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Obrazek 4. Zavislost koeficientu intenzity napéti K na relativni délce mikrotrhlin a/d
pro periodickou fadu mikrotrhlin a ¢astic, kdy vrcholy mikrotrhlin lezi v matrici.

dojde k nestabilnimu §ifeni mikrotrhlin. Ve vztahu (22) znadi u),, n-ty koeficient Ceby-
Sevova polynomu stupné m, e,, a f,, jsou koeficienty aproximace normélovych T, (x) a
te¢nych T;(x) napéti CebySevovymi polynomy stupné Nr, D, () jsou singularni integraly,
jejichz tvar lze nalézt napt. v Kaya & Erdogan (1987) a T}, 1(z) je Cebyseviiv polynom
prvniho druhu radu m + 1.

4. Numerické vysledky

Na zavér budou uvedeny nékteré numerické vysledky. Na obrazku 4 jsou grafy popisujici
chovani koeficientu intenzity napéti K; v zavislosti na relativni délce mikrotrhlin a/d,
jejichz vrcholy se nachéazeji jen v matrici. Hodnoty koeficientu intenzity napéti K; jsou
normovany vzhledem k homogennimu piipadu (matrice bez ¢astic). Stupen aproximace
hustoty Burgersova vektoru B, (z) byl zvolen Np = 11, stupei aproximace Bubnovovy-
Galerkinovy metody pro aplikované napéti a%’pl(x) byl zvolen Ng = 7, stupeii aproximace
Bubnovovy-Galerkinovy metody pro napéti ¢14(x) byl zvolen Ng = 14 a stupeti aproxi-

)
mace nesingularntho jadra K,,(x,c) byl zvolen Ny = 10. Grafy v levém sloupci zobrazuji
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Obrazek 5. Srovnani zavislosti koeficientti intenzity napéti K; na relativni délce
mikrotrhlin v pripadé problému nekonecné fady c¢astic a mikrotrhlin a problému jedné
castice a jedné mikrotrhliny.

zéavislost K1/qy/dtan(ma/d) na relativni délce mikrotrhlin a/d pro Siroky interval hodnot
a/d, pro E;/E. = 1/4 a E;/E, = 23/1 (tento pomér odpovida kovovym ¢asticim v epoxi-
dové matrici), grafy v pravém sloupci popisuji zéavislosti K;/qy/d tan(mwa/d) na relativni
délce mikrotrhlin pro tzky interval hodnot a/d > 3/4 pro poméry elastickych konstant
E;/E. =1/4,1/2 a 3/4. Z graft lze vidét, ze vliv ¢astic klesa s jejich rostouci vzajemnou
vzdalenosti a jejich rostouci tuhosti.

Na obrazku 5 je graf srovnavajici koeficient intenzity napéti K; pro nekonecnou fadu
mikrotrhlin a ¢astic a pro pripad jedné mikrotrhliny a ¢astice. Vrcholy mikrotrhlin resp.
mikrotrhliny lezi v matrici. Jednotlivé stupné aproximaci byly voleny stejné jako v pred-
chozim pripadé. Mikrotrhliny resp. mikrotrhlina celou svou délkou ztstava v matrici.
Pomér mezi polomérem castic R a polovi¢ni délkou mikrotrhlin resp. mikrotrhliny a je
konstantni (R/a = 2), pfi¢emz se méni vzdalenost mezi ¢asticemi resp. vzdalenost mezi
¢astici a mikrotrhlinou. Problém interakce libovolné orientované mikrotrhliny a kruhové
Céstice Fesi prace Erdogana, Gupty & Ratwaniho (1974). V grafu na obrazku 5 je vSak
vyneseno pouze to feseni autori Erdogana, Gupty & Ratwaniho (1974), které je vhodné
k srovnani se zde diskutovanou problematikou, tj. pfipad mikrotrhliny kolmé k castici.
Tuhost ¢astice je o Ffad vySsi nez tuhost matrice (napi. kovové ¢astice v epoxidové mat-
rici). Z grafu na obrazku 5 vyplyva, Zze v piipadé periodické fady mikrotrhlin je v daném
intervalu hodnot a/d zesilujici G¢inek interakce mikrotrhlin s rostoucim a/d slabsi nez
stinici u¢inek castic a dale lze vidét, Ze vlivem interakce mikrotrhlin jsou hodnoty nor-
movaného faktoru intenzity napéti vyssi pro periodickou fadu mikrotrhlin v porovnani s
jednou mikrotrhlinou.

Na obrazku 6 jsou grafy s numerickymi vysledky pro normovanou hodnotu kritického
aplikovaného zatizeni ¢%/qS, X [Kici/Kice] ' v zavislosti na relativni velikosti ¢as-
tic R/d pro pfipad mikrotrhlin, jejichz vrcholy se nachézeji na rozhrani ¢astice/matrice.
Jsou zde sledovany pripady, kdy pomér Youngovych moduld pruznosti ¢astic a matrice
je E;/E. = 1/4, 1/2 a 3/4 a hodnoty poméru délky procesni zény mikrotrhlin a vzdéle-
nosti stfedi ¢astic d*/d = 1/40 a 1/60. Pomér E;/E. = 1/4 vede k hodnoté exponentu
singularity napéti A = 0,6535, pomér F;/E. = 1/2 vede k exponentu A = 0,5737 a
pomér E;/E. = 3/4 k exponentu A = 0,5295. K vypoctu hodnot kritického vnéjsiho
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Obrézek 6. Zavislosti kritického normovaného vnéjstho zatizeni ¢©/q5,,, X [K1c.i/Kic.e] ™
na relativni velikosti ¢astic R/d. Vrcholy mikrotrhlin lezi na rozhrani ¢astice/matrice.
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Obréazek 7. Kritérium smérové stability siteni mikrotrhlin.

zatizeni ¢ byly pouzity stejné stupné aproximaci jako ve vyse diskutovaném piipadu
mikrotrhlin, jejichz vrcholy se nachazely v matrici. Ponékud zvlastni charakter zavislosti
q© /45, % [Kici/Krc.) ' na R/d lze objasnit nasledujicim zpiisobem: po¢atecni pokles
souvisi s ristem pomeéru velikosti ¢astic a rozméru oblasti dominance singularniho ¢lenu
asymptotického rozvoje napéti pred celem mikrotrhliny - jinymi slovy, s rostouci veli-
kosti Castic se stale vice uplatnuje efekt bimateridlového rozhrani na trhlinu $itici se z
elasticky tuzsiho prostfedi do elasticky mékcéiho prostiedi. Postupné vsak dochazi k sa-
turaci tohoto efektu, tak jak oblast dominance singularniho ¢lenu je stale vice uzaviena
v castici. V dalsi fazi prevazi vliv poklesu zobecnéného soucinitele intenzity napéti H; v
disledku zmensujici se relativni délky mikrotrhlin, coz se projevi ristem kiivek. Nicméneé,
v jistém momentu je tento trend prevazen ucinkem rostouci koncentrace napéti mezi ¢as-
ticemi, ktera vede k opétovnému ristu H; a tudiz k poklesu kritického normovaného
0 Qo % [Ki1ci/Krce] ™

Na obrazku 7 jsou dva numerické ptipady stability sméru siteni mikrotrhlin studované
na zakladé kritéria (22). Grafy odpovidaji pfipadtm, kdy R/d =1/6 a 8/100 a E;/E, =



1/4 a 23/1. Aproximace v dil¢ich stadiich vypoctu vedouci k feseni problému byly voleny
stejné jako v predchozich pripadech. Stupné aproximace normalovych a tecnych napéti
v mistech mikrotrhlin byly zvoleny Ny = 11. V pfipadé konfigurace ¢astic a mikrotrhlin
R/d = 1/6 lze vidét, Ze ke zméné sméru Sifeni mikrotrhlin v Zddném piipadé nedojde,
protoze jak kiivka kritéria stability sméru siteni mikrotrhlin pro elasticky mék¢i ¢astice nez
matrice (F;/E. = 1/4), tak i kiivka stability sméru pro elasticky tuzsi ¢astice (E;/E. =
23/1) lezi pod hodnotou 1. Oproti znamému jevu inklinace trhliny k elasticky mékéim
¢asticim, zde studovany piipad ukazuje lepsi smérovou stabilitu mikrotrhlin v blizkosti
tuzsich castic nez v blizkosti ¢astic elasticky mékcich. Konfigurace ¢astic a mikrotrhlin
pro R = 8/100 odpovida pfipadu, kdy nezavisle na tuhosti ¢astic, dochazi pfi dostatecné
délce mikrotrhlin k nestabilité jejich sméru sifeni. Tento jev nastava diive u matrice s
elasticky mékcéimi ¢asticemi nez u matrice s ¢asticemi elasticky tuzsimi. Od urcité délky
mikrotrhlin se vsak projevi vliv vétsi tuhosti ¢astic a krivka stability pro elasticky tuzsi
castice prejde z hodnot nizsich nez hodnoty ktivky stability pro ¢astice elasticky mékéi k
hodnotam vyssim. Vysledky se tedy mohou shrnout do zavéru, ze vliv ¢astic na stabilitu
sméru Sifeni mikrotrhlin je dominantni pouze u ¢astic, jejichz vzdalenost stredi je fadove
shodna s jejich polomérem. Pii vétsich vzdalenostech stredi castic, ztraceji ¢astice vliv a
smér Sifeni mikrotrhlin ovliviiuji zejména samy mikrotrhliny.
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