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PROBABILITY DENSITY ASSESSMENT OF A LINEAR SYSTEM
DUE TO POLYNOMIAL OF THE NORMAL NOISE

J. Naprstek*

Summary: Many types of external additive random excitation of dynamic systems
admit to be modelled as a combination of powers of Gaussian noise. Such type of
excitation produces a non-Gaussian response even if the dynamic system s linear
and excitation additive only. Although the excitation as a whole is non-Gaussian,
the problem can be transformed into the form of linear system with additive and
multiplicative white noise excitation producing finally a non-Gaussian response.
The general method of transformation, respective FPK equation, basic stochastic
moments of the response and a demonstrative example are discussed.

1. Uvod

Negaussovsky charakter aditivniho nahodného buzeni dynamické soustavy vyplyva v fadé
pripadtl z nelinearni interakce soustavy s okolnim prostredim. V nékterych pfipadech |ze toto
buzeni vyjéadfit jako mocninovou Fadu jistého procesu, ktery je zakladem deterministického nebo
nahodného buzeni. Celébuzeni | ze pak formulovat ve tvaru kombinace mocnin tohoto vstupniho
procesu i procesll. Tento krok Ize chapat i jako rozvoj ptivodniho procesu do mocninoveé fady
na priklad podle blizkého Gaussova procesu. Problémem v takovem pfipadé je nasledné pouZiti
FPK rovnice pro stanoveni vzgemné hustoty pravdépodobnosti odezvy, kterapfipousti navstupu
pouze gaussovské procesy. Soucet mocnin gaussovského procesu vSak vede v obecném pripadé
k procesu negaussovskému, coz by pouziti FPK rovnice vylucovalo.

V nékterych specianich pripadech viak Ize plivodni soustavu rozsifit o speciani vice-
komponentni linearni filtr, na jehoz vstupu stoji pouze vektor gaussovskych bilych Sum.
Vystupem z tohoto filtru je proces, jenZ odpovida ¢lenu s prvni mocninou rozvoje procesu
buzeni na pravé strané plivodni rovnice. Gaussovsky bily Sum v rozsifené linearni soustavé vy-
stupuje v roli aditivniho i multiplikativniho buzeni a vede ke vzniku dodatecné statické slozky
zatizeni. Odtud vyplyva, zei prvni mocninagenerovaného Sumu nemusi byt v takovém pripadé
gaussovska a dale Ze odezva plivodni soustavy, i kdyz je linearni, bude vZzdy negaussovska, ato
mérou, ktera odpovida vlivu vySSich mocnin vstupniho Sumu na pivodni dynamické soustave.

2. Itollv diferencialni systém

Problémem odezvy linearni soustavy vlivem aditivniho ndhodného buzeni polynomem gaus-
sovského Sumu se zabyvalo zhruba od konce osmdesatych let minulého stoleti vice autord, viz
napr. Grigoriu, Ariaratnam, (1988), Muscolino (1995). Rlizné studie na toto téma se objevuji
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také v souvidosti s aplikacemi. Tento prispévek je pokusem vyjadrit cely postup feSeni v kom-
paktnim maticovém tvaru za pouziti Kroneckerovy symboliky zavedené pro direktni soucin a
souCet matic, viz napf. Graham (1981).

Zabyvejme se linearni dynamickou soustavou aditivné buzenou nahodnym procesem, ktery
|ze zapsat ve tvaru polynomu gaussovskych Sumi vzniklych linearni filtraci bilého Sumu:

. p y

U(t) = CU(#) + S D,V (1) (1)
j=1

U(t) odezvasoustavy - vektor (n)

VUl(t) j—tamocninafiltrovaného sumu - vektor (m’)

C matice tuhosti (n x n)

D; obdélnikove matice (n x m/)

Mocnina j—tého stupné vektoru V (¢) je definovanav Kroneckerové smyslu, viz napf. Gra-
ham (1981), to jest podle zakladniho schématu (oznateni platna pouze pro nasledujici rovnici

(2)):

| a1 B, a2B, --- a1,B
a1B, axB, - ay,B

M=AgB=| % ? (2)
amlBa amZBy e amnB

kde A - matice (m x n), B - matice (p x ¢), M - vyslednamatice ((m - p) x (n-q)). To znamena
napriklad, ze VU (¢) ve smydu (1) je vektor (m/). Pro j = 1, 2 tedy plati:

V(@) = V(t); vektor (m)

3
VEB(t) = [Vi- VI(t),Va - VI(t), -,V - VI()]T 5 vektor (m?) @)
Vektor V(t) mlizeme pokladat za vystup linearniho filtru, na jehoZz vstupu plisobi skalarni
normalni bily Sum w(¢) o intenzité s* s nulovym matematickym stfedem a delta korelaci
E{w(t + 7)w(t) = s*5(7)}. Tento filtr se¥idi rovnici:

V(t) = HV (1) + qu(t) (4)
H matice(m x m)
q Vektor (m)
Zavedeme-li transformaci:
Vit) = V(1) Va(t)=VE(t) 5 o5 V() = V() ; (5)

muizeme rovnice (1), (4) prepsat v ekvivaentnim tvaru:

U(t) = CU() + é D,V (t)
Vi(t) = HV,(t) + qu(t)



Soustava (6) neni Uplna a je tfeba ji doplnit o rovnice, které vzniknou derivovanim mocnin
VUl(t) ve smydu transformanich vztahll (5). Protoze V (t) je odezva soustavy na nahodné
buzeni, derivace tohoto vektoru a jeho mocnin musi vychazet z Itoovy definice derivovani
nahodnych funkci, viz napf. 116, McKean (1965), Bolotin (1979). Pomérné pracnymi Upravami
se tak dostaneme k diferencialnim rovnicim, které popisuji linearni vztahy mezi jednotlivymi
V;(0):

d

V(1) = S [VI(e)] =

T, HoII-YVUl + T[q@ -V VU-ltyt) + 1T;(T;_1 ® L,) [@?s?* @ T2 v
(7)

V rovnici (7) znamena I,,, jednotkovou matici fadu m. Matice T; je konstantni incidencni
matice, ktera ma nasledujici strukturu, viz Graham (1981):

j—1
Tj - Z :Enj*k,n’C (8>
k=0
pricemz E; ; jsou Ctvercové permutacni matice o rozmérech (ij x ij). Kazda z nich se sklada
z (j x i) elementarnich podmatic E*, kazda o rozmérech (i x j). Podmatice E¥ ma jednitku
napozici (k, 1) anuly ve véech ostatnich prvcich. Takze mlizeme psat:

Ellj E21, ... Eit 0,1, ---0
E127 E22, N 0 _ b 0,0 ---0

E,=| . A kdenapfiklad E“=| = 9)
Eli, E2i, Eji 07 0’ .- 0

Z obecné struktury matice E; ; vyplyva, ze obsahuje vzdy pravé jednu jednicku na kazdé fadce
av kazdem sloupci umisténou podle pravidel danych prvni €asti rovnice (9).

Doplnime-li soustavu (6) podle (7) dostaneme Uplnou stochastickou diferenciani soustavu:

U(t) = CU(H)+ ¥ D,V, (1) (@)
Vi(t) = H{Vi(t) 4+ qu(t) (b)
: (10)
Vi(t) = HV(t) + @i Vi1 (H)w(t) + 1,Vi_a(t) (c)
pficemzi = 2,3, ...,p, V, = 1. Vektory q;, r; amatice H; jsou dany vzorci:
q = Tifqe L] (a)
r; = 3;Ti(Tisy ®L,)[qPs? @ 1LY (0) (11)
H, = T;[H® I (c)
Vektory q; amatice H; se daji snadno zkonstruovat pomoci rekurentnich formuli:
a=q-19L,+IV®q; a1=q (a) (12)

H=H_,0L,+II-UgH,; H =H (b



Soustavarovnic (10) se nyni da zapsat v kompaktnim tvaru soustavy fadu v = n + >5_, m?:

Z(t) = [R+ Guw(t)|Z(t) + F + Qu(t) (13)

Tato soustava popisuje odezvu linearni soustavy podrobené vngSim deterministickym Ginkiim
F abilému Sumu w(t), ktery zde vystupuje jakozto aditivni a déle jako parametricky. Matice,
které se vyskytuji v rovnici (13), maji tento tvar:

'cD, D;D; - D, , D, ; D, | (000 -0 00
0H,0 0 -0 0 0 000 -0 00
00 H,0 -0 0 0 00 -0 00
R=[0r; 0 H;--0 0 0 |;G=|00 q3--0 0 0| (l4a,b)
00 -0 H,_,0 000 -~ q,0 0
0 r, 0 H, 000 -0 q0
_U(t)_ o0 ] 0]
Z(t)= | Va(t) | ;5 F=|d¥s|; Q=]0 (15a, b, c)
V(1) | 0 0

Plivodni linearni soustava (1) s aditivnim buzenim ve tvaru polynomu gaussovského Sumu
generovaného linearnim filtrem (4) byla pfevedenanalinearni soustavu (13) slinearné uplatiu-
jicim se normalnim bilym Sumem jakoZzto nahodnym procesem. V soustavé plisobi konstantni
deterministické zatizeni Umérné intenzité bilého Sumu s. Odtud vyplyva, Ze proces odezvy
nebude centrovany, ackoliv vné S buzeni je centrované. DalSim faktorem je vstup bilého Sumu
do parametrll soustavy. To znamena, Ze odezva nebude gaussovska, a to jak odezva plivodni
soustavy U(t), tak ani generovany Sum V(¢). Odchylka od gaussovského procesu bude dana
strukturou matic D;. Pokud bude D; dominantni a ostatni D; ve smyslu normy podruzng,
nebude odchylka odezvy od gaussovského procesu velka a da se vystacit s popisem odezvy
pomoci nahradniho gaussovského procesu s vhodné uréenymi parametry. Je-li vSak napf. D,
vyznamné, negaussovsky charakter jiz nelze zanedbat. V meznim pripadé pak muze dojit i ke
ztraté stochasticke stability, viz napf. Naprstek (1996), i kdyz v praxi je takova situace v daném
pfipadé malo pravdépodobna.

Zaroven jevsak tfebasi uvédomit, Ze prakticky zvladnutel né pripady nemohou poCitat s pfilis
vysokym stupném p polynomu bilého Sumu. Rozsah soustavy (13) totiZ roste exponenciané
s rostoucim p, jak vyplyva z poznamky k soustave (13). To znamena, Ze pfi studiu soustavy
s jednim stupném volnosti (n = 2) a filtru druhého fadu (m = 2) budou rozsahy pro p =
1,2,3,4, .. tyto: v = 4,8, 16, 32, ... Na druhé strané soustava s V&tsim poctem stupill volnosti
tento narlist prilis nezaznamena, pokud filtr (4) zlistane na (rovni jednoduché rovnice druhého

M

3. Jednobodova a vicebodova char akteristika odezvy

Soustava (13) je vzhledem k postupu jeiho odvozeni Itoovatypu, viz napf. Graham (1981),1t6,
McKean (1965), a proto v dalSim feSeni at' uz pfimym rozkladem na stochastické momenty,



anebo prostrednictvim FPK rovnice se jiz neuplatni korekcni Cleny vyplyvajici ze skuteCnosti,
Ze procesy, se kterymi se pracuje, ngjsou zcela Markovova typu, viz Wong, Zakai (1965),
Naprstek (2003). Narovnici (13) tedy miizeme ihned uplatnit operator matematického stfedu
E{-}. Vzhledem k tomu, Ze bily 3um w(t) je centrovany, dostaneme:

E{Z(t)} =R-E{Z({#)} +F (16)

kde E{Z(t)}, E{Z(t)} je vektor stfednich hodnot odezvy, resp. stfednich hodnot €asovych
derivaci odezvy. Z rovnice (16) je zigimé, ze vzhledem k vektoru F, ktery je funkci intenzity
vstupniho bilého Sumu, bude mit soustava (16), a tim i soustava (1), necentrovanou odezvu.
Poloha stfedu se ze soustavy (16) ziska anulaci levé strany a naslednym vyfeSenim algebraickée
soustavy:

R -E{Z(t)} = —F (17)

Soustava rovnic pro druhé a vysSi momenty se odvodi jako obvykle. To znamend, Ze cela
soustava (13) se vynasobi vektorem odezvy v prislusné mocniné (zde v Kroneckeroveé smyslu)

M v

dostaneme:

E{ZM(6)} = [Ri + 3 Tu(Tes © L) (I © GPI?] - B{ZY (1)} +
+T (12 @ F| - E{ZF (1)} + JTw(Tp1 ® L): (18)
A @ Ty(G ® Q)] - B{zFU(t)} + (17 0 Q) } 52

pficemz matice R, jsou dany rekurentni formuli:
R, =R 1 9L +1I1@R; R;=R (19)

Rovnice (18) umoznuje vypocitat jak pfechodové, tak stacionarni momenty odezvy. Stacionarni
momenty v daném pfipadé zfgjmé existuji, nebot nelze oCekavat, Ze by néktery z nich ztratil
stabilitu. Ziskaji se z algebraické soustavy, kteravznikne anulaci prvnich derivaci naleve strané
(18), podobné jako v pripadé prvniho momentul.

Pro soustavu (16), resp. (17) a soustavu (18) je typické, ze zachovavaji nenulové liché
momenty, tj. matematicky stfed, Sikmost, atd. Ve stacionarnim pfipadé maji tendenci nabyvat
spiSe zapornych hodnot (diagonalni Cleny). Z toho vyplyva, Ze vysledna PDF ma tendenci se
koncentrovat spiSe do zapornych hodnot. Tento jev se je&té vice projevi rozborem centranich
momentl, které se ziskaji z jednoduché rovnice:

{Z"0)} - B{zw) - E{z0))") (20)

Da se ukazat, ze v pripadé linearnich soustav zatizenych vngsim deterministickym nebo na-
hodnym buzenim a lineérné parametrickym bilym Sumem je mozné zkonstruovat vztah mezi
k—tym stfedem v £ rliznych ¢asovych bodech a odpovidajicimi centralnimi momenty, viz Puga-
chev, Sinitsyn (1987), Di Paola (1988). Pouzije se fundamentalni matice ®(t;, ¢, ), kteravychazi
z dynamické matice diferenciani soustavy pro matematicky stfed odezvy (16), coz je matice R
bez korekénich ¢lendl. V daném pripadé matento vztah tvar:

E{Z(t) ®Z(t2)® ... ®Z(t)} =

T, 0 ®(ty, 1) @ B(le1,0) ® ... ® Bls, )] B {z“”'] (tl)} (21)

prfiCemz t; < ty < ... < t;,. Zavedeme-li do (21) £ = 2, dostaneme vzorec pro dvoubodovou
korelaci a pfislusné centrdni momenty, které jsou totozné s kumulanty druhého fadu.



Ve stacionarnim pfipadé momenty odezvy nezaviseji naCase afundamental ni matice nezavisi
na dvou separatnich okamzicich ¢, ¢, ale pouze najejich rozdilu ¢, — ¢,. Z toho dlivodu stfed
k—tého fadu nezévisi na okamzicich ¢; az t,. ale pouze na rozdilech 7, = ty — t1, 75 =
t3 - tl, ey T—1 = tk - tl.

Rovnice (21) umoznuji stanovit momenty vySSiho fadu statistiky odezvy linearni soustavy
podrobené buzeni polynomem filtrovaného bilého Sumu a souCasné momenty vzgemne statis-
tiky vstupu avystupu, aniz by bylo tfeba provadét jakékoli dalsi integrace. Jedinym poZadavkem
je znalost fundamentélni matice ®(¢;,t;). Ta se stanovi z matice R, ktera je funkci zadanych
matic "tuhosti” C, H, které se vyskytuji v plivodni soustavé (1), (4).

NaznaCme nyni, jak sestavit fundamentalni matici problému (13) odpovidajici matici R
podle (14a). Matice R ma specialni strukturu, ktera umoziuje fundamentalni matici stanovit
na zékladé matic ®,, ®; (1 = 1,2, ..., p), které odpovidaji znamym maticim C, H,. VyuZijeme
zéroven platnosti vztahu, viz Di Paola, Falsone (1997):

B;(t,t1) = B (1), 1) (22)
kde ®; je fundamentalni matice odpovidajici matici H. Fundamentélni matici ®(¢;,¢;) od-

povidajici matici R mlizeme nyni psat ve tvaru (pro strucnost jsou vynechavany argumenty
tj7 tl)

(B, B, Bopt Bopn o By Bon By |
0o & 0 ®,,,--- 0 0 0
o 0 &, 0 --- 0 0 O
S e
0 O 0 0O - & 0 &3,
0 O 0 o --- 0 ¢, O
I 0O O 0 o --- 0 0 P |
kde fundamentalni matice ®, ;, ®; ;,_» jsou dany témito vztahy:
®,;, = Ny, ®; — ‘I’O(No,i - No,z‘+2Ni+2,z‘) - No,z‘+2‘I’z‘+2Nz‘+2,i (24@, b)

D 9 = N 2P o — P;N;; »

Pokud je ve vyrazech (24) néktery z indexti v&tSi nez p, potom je odpovidajici matice nulova
Matice N, ;, N; ;o se vycidi podle vzorcl:

VeC(NE:z') = —(C®Ill -1, ® H;) 'vec(D! + N;+2,iD?+2)

. . (25a, b)
vec(Ny;) = —(H; @ Il — Ii] @ H; ) 'vec(q;")

kde operator vec znamena transformaci matice vepsané do zavorek na vektor, ktery obsahuje

sloupce matice sepsané postupné pod sebou. Odvozeni vzorcl (25) je zaloZzeno na vlastnos-

tech vlastnich Cisel matice R. Obecné jsou vzhledem k fyzikani povaze Glohy kladna, a tudiz

Uloha nedegeneruje v singularni pfipad. Situace s vicenasobnymi vlastnimi Cisly by vSak zna-

Mg

v podobnych pripadech obvyklé.



4. Soustava s jednim stupném volnosti

Jako praktickou aplikaci teorie naznatené v minulé kapitole uvedme pripad soustavy s jednim
stupném vol nosti buzené kombinaci gaussovského Sumu ajeho druhé mocniny. Takovyto systém
odpovida negjjednodusSimu modelu, ktery popisuje kmitani konstrukce vlivem podél né fluktu-
acni slozky rychlosti vétru. Pfijmeme-li fadu zjednoduSeni ve vztahu mezi rychlosti proudu a
vyslednym ¢elnym tlakem plisobicim na téleso, mlizeme psat jednoduchy vSeobecné znamy

VZOrec:.
p(x,t) = C(x) - v*(x,1) (26)

kde C'(x) je parametr zavisly na prostorové soufadnici. Zahrnuje rozméry ageometricky tvar té-
lesa, hustotu proudiciho mediaadalsi faktory. V zorec (26) predpoklada, Zetéleso je” nekonetné
mal€&” ve srovnani sokolnim prostfedim, neovliviuje zpétné zakladni rychl ost proudu apohybuje
se pouze ve sméru proudu. V inZzenyrské praxi se vsak presto Casto pouziva, zefména jedna-li
se 0 &ihlé samostatné stojici konstrukce, kde detailni struktura rychlostniho pole v okoli télesa
nema rozhodujici vliv na celkovou budici silu. Vzhledem k tomu, Ze x znamena pouze polohu
studovaného objektu v prostoru, miizeme nadale pouZzivat jednodussi oznaceni p(t), C, v(t).

Rychlost v(t) se sklada z konstantni stfedni hodnoty a fluktuatni Casti:
v(t) = vs +vg(t) ; Vs < |va(t)] (27)

Slozka vy(t) bylav minulosti predmétem velmi rozsahlych experimentalnich studii. V zasadé
je mozno ji chapat jako stacionarni gaussovsky nahodny proces o jisté spektralni hustoté, ktera
je popsana ve znamé publikaci (Davenport, 1967), po niz nasledovaly stovky dalSich praci na
toto téma. Dnes Ize nalézt odkazy i v prisludnych norméch.

Predpokladejme, Zedynamicky systém buzeny zatizenim (1) Izemodel ovat lineérni soustavou
s jednim stupném volnosti. Potom miizeme psat:

ii(t) + 2wyin(t) + wiu(t) = Cu(v? + 2004(t) +03(t)) 5 Co=C/m (28)

Vzhledem k tomu, Ze zkoumame stacionarni stav a rovnice (4) je linearni, miizeme vynechat
prvni Clen v zavorce na prave strang, nebot vede po odezneéni prechodového dée na konstantni
oddélitelnou statickou vychylku. V praxi se obvykle uvazuje pouze druhy &len, ktery je plivod-
cem dynamické odezvy soustavy. Kvadrat fluktuacni slozky rychlosti proudu se s poukazem
na podminku (3) zanedbava. V podminkach hustgSi zéastavby v3ak toto zjednoduSeni Casto
neni opravnené. Treti (kvadraticky) ¢len vyvolava vysSi harmonické slozky odezvy, viz napr.
Naprstek (1975), Benfratello et al., (1996), coz znamena vysSi dynamickou odezvu konstrukce
zejména ve vySSich frekvencich spektra a zménu celkového obrazu odezvy.

| kdyZ spektralni hustota procesu v,(t) je slozitgsi, mizeme ji pro Gcely kvalitatitvni studie
priblizné nahradit spektralni hustotou platnou pro Sum, ktery vznikne prtichodem gaussovského
bilého Sumu filtrem druhého fadu. To znamena odezvou soustavy:

Ga(t) + 2B8ava(t) + Bova(t) = aw(t) (29)
Tim se dostaneme k soustave typu (1), (4):

i (t) = +us(t)
Ua(t) = —wluy(t) —2wpus(t) +2C,v501(t) +Cvi(t)
0 (t) = +vo(t) (30)
0o(t) = —wfvl(t) —2wqus(t) +aw(t)
) =

(51 (t

u(®) s ue(t) =a(t) 5 wvit) =wva(t);  va(t) = 0alt)



Soustava (10), resp. (13) bude mit tvar (p = 2):

U(t) = CU(t) +D,Vy(t) +D,V,(t) (a)
Vi(t) = H,Vi(t)  +qu(?) () (31)
V(t) = HyVo(t)  +qeVi(tw(t) + g¥s? (c)

S prihlednutim k (30) maji vektory U, V1, V, ve smyslu (3), (5) tento vyznam:
U= [U17U2]T ;7 V= [’01,112]T ; Vo= [U11,’U127?J217U22]T = [0%77)1’02,71211177)%? (32>

Matice C, D, D5, Hy, q se odvodi velmi jednoduSe porovnanim (30) a (31):

0 1 0 O 0 00O
C= ) D, = ) D, =
—w? 2wy 2C,v, 0 C,000
0
(33)
- 0 1 0 9 — g 0
= ; q-= ; q- =qwq=
o —25, a 0
2
Nazakladé (11), (12) a s odvolanim na (8) se da odvodit:
0 01 1 0 | (0 0
—652 =23, 0 1 a 0
H,=H,oL+L&H, = ;i e=qL+I,®q=
—52 0 —28; 1 a 0
0 =3 87 —4p4 0 2a
] ) (34

Soustava (31) obsahuje 8 rovnic/neznamych (v = 2 + 2! + 22 = 8). Ze struktury V;(t), viz (32),
je Zigmeé, Ze vy, = vy To vyplyvai ze zakladni definice V() = VI2)(t), které nevede nam?,
nybrz pouze na (m + 1)m/2 nezavislych prvkd, resp. neznamych. Vysledna soustava je tedy
sedmého fadu. Rozepsano ve skalarnich velicinach:

i 0 1 0 0 0 0 0 w 0

Us —w? —2uwy | 2Cvs 0 c, 0 0 Us 0

N 0 0 0 1 0 0 0 vl 0 0

v |=] 0 0 -pB2 =28, | 0 0 0 v |+ | aw(t) |[+] 0

N 0 0 0 0 0 2 0 i 0 0

V19 0 0 |aw() 0 -p2 —26; 1 V12 0
| D22 | 0 0 0 2aw(t)| 0 =282 =484 |vae]| | 0 | [a?s?)
(35)

Mrawews

Ze pii nasledném sestaveni FPK rovnice se koeficienty driftu berou v jednoduché formé bez
korekénich ¢lenll. Také pripadné simulaéni feSeni je mozno zahgjit ihned bez korekci.

Povd@mnéme si nékterych vlastnosti soustavy (35). Je zigjmé, podobné jako z obecného pri-
padu (10), ze za&kladni Cast soustavy, to jest vektory U,V souvisgi se zbyvajici Casti pouze



jednim parametrem. Mimo ng by tvofila nezavidy uzavieny celek. Tato navaznost vnasi do
soustavy Vvliv nelinearnich ¢lenli na pravé strané soustavy (1), resp. (6). Posledni tfi rovnice
vnasgji do soustavy (25) parametrické nahodné buzeni a konstantni €len na pravée strané. Potvr-
zuje se tak starSi poznatek [10], Ze kvadraticky ¢len v centrovaném nahodném buzeni vede ke
vzniku nenulové statickeé slozky zatizeni, ktera v podminkéach silné turbulence miize znamenat
vyznamné zvySeni efektivni hodnoty statického zatizeni. Parametrické buzeni zavedené matici
q2 - w(t) ovliviuje predevSim vysledek samotné filtrace bilého Sumu w(t) a naruduje nejen
plivodné gaussovsky charakter buzeni, ale i vsech slozek odezvy. Gaussova kfivka dostava
vyraznou Sikmost a jeji matematicky stfed se dale posunuje do kladnych hodnot. Teoreticky
by toto parametrické buzeni mohlo byt pfiCinou ztraty stochastické stability, avsak v reanych
podminkach tento jev patrné nenastane.

O platnosti zavérll naznatenych v predchozim odstavci svédGi take struktura a prakticke
vyhodnoceni rovnic pro matematicky stfed odezvy (17) a stochastické momenty (18). To se
tyka zejména zjevné nesymetrie vysledné hustoty pravdépodobnosti odezvy poCingje matema:
tickym stfedem. Nenulové jsou viditelné také vsechny liche momenty, které tuto nesymetrii
vyvolavgji. Pro zkoumanou soustavu druhého fadu maji sklon k zapornym hodnotam, coz vede
k praktickému zavéru prevahy kladnych vychylek nad zapornymi vzhledem k matematickému
stfedu. Naopak sudé momenty se soustfeduji spiSe do kladnych hodnot. To znamena zvySeni
absolutnich hodnot vychylek a niz8i rychlost zaniku jejich autokorelace. Respektovat kvadra
ticky Clen buzeni v rovnici (18) vede celkoveé k silng 3 nesymetrické odezve a je tfeba tento
Clen respektovat. Jeho zanedbani neni na bezpetné strané analyzy.

5. Zavéer

Zavedeni Kroneckerovy symboliky do FeSeni problému odezvy linearni soustavy polynomem

Sumu generovatelného linearnim filtrem na zakladé gaussovského bilého Sumu umoznilo vy-
tvorit kompaktni obecnou metodu sestaveni nahradniho linearniho systému. Tento proces |ze
tak zcelaformalizovat, popf. automatizovat. Zakladni vlastnosti vysledki odpovidaji dFivéiSim
zkugenostem a poznatklim. Ilustrativni priklad SDOF soustavy s aditivnim linearnim a kva-
dratickym nahodnym buzenim ukazuje pouzitelnost metodiky v praktickem pripadé. | kdyz
rozsah nahradni linearni soustavy miize byt znaény oproti soustavé ptivodni, prevod problému
na studium vlastnosti linearni soustavy, i kdyz s parametrickym buzenim, dava moznost vy-
uZivat znamé metody pro feSeni linearnich rovnic, snadné sestaveni FPK rovnice, posouzeni
stochastické stability ajeji Grovné, jakoz i odhadu konvergence stochastickych momentd.

Da se predpokléadat, Ze zavedeny aparat bude mozné efektivné pouZit i pfi analyze a feSeni
odezvy nékterych typli nelinearnich stochastickych rovnic. Problém prudkého vzriistu pottu
rovnic v nahradni linearni soustavé vsak zlistava. Nicméneé vyhody, které plynou z linearizace
problému bez jakéhokoli zjednoduSeni plivodni Glohy, jsou prevazujici.

Z hlediska fyzikanich aplikaci je tfeba zdlraznit, Ze respektovani kvadratickych, popr.
vy&ich ¢lenll buzeni mlize vest k citelnému zvySeni efektivni odezvy soustavy a nutnosti
prehodnotit styl vyhodnoceni G¢inkl nahodného zatizeni vzhledem k nesymetrii odezvy aztraté
jejiho gaussovského charakteru.

6. Podékovani

Autor dékuje Grantovée agentlife CR (grant & 103/02/0020) a vyzkumnému zaméru UTAM
AV0Z 2071913, zajejichz podpory vzniklatato préce. Text byl pofizen procesorem IATEX.



7. Literatura

Benfratello, S., Falsone, G., Muscolino, G. (1996) Influence of the quadratic term in the
alongwind stochastic response of SDOF structures. Engineering Structures, 18, pp.685-
695.

Bolotin, V.V. (1979) Random vibrations of elastic systems (in Russian). Nauka, Moscow.
Davenport, A.G. (1967) Gust loading factor. In: Jour. Struct. Div. ASCE, 93, pp.11-34.

Di Paola, M. (1988) Moments of non-linear systems. In: Proc. 5th ASCE Conference on
Probabilistic Methods in Civil engineering. Virginia Tech, Blacksburg, pp.285-288.

Di Paola, M., Falsone, G. (1997) Multiple times response statistics of MDOF linear sys-
tems excited by linearly parametric white noises and external excitations. Probabilistic
Engineering Mechanics, 12, pp.179-188.

Graham, A. (1981) Kronecker Productsand Matrix Cal culuswith Applications. EllisHorwood,
Chichester.

Grigoriu, M., Ariaratnam, S.T. (1988) Response of linear systemsto polynomials of Gaussian
processes. Jour. Applied Mechanics ASME, 55, pp.905-910.

[t0, K., McKean, H.P. (1965) Diffusion Processes and Their Sample Paths. Academic Press,
New York.

Muscolino, G. (1995) Linear systems excited by polynomia forms of non-Gaussian filtered
processes. Probabilistic Engineering Mechanics, 10, pp.35-44.

Naprstek, J. (1975) On non-linear transfer between random variable velocity of fluid motion
and frontal pressure on the bypassed cylindrical body. Acta Technica CSAV, 4, pp.479-494.

Naprstek, J. (1996) Stochastic exponential and asymptotic stability of simple non-linear sys-
tems. International Journal of Non-Linear Mechanics, vol.31, 5, pp. 693-705.

Naprstek, J. (2003) Real and Markov processes in stochastic systems. In: Proc. Dynamics of
Machines 2003 (I. DobiéS edt.). IT ASCR, Prague, pp.127-134.

Pugachev, V.S., Sinitsyn, I.N. (1987) Sochastic Differential Systems—Analysisand Filtering,
J.Wiley, Chichester.

Wong, E., Zakai, M. (1965) On the relation between ordinary and stochastic equations. Inter-
national Journal of Engineering Sciences, vol.3, 2, pp. 213-229.



