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Summary: The mathematical model of a vibrating mechanical system obtained
by modeling in finite elements method (FEM) should be consistent with data,
which follow from the experimental modal analysis (EMA). But real applications
confirm that this premise is not quite fulfilled. So it is necessary to modify the
FEM model so as the computed and measured modal data reciprocally
correspond. A target of this paper is to design a systematic procedure for
correction of the mathematical model based on the transfer function.

1. Uvod
Metoda koneénych prvkov (MKP) je atraktivhym prostriedkom modelovania vlastnosti
mechanickych sustav. Vysledky ziskané na zdklade matematického modelu vSak nie su
konzistentné s vysledkami ziskanymi experimentalne. Z uvedené¢ho vyplyva prirodzené snaha
korekcie parametrov matematického modelu tak aby bol v stulade s nameranymi tidajmi. Ako
vhodny indikator zhody sa €asto pouzivaji vypocitané respektive namerané vlastné uhlové
frekvencie a vlastné tvary sustavy. Konkrétna realizacia korekcie matematického modelu vSak
naraza na problémy suvisiace so zjednodusovanim pri modelovani mechanickej sustavy,
s chybami pri experimentdlnom urcovani spektralnych a modéalnych vlastnosti, na
nekompletnost’ nameranych modalnych tidajov a na zli podmienenostou uvedenej Glohy.
Ciel'om prispevku je navrhnuat’ iteraéni metodu pre korekciu matematického modelu, ktora
ako indikator zhody pouziva namerané frekvencné prenosy sustavy a ktord vyuziva
citlivostnu analyzu matice frekvenénych prenosov.

2. Matematicky model
Matematicky model mechanickej ststavy vytvoreny pomocou metddy konecnych prvkov
(MKP) je dany vektorovou diferenciadlnou rovnicou:

M i(t) + B vw(t) + Kv@) =f1), (1)

kde v() je g-rozmerny vektor vyjadrujici zovsSeobecnené vychylky hmot sustavy.
Koeficientové matice K, B, M st vo vSeobecnosti nesymetrické Stvorcové matice stupiia g
reprezentujuce zotrvacné, tlmiace a tuhostné parametre jednotlivych Casti sustavy, pri¢om
matica M je pozitivne definitna. Vektor f{?) je g-rozmerny vektor zovseobecnenych sil.
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Koeficientové matice:
K=Y ¢;Kg B=) y;Bg M= Z v; Mg, 2

st reprezentované hl'adanymi korekénymi koeficientmi ¢, v ;, v}, ktoré st funkciami chyb
v odhade konStrukénych parametrov a globalnymi elementovymi maticami Kgj, Bgj, Mgj,
ktoré reprezentuju spominané fyzikalne vlastnosti Casti ststavy.

Aplikovanim Fourireovej transformacie na rovnicu (1) dostaneme vzt'ah:

K+iwB-o’M) vio =flio), (3)
V(iw) = H(iw) fliw), 4)
Vi(iw) = Hu(i) fi(io), 5)

kde H(io) = {h((iw)} = {Hi(iw)} = (K +i o B - @’ M)" je matica frekvenénych prenosov
sustavy s prvkami Hj, ktoré vyjadruju frekvencny prenos sustavy medzi A-tym vstupom fi(i®)
aj-tym vystupom V;(iw). Vektor hx(iw)= (K + i o B - @ 2 M)’ e je tvoreny vektorom
odozviev — frekvencénych prenosov na jednotkovy k-ty vstup (ex je nulovy stlpcovy vektor
s jednotkou v k-tom riadku).

3. Priama metdoda korekcie
Rovnicu (3) mozno transformovat’ do tvaru:

K+iwB-o’M' hio =e,
Agen = Ky h(im)}, Apcry = {Bg; h(io)}, Ay = (Mg h(io)},
x(pj = {¢j}’ x(//j = {l//j},xuj = {UJ}’

— T
X =[x, x,,x,].

Ay = [Ang# io Aggy, -0 Ayoal, b = € . Ay x = by,
A ={Ay" ), b,=1{by"}", A x = by,
A={a,"}, b={b,'}", Ax=b, (5)

z ktoré mozno priamo ur€it’ hl'adané korekéné parametre ¢;, v, v; Musil (98).

Vo vseobecnosti uvedeny systém vypoctovych rovnic je nekonzistentny z dovodov chyb
pri modelovani (kone¢ny pocet stupiiov vol'nosti, modely tlmenia, linearizacia a pod.) a chyby
respektive technické obmedzenia pri merani. Navyse, ked’ze prvky vektora hi(iw,) sa urCuju
experimentdlne je prakticky nemozne urcit kompletne vsSetky prvky tohto vektora (je
prakticky nemozné merat’ vSetky stupne volnosti, ktoré ma model zostaveny pomocou MKP).
Tento problém sa rieSi vyuzitim metéd redukcie respektive expanzie pri ktorych sa
dopocitavaji  chybajice nezmerané prvky vektora Hhy(iw) na zaklade povodného
matematického modelu, ¢im sa vnasa d’alSia nekonzistentnost” do uvedeného systému. Potom
z rovnice (5) ur€ované korekéné parametre su zat'azené velkymi chybami a vedu k neredlnym
vysledkom.



4. Iteracna metoda korekcie

Vztah medzi prvkami matice frekvenénych prenosov akorekénymi parametrami je
nelinedrny. Linearizacia uvedeného vztahu vychadza z metodiky postupnych linearnych
aproximécii. Vektory naladenia I(p) a pozadovaného naladenia I' si tvorené analyticky
respektive experimentalne ur¢enymi prvkami vektora hy(iay), pricom stradnice obidvoch
vektorov spolu koreSponduji. Vektor ladiacich parametrov p je tvoreny korekénymi
parametrami ¢, ¥, v;. V blizkom okoli Startovacieho bodu py sa nahradi nelinedrna vektorova
funkcia /(p) vektorového argumentu p prvymi dvoma ¢lenmi Taylorovho radu Zeman (1988)

Il(p) = Upo)+ Lpo) (p - po), (6)

kde pre vo vieobecnosti obdiznikovii maticu ladenia (Jakobiho maticu) plati:

ol(p,) .

Lpy) = >

(7

Ked'ze vektor naladenia /(p) je tvoreny prvkami matice frekvencnych prenosov H(iw) = (K

Y~ oY . o
=.y! F. Y, potom matica ladenia méa tvar
X X

+iwB- o’ M aziroven plati

Friswell a Mottershead (1994):

K+ioB-w’ M)
op’

L(py =- H(ivy Hiio.

Vztah (6) je zaklad pre itera¢ny vypocet ladiacich a teda aj korekénych parametrov p;4;:

piv1=pit L(p)" [T -1(p)]. (©)
kde operator ()" reprezentuje pseudoinverziu matice.

5. Priklad

Uvazujme ohybové kmitanie, osadeného nosnika konStantnej Sirky b (obr. 1), ktorého
vlastnosti reprezentuji nespravne odhadnuté konstrukéné parametre hrubky ¢; a #, a namerané
frekvencné prenosové funkcie Hy(iw) a Hsy(iw). Tlmiace vlastnosti reprezentuje koeficient
vonkajsieho proporcionalneho timenia o (B = a M).
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Obr. 1. Model konstrukcie
Model uvedenej konstrukcie vytvoreny vyuzitim MKP ma 12 stupniov volnosti
a konstruk¢éné parametre z,; =4 mm a ¢4, = 6 mm pric¢om skutocna konstrukcia ma 24 stupnov
volnosti a konStrukéné parametre 7z; =41 mm a #z, = 58 mm.



Globalne elementové matice Kgj, Bgj, Mgj,vytvorené na zaklade MKP st funkciami
fyzikéalnych parametrov Inman (2000):

K¢j=2EJ;Ex, Bgi=apSiEy, Mg =pS;Ewy

Ebt]
KGj: 5 ! EI‘}, BGj=a,obtjEMj, MGj:,ObtjEMj

Potom korek¢éné parametre P, V) Uj su funkciami konstrukénych parametrov:

G Vit YT

2
L Ly Ly

a matica ladenia L(/t;, t,]") ma tvar:

OH(iw) OH(iw)

L([t, ") = [e es]" [ ] es,
ot, ot,
kde

. . 2

OH(iw) — _ Hfiay" OK+ioB—-0w" M) Hiio)™.
ot ot

oK Ebt; OB
— = N — =apbkEy, — =pbEy,
a, 2 o,  OPUEM o TPTEM

a ¢; je nulovy vektor s jednotkou v j-tom riadku.

Na obr. 2 je znazorneny priebeh zmeranych, odhadnutych ana zéklade korekcie
ziskanych frekven¢nych prenosov sustavy. Na obr. 3 je zndzorneny priebeh konStrukénych
parametrov pre jednotlivé iteracné kroky.



at f -
[H(w) | !
jk( @) ar i — exper. s
7r Mt e analit. =
6l o o o o korig. .
5
A F
3 -
2 -
1 -
ot , : T
o 50 100 150 200 250
@
w10
12+ .
[Hu(ew) / —— exper.
10 - A @ . ]
i L analit.
=18 [ o o o o Kkorig. 8

740 7B0 780 500 g20 540 560 550 Q00 920
w

[Hu(e) / . ; A ————  exper.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2420 2440 2460 2450 2500 2520 2540 2560 2580 2600
(4]

Obr. 2. Frekven¢né prenosy sustavy
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Obr. 3. Priebeh konStrukénych parametrov

5. Zaver

V uvedenom prispevku bola rieSena problematika korekcie matematického modelu na zéklade
nameranych prenosovych funkcii. Konstrukéné parametre su korigované pomocou iteracnej
metody, ktora vychadza z metodiky postupnych linearnych aproximadcii. Uvedeny pristup je
zalozeny na citlivostnej analyze matice frekvencnych prenosov. Procedira korekcie je
dokumentovana na priklade ohybového kmitania osadeného nosnika. Ziskané vysledky
naznacuju rychlu konvergenciu a dostatocnu presnost’ uvedenj ulohy korekcie matematického
modelu.
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