
 

 

 

 
 
 
 

SHOCK WAVE IN TWO-PHASE FLUID 
 

Ji�í Maxa, Vladimír Horák* 

 
Summary: There are formulated the fundamental laws of fluid mechanics for the 
one-dimensional unsteady state flow of two-phase fluid. The solution of the shock 
wave in two-phase fluid respects these fundamental laws of fluid mechanics and 
used computational method results from the course of Rayleigh and Fanno curves. 
The two-phase fluid speed of sound is solved with help of numerical derivation of 
pressure dependence on fluid density at constant entropy. 

Calculated state quantities of flow behind the shock wave in wet steam 
depend on the ratio of both phases, its dryness ratio (quality).  

Results of the shock wave solution are presented for the passage of the 
supersonic flow into subsonic flow in the mixing chamber.  
 

 

1. Úvod 

V technické praxi se setkáváme s celou �adou �asov� ustálených i �asov� neustálených 
p�ípad� proud�ní tekutin s rázovými vlnami.  

P�ípady �asov� neustáleného proud�ní tekutiny s rázovými vlnami m�žeme na základ� 
principu absolutnosti a relativnosti proud�ní – pomocí vhodn� volené unášivé rychlosti – 
p�evést na �asov� ustálené proud�ní tekutiny se stojící tlakovou vlnou.  

Tento model tvo�í základní 
p�ístup pro �ešení nespojitého 
proud�ní s nepohybující se tlakovou 
vlnou (viz obr. 1). Ur�ovací veli�iny 
stavu proudu p�ed stojící vlnou jsou 
dány: rychlostí cz, tlakem pz, 
m�rným objemem vz, teplotou Tz a 
Machovým �íslem Mz  v�tším než 
jedna. Ur�ovací veli�iny stavu 
proudu za stojící vlnou jsou: 
rychlost c, tlak p, m�rný objem v, 
teplota T a Machovo �íslo M menší 
než jedna. 
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Obr. 1.  Schéma nespojitého p�ípadu proud�ní 
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2. Formulace základních zákon� 

�ešení �asov� neustáleného proud�ní tekutiny s rázovými vlnami vychází ze základních 
zákonitostí daných: rovnicí stavu tekutiny, zákonem zachování hmotnosti, zákonem 
zachování pohybu a zákonem zachování energie.  

Uvedenou soustavu �ty� základních rovnic dopl�uje druhý zákon termodynamiky 
umož�ující podrobn�jší rozbor probíhajících stavových zm�n [1]. 

 

2.1 Rovnice stavu 

Pro popis stavového chování dvoufázové tekutiny se obvykle v technické praxi obvykle užívá 
grafická �i tabelární forma [4]. Rovnice stavu reprezentující vzájemnou závislost ur�ovacích 
veli�in stavu tekutiny – tj. tlaku p, m�rného objemu v a teploty T – má zobecn�ný tvar 

 ( ) 0=T,v,pF .    (1) 

Stavového chování dále determinuje i pot�ebné termodynamické funkce tekutiny: m�rnou 
vnit�ní energii u, m�rnou entalpii i, m�rnou entropii s. 

Vzájemná p�em�na fází v mokré pá�e p�i daném tlaku p a teplot� T  probíhá jako 
izobaricko-izotermický d�j 

 .. konstTakonstp == , (2) 

kdy se m�ní vzájemný pom�r kapalné a plynné fáze vyjád�ený suchostí x mokré páry. 

M�rný objem mokré páry v  lze ur�it na základ� sou�tu objem� kapalné a plynné fáze 
prost�ednictvím suchosti x vztahem 

 ( )´´´´ vvxvv −+= , (3) 

kde m�rné objemy syté kapaliny v´ a syté páry v´´ p�edstavují hodnoty na mezních k�ivkách,  
definovaných suchostmi x´ = 0 a x´´ = 1.  

M�rné objemy v´ a v´´ na mezních k�ivkách lze vyjád�it polynomickým analytickým 
vztahem v závislosti na tlaku p v obecném tvaru 

 ( ) ( )pfvap´fv́ ′′=′′= . (4) 

Závislost teploty T na tlaku nasycených par p vyjad�uje obecný vztah 

 ( )pfT = . (5) 

Hodnoty termodynamických funkcí mokré páry – m�rné vnit�ní energie u, m�rné entalpie 
i a m�rné entropie s – se ur�ují prost�ednictvím suchosti x na základ� aditivnosti 
termodynamických veli�in analogicky jako u m�rného objemu v, viz vztah (3). 

Rychlost zvuku a v mokré pá�e je ur�ována na základ� p�ímého využití defini�ního 
vztahu 
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který udává rychlost ší�ení slabých (infinitesimálních) tlakových rozruch� do klidného 
prost�edí. 

2.2 Zákon zachování hmotnosti 

Zákon zachování hmotnosti pro jednorozm�rové �asov� ustálené proud�ní tekutin s tlakovými 
vlnami je dán rovnicí spojitostí ve tvaru  
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kde hustota proudu tekutiny qm – daná podílem rychlosti proudu tekutiny c a m�rného objemu 
tekutiny v – z�stává konstantní. 

 

2.3 Zákon zachování pohybu 

Aplikace v�ty o zm�n� hybnosti, když výsledná vn�jší síla je povrchová tlaková sila, pro 
uvažovaný typ proud�ní vede ke vztahu 

 
.konstp

v
c

A
I

i P
P =+==

2

, (8) 

kde m�rný impuls proudu iP – daný sou�tem hybnostního toku tekutiny c2/v a tlakové sily p, 
vztažené na jednotkovou pr�to�nou plochu – z�stává konstantní. 

 

2.4 Zákon zachování energie 

Aplikace prvního zákona termodynamiky – s uvážením zákona zachování pohybu 
v energetickém vyjád�ení – vede k rovnici 
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kde celková m�rná energie tekutiny e je dána sou�tem m�rné kinetické energie c2/2 a m�rné 
entalpie i. Tento sou�et z�stává konstantní pokud se tekutin� z vn�jšku nep�ivádí žádná 
tepelná a ani mechanická energie. 

 

 2.5 Druhý zákon termomechaniky 

Druhý zákon termodynamiky dopl�uje výše uvedený komplex základních zákonitostí 
mechaniky tekutin a slouží k posouzení míry nevratnosti probíhajících stavových zm�n 
tekutiny. Pro uvažované �ešení platí  
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že m�rná entropie tekutiny se p�i �ešených tlakových vlnách nem�ní nebo roste. 
 
 
 



 

 

 

3. Rázová vlna v mokré pá�e 

Pro ideální plyn existuje obecné analytické �ešení výše uvedených rovnic, nap�. [ ]. U reálných 
plyn� a par však není možné formulovat obecné analytické �ešení vzhledem ke složitosti 
vyjád�ení jejich stavového chování a termodynamických vlastností. 

Základní zákonitosti dopln�né o druhý zákon termodynamiky popisují základní p�ípad 
proud�ní tekutiny se stojící rázovou vlnou, na které se nespojit� m�ní ur�ovací veli�iny stavu 
proudu tekutiny. �ešení rázové vlny plyne z algebraického �ešení t�í základních zákon� a 
rovnice stavu popisující chování dvoufázové tekutiny. Tyto se aplikují jednak pro základní 
proud dvoufázové tekutiny p�ed stojící rázovou vlnou, jednak pro proud mokré páry za touto 
vlnou. 

 

3.1 Základní rovnice pro �ešení 

Rovnice stavu v oblasti mokré páry, upravená do bezrozm�rového tvaru, je popsána 
rovnicemi 
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Bezrozm�rové vyjád�ení m�rné entalpie a m�rné entropie dvoufázové tekutiny je ve tvaru 
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Pro zákon zachování hmotnosti pak platí bezrozm�rový vztah 
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Zákon zachování pohybu, s uvážením rovnice (13), nabývá bezrozm�rový tvar 
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Bezrozm�rové vyjád�ení zákona zachování energie má po jednoduché úprav� tvar 
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 (15) 
Pro silné tlakové vlny (rázové vlny) v tekutinách platí, že rychlost proud�ní cz 

v základním proudu p�ed stojící rázovou vlnou je v�tší než rychlost zvuku az v tomto proudu. 
Platí tedy, že  

 zz ac ≥ , (16) 
a pro Machovo �íslo Mz tohoto základního proudu pak platí relace 
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Z druhého zákona termodynamiky pak pro silné tlakové vlny vyplývá nerovnost 

 0≥− zss , (18) 

tj. m�rná entropie tekutiny za rázovou vlnou roste. 

 

 3.2 Ur�ení rychlosti zvuku 

P�i ur�ování rychlosti zvuku a v mokré pá�e se vychází z defini�ního vztahu (6), který je 
pro numerické �ešení upraven do diferen�ního tvaru 
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Rozdíl tlak� �p = p – pd = ph – p se vhodn� volí mezi horní ph a dolní hodnotou pd  tlaku.  

Suchost mokré páry xh je pro horní hodnotu tlaku ph dána p�i stejné entropii vztahem   
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M�rný objem tekutiny vh  se pro horní hodnotu tlaku ph a suchost xh  ur�í ze vztahu 

 ( )hhhhh vvxvv ′−′′+′= , (21) 

kde hodnoty m�rných objem� vh´ a vh´´ na mezních k�ivkách jsou funkcí tlaku ph .  

Analogicky se pak ur�í m�rný objem vd  odpovídající dolní hodnot� tlaku pd  a dané 
suchosti xd. 

 

3.3 Rayleighova a Fannova a k�ivka 

Výpo�et ur�ovacích veli�in stavu proudu c, p, v, a i za rázovou vlnou vyplývá z �ešení 
soustavy �ty� základních rovnic, tj. stavové rovnice a t�í zákon� „zachování“: hmotnosti, 
pohybu a energie. Pro �ešení byl zvolen itera�ní zp�sob za pomocí graficko-po�etního 
stanovení Fannovy a Rayleighovy k�ivky [5], které vyjad�ují dv� r�zné závislosti m�rné 
entalpie i na m�rné entropii s proudící tekutiny. 

Rayleighova k�ivka p�edstavuje grafické znázorn�ní �ešení problému za použití t�í 
rovnic: stavové rovnice, zákona zachování hmotnosti a zákona zachování pohybu. P�i výpo�tu 
se volí rychlost c � cz a ur�í se tlak p ze zákona zachování pohybu (14) a m�rný objem v ze 
zákona zachování hmotnosti (13). Z rovnice stavu (11) se, p�i znalosti m�rného objemu v a 
tlaku  p, ur�í suchost tekutiny x. Znalost suchosti x a tlaku p umožní dále ur�it m�rnou entalpii 
i a m�rnou entropii s (12). 

Fannova k�ivka je dána �ešením rovnice stavu, zákona zachování hmotnosti a zákona 
zachování energie. Ze zvolené rychlost c se ur�í ze zákona zachování hmotnosti (13) m�rný 
objem v a ze zákona zachování energie (15) m�rná entalpii i jako funkce tlaku p a m�rného 
objemu v. M�rný objem v a m�rná entalpie i mohou být též ur�eny ze stavové rovnice (11) a 
(12) jako funkce tlaku p a suchosti x. Vylou�ením suchosti x z výše uvedených rovnic (11) a 
(12) obdržíme závislost m�rné entalpie i na tlaku p a m�rném objemu v.  



 

 

 

Tato popsané zp�soby ur�ení entalpie i v závislosti na tlaku p a m�rném objemu 
v poskytují výsledné �ešení úlohy p�i spln�ní jejich vzájemné rovnosti. Vhodnou iterací lze 
obdržet odpovídající hodnotu tlaku p a m�rného objemu v. Z rovnice stavu (11) se pak ur�í 
suchost tekutiny x. M�rná entropie s je dále ur�ena ze stavové rovnice (12) jako funkce tlaku p 
a suchosti x. Pro úplnost �ešení pak lze k vypo�teným ur�ovacím veli�inám stavu proudu za 
kolmou rázovou vlnou ur�it dále teplotu tekutiny T ze vztahu (5), rychlost zvuku a 
z diferen�ní rovnice (19) a z defini�ního vztahu (17) Machovo �íslo M. 

Obr. 2.  Rayleighova a Fannova k�ivka 
 

Pr�b�hy Rayleighovy a Fannovy k�ivky jsou uvedeny na obr. 2. �ešení ur�ovacích veli�in 
stavu proudu za kolmou rázovou vlnou je dáno v pr�se�íku obou k�ivek, kde jsou spln�ny 
podmínky pro platnost všech �ty� základních zákonitostí mechaniky tekutin. 

 

3.4 Graf bezrozm�rových závislostí 

P�i výpo�tu bezrozm�rových závislostí volíme Machovo �íslo Mz, tlak pz a suchost xz 
základního proudu páry p�ed rázovou vlnou. Z rovnice stavu (3) ur�íme m�rný objem vz jako 
funkce tlaku pz a suchosti xz. Analogicky se ur�í m�rná entalpie iz a m�rná entropie sz. 
Postupem uvedeným v �ásti 3.2 se ur�í rychlost zvuku az a z defini�ního vztahu (17) pro 
Machovo �íslo Mz pak rychlost proud�ní cz. 

Ze zákona zachování pohybu (14) ur�íme pom�r rychlostí c/cz, který je roven, dle zákona 
zachování hmotnosti (13), pom�ru m�rných objem� v/vz. Tento pom�r m�rných  objem� v/vz  
je funkcí tlaku pom�ru tlak� p/pz.   
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Ze zákona zachování energie (15) ur�íme pom�r m�rných entalpií i/iz jako funkci pom�ru 
rychlostí c/cz, respektive pom�ru m�rných objem� v/vz. Pom�r m�rných entalpií i/iz m�že být 
též ur�en ze stavové rovnice (12) jakožto funkce suchosti x. Tuto suchost x m�žeme vyjád�it 
jako funkci v/vz z rovnice (11). Úpravou obdržíme kvadratickou rovnici pro �ešení pom�ru 
m�rných objem� v/vz v závislosti na pom�ru tlak� p/pz a na veli�inách v‘,  v‘‘, p‘ a p‘‘ na 
mezních k�ivkách, které jsou funkcí tlaku p. Kladný ko�en pom�ru je pak funkcí pom�ru tlak� 
p/pz. 

Pom�r tlak� p/pz pak ur�íme itera�ním zp�sobem [2] pro podmínku, že rozdíl m�rných 
objem� v/vz ur�ených jednak ze zákona zachování pohybu (14), jednak ze zákona zachování 
energie (15) je nulový. Iteraci provedeme metodou p�lením interval� pro vhodn� volený 
interval pom�ru tlak� p/pz. 

Po stanovení pom�ru p/pz ur�íme další pom�ry c/cz, v/vz a i/iz z rovnic (14), (13) a (15). 
Suchost x je pak vypo�ítána z rovnice (11) a pom�r s/sz z rovnice (12). Postupem uvedeným v 
�ásti 3.2 se ur�í rychlost zvuku a, respektive pom�r a/az a z defini�ního vztahu (17) Machovo 
�íslo M. Pr�b�hy bezrozm�rových k�ivek na Machov� �ísle Mz pro dané xz  a pz, jsou uvedeny 
na obr. 3. 

 

Obr. 3.  Graf bezrozm�rových závislostí 
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4. P�íklad aplikace 

Pro prezentaci výsledk� �ešení rázové vlny v mokré vodní pá�e byl zvolen následují p�íklad: 

V potrubí, po smíšení vody a p�eh�áté páry, proudí mokrá vodní pára rychlostí cz = 190,8 
m.s-1 o tlaku pz = 10 000 Pa  a suchosti xz = 0,1. Tento nadzvukový proud p�echází v kolmé 
rázové vln� do proudu podzvukového. Další parametry základním proudu jsou: m�rný objem 
vz = 1,693 m3.kg-1, teplota Tz = 328,815 K, m�rná entalpie iz = 568 100 J.kg-1 a m�rná entropie 
sz = 1 558 J.kg-1.K-1. Rychlost zvuku a = 134,0 m.s-1 základního proudu p�ed rázovou vlnou 
byla ur�ena pro zvolený tlakový rozdíl  �p = 10 Pa. Machovo �íslo základního proudu je M = 
1,5 . 

Itera�ní �ešení poskytuje parametry proudu za rázovou vlnou: rychlost c = 107,9 m.s-1, 
tlak p = 19 340 Pa, m�rný objem v = 0,9577 m3.kg-1, m�rnou entalpii i = 580 500 J.kg-1, 
m�rnou entropii s = 1 653 J.kg-1.K-1, teplotu T = 338,858 K, a suchost x = 0,1024. 
 Rychlost zvuku, ur�ená pro tlakový rozdíl  �p = 10 Pa, je a = 134,0 m.s-1 a 
odpovídající Machovo �íslo je M = 0,8055. 
 
 

5. Záv�r 

V p�ísp�vku jsou formulovány základní zákony mechaniky tekutin pro jednorozm�rové 
�asov� ustálené nespojité proud�ní tekutiny. Je formulováno stavové chování mokré páry jako 
polynomická náhrada stavových veli�in na mezních k�ivkách pro vodu a vodní páru.  

�ešení silné tlakové (rázové) vlny vyplývá z  �ešení t�í zákon� zachování: hmotnosti, 
pohybu a energie, dopln�né rovnicí stavu. Výpo�et je proveden itera�ním �ešením za použití 
Rayleighovy a Fannovy k�ivky. Rychlost zvuku v mokré pá�e je ur�ena pomocí numerické 
derivace. Prezentovaný p�íklad výpo�tu rázové vlny je aplikován na p�echod nadzvukového 
proudu mokré páry v proud podzvukový ve sm�šovací komo�e.  

Výpo�et rázové vlny v mokré pá�e vykazuje ur�ité problémy pro Machova �ísla blížící se 
jedné a pro suchosti páry blížící se nule, kdy selhává numerická iterace a �ešení v t�chto 
oblastech proud�ní bude zasluhovat hlubší rozbor.  

Uvedené �ešení bylo popsáno pro oblast dvoufázové tekutiny, tedy pro suchost x 
v intervalu nula až jedna. Není tedy �ešen p�echod mokré páry v páru p�eh�átou. 
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