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SHOCK WAVE IN TWO-PHASE FLUID

Jifi Maxa, Vladimir Horak"

Summary: There are formulated the fundamental laws of fluid mechanics for the
one-dimensional unsteady state flow of two-phase fluid. The solution of the shock
wave in two-phase fluid respects these fundamental laws of fluid mechanics and
used computational method results from the course of Rayleigh and Fanno curves.
The two-phase fluid speed of sound is solved with help of numerical derivation of
pressure dependence on fluid density at constant entropy.

Calculated state quantities of flow behind the shock wave in wet steam
depend on the ratio of both phases, its dryness ratio (quality).

Results of the shock wave solution are presented for the passage of the
supersonic flow into subsonic flow in the mixing chamber.

1. Uvod

V technické praxi se setkdvdme s celou fadou casové ustdlenych i Casové neustdlenych

piipadl proudéni tekutin s rdzovymi vlnami.

Piipady Casové neustdleného proudéni tekutiny s rdzovymi vinami miiZeme na zdkladé
principu absolutnosti a relativnosti proudéni — pomoci vhodné volené unaSivé rychlosti —
pfevést na asove ustalené proudéni tekutiny se stojici tlakovou vinou.
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Obr. 1. Schéma nespojitého pripadu proudeéni

Tento model tvoii zdkladni
piistup pro feSeni nespojitého
proudéni s nepohybujici se tlakovou
vlnou (viz obr. 1). UrCovaci veliCiny
stavu proudu pied stojici vlnou jsou
dany: rychlosti ¢, tlakem p,,
mérnym objemem v,, teplotou 7, a
Machovym c¢islem M, vEétSim nez
jedna. Urc€ovaci veliiny stavu
proudu za stojici vlnou jsou:
rychlost ¢, tlak p, mérny objem v,
teplota 7" a Machovo ¢islo M mensi
neZ jedna.

" Doc. Ing. Jifi Maxa, CSc., doc. Ing. Vladimir Hordk, CSc.: Katedra letadel a motord, Fakulta
vojenskych technologii, Vojenska akademie v Brn€, Kounicova 65, 612 00 Brno; tel.:
+420.973.442749; E-Mail: jiri.maxa@vabo.cz, vladimir.horak @vabo.cz



2. Formulace zakladnich zakonu

ReSeni casové neustdleného proudéni tekutiny srdzovymi vlnami vychdzi ze zakladnich
zékonitosti danych: rovnici stavu tekutiny, zdkonem zachovdni hmotnosti, zdkonem
zachovani pohybu a zdkonem zachovani energie.

Uvedenou soustavu Ctyf zdkladnich rovnic dopliiuje druhy zdkon termodynamiky
umoziujici podrobnéjsi rozbor probihajicich stavovych zmén [1].

2.1 Rovnice stavu

Pro popis stavového chovani dvoufdzové tekutiny se obvykle v technické praxi obvykle uziva
grafickd Ci tabeldarni forma [4]. Rovnice stavu reprezentujici vzdjemnou zavislost urovacich
veli¢in stavu tekutiny — tj. tlaku p, mérného objemu v a teploty 7 — mé zobecnény tvar

F(p,V,T):() (1)

Stavového chovani dile determinuje i potfebné termodynamické funkce tekutiny: mérnou
vnitini energii #, mérnou entalpii i, mérnou entropii s.

Vzijemnd preména fazi v mokré pére pii daném tlaku p a teplot¢ 7 probiha jako
izobaricko-izotermicky d¢j

p =konst. a T =konst. ’ )

kdy se méni vzdjemny pomér kapalné a plynné faze vyjadieny suchosti x mokré pary.
M¢érny objem mokré pary v lze urcit na zdkladé souctu objemu kapalné a plynné faze

prostiednictvim suchosti x vztahem

v =v+x(v =) 3)

kde mérné objemy syté kapaliny v” a syté pary v*~ ptedstavuji hodnoty na meznich ktivkach,
definovanych suchostmi x"=0ax™ = 1.

M¢érné objemy v” a v*” na meznich kfivkach lze vyjadfit polynomickym analytickym
vztahem v zavislosti na tlaku p v obecném tvaru

vi=f(p) a v'=5"(p) 4)
Zavislost teploty T na tlaku nasycenych par p vyjadfuje obecny vztah
T=f(p) (5)

Hodnoty termodynamickych funkci mokré pary — mérné vnitini energie u, mérné entalpie
i a mérné entropie s— se urCuji prostfednictvim suchosti x na zdklad¢ aditivnosti
termodynamickych veli¢in analogicky jako u mérného objemu v, viz vztah (3).

Rychlost zvuku a v mokré péfe je urCovdna na zdkladé piimého vyuziti defini¢niho

vztahu
5
P v (6)



ktery udavad rychlost Siteni slabych (infinitesimdlnich) tlakovych rozruchti do klidného
prostiedi.

2.2 Zakon zachovani hmotnosti

Zakon zachovani hmotnosti pro jednorozmérové Casové ustalené proudéni tekutin s tlakovymi
vlnami je ddn rovnici spojitosti ve tvaru

c
q, =—==—=konst.
A , (7)
kde hustota proudu tekutiny ¢,, — dand podilem rychlosti proudu tekutiny ¢ a mérného objemu
tekutiny v — zistava konstantni.

2.3 Zakon zachovani pohybu

Aplikace véty o zmén¢ hybnosti, kdyZ vyslednd vnéjsi sila je povrchova tlakova sila, pro
uvazovany typ proudéni vede ke vztahu
I 2
ip =2 =S 4 p=konst.
A v , (8)

kde mérny impuls proudu ip — dany souctem hybnostniho toku tekutiny /v a tlakové sily p,
vztazené na jednotkovou prato¢nou plochu — zustava konstantni.

2.4 Zakon zachovani energie

Aplikace prvniho zdkona termodynamiky — s uvdZenim zdkona zachovéani pohybu
v energetickém vyjadieni — vede k rovnici
.
e:7+z=k0nst.

; ©)

P v 2 . . . P v V21 . P . 2 v 2
kde celkovd mérnd energie tekutiny e je ddna souctem mérné kinetické energie ¢“/2 a mérné
entalpie i. Tento soucet zustdvd konstantni pokud se tekutiné z vnéjSku nepfivadi Zadnd
tepelnd a ani mechanicka energie.

2.5 Druhy zakon termomechaniky

Druhy zékon termodynamiky dopliiuje vySe uvedeny komplex zdkladnich zédkonitosti
mechaniky tekutin a slouzi k posouzeni miry nevratnosti probihajicich stavovych zmén
tekutiny. Pro uvazované feSeni plati

ds :@20
T , (10)

Ze mérnd entropie tekutiny se pfi feSenych tlakovych vindch neméni nebo roste.



3. Razova vina v mokré paie

Pro idedlni plyn existuje obecné analytické feSeni vySe uvedenych rovnic, napft. [ ]. U redlnych
plynti a par vSak neni moZzné formulovat obecné analytické feSeni vzhledem ke sloZitosti
vyjadieni jejich stavového chovani a termodynamickych vlastnosti.

Zékladni zékonitosti doplnéné o druhy zdkon termodynamiky popisuji zdkladni piipad
proudéni tekutiny se stojici rdzovou vlnou, na které se nespojit€¢ meni urcovaci veli€iny stavu
proudu tekutiny. ReSeni rdzové viny plyne z algebraického feSeni tif zakladnich zdkont a
rovnice stavu popisujici chovéani dvoufazové tekutiny. Tyto se aplikuji jednak pro zdkladni
proud dvoufizové tekutiny pted stojici rdzovou vlnou, jednak pro proud mokré pary za touto
vinou.

3.1 Zakladni rovnice pro feSeni

Rovnice stavu v oblasti mokré pary, upravend do bezrozmérového tvaru, je popsdna
rovnicemi

P ronst. L = konst. lzv—{ux(v—"—lﬂ. (11)

pZ TZ VZ VZ v

Bezrozmérové vyjadreni mérné entalpie a mérné entropie dvoufazové tekutiny je ve tvaru

fefie] )
L, L, l a S, s, S . (12)

Pro zdkon zachovdni hmotnosti pak plati bezrozmérovy vztah

V. G, (13)

2
A {1—(iﬂ
pZ vaZ CZ . (14)

Bezrozmérové vyjadieni zdkona zachovdni energie ma po jednoduché dpravé tvar

. 2 2
Lo & 1—(£j
I, 2, c,

' ' ' (15)
Pro silné tlakové vilny (rdzové viny) v tekutinich plati, Ze rychlost proudéni c,

v zdkladnim proudu pied stojici rdzovou vinou je vétsi nez rychlost zvuku a, v tomto proudu.
Plati tedy, ze

C, Zaz’ (16)

a. 17)



Z druhého zdkona termodynamiky pak pro silné tlakové viny vyplyva nerovnost
S — SZ >0 , (18)

tj. mérnd entropie tekutiny za rdzovou vlnou roste.

3.2 Ur¢eni rychlosti zvuku

Pti urCovani rychlosti zvuku a v mokré pafe se vychdzi z defini¢niho vztahu (6), ktery je
pro numerické feSeni upraven do diferen¢niho tvaru

at = _VZ(ph — de
e (19)

Rozdil tlakt A4p = p — ps = pr — p se vhodné voli mezi horni p;, a dolni hodnotou p; tlaku.
Suchost mokré pary x;, je pro horni hodnotu tlaku p;, dana pfi stejné entropii vztahem

’
s—5),

xh = ’

Sp = Sh (20)
M¢érny objem tekutiny v, se pro horni hodnotu tlaku p, a suchost x;, urci ze vztahu

vV, = V/’l + X, (VZ _V/’l) 1)

b

kde hodnoty mérnych objemi v, ”a v;,”" na meznich kiivkach jsou funkci tlaku py, .

Analogicky se pak ur¢i mérny objem v; odpovidajici dolni hodnoté tlaku p; a dané
suchosti xg.

3.3 Rayleighova a Fannova a krivka

Vypocet urCovacich veli¢in stavu proudu ¢, p, v, a i za rdzovou vlnou vyplyva z feSeni
soustavy Ctyf zdkladnich rovnic, tj. stavové rovnice a tii zdkontl ,,zachovéani*: hmotnosti,
pohybu a energie. Pro feSeni byl zvolen iteracni zplisob za pomoci graficko-pocetniho
stanoveni Fannovy a Rayleighovy kiivky [5], které vyjadiuji dvé razné zdvislosti mérné
entalpie i na mérné entropii s proudici tekutiny.

Rayleighova kiivka piedstavuje grafické zndzornéni feSeni problému za pouZiti tii
rovnic: stavové rovnice, zakona zachovani hmotnosti a zdkona zachovani pohybu. Pii vypoctu
se voli rychlost ¢ < ¢, a ur¢i se tlak p ze zdkona zachovani pohybu (14) a mérny objem v ze
zékona zachovani hmotnosti (13). Z rovnice stavu (11) se, pfi znalosti mérného objemu v a
tlaku p, ur¢i suchost tekutiny x. Znalost suchosti x a tlaku p umozni déle ur¢it mérnou entalpii
i a mérnou entropii s (12).

Fannova krivka je dana feSenim rovnice stavu, zdkona zachovani hmotnosti a zdkona
zachovani energie. Ze zvolené rychlost ¢ se urc¢i ze zdkona zachovani hmotnosti (13) mérny
objem v a ze zdkona zachovani energie (15) mérna entalpii i jako funkce tlaku p a mérného
objemu v. Mérny objem v a mérnd entalpie i mohou byt téZ urCeny ze stavové rovnice (11) a
(12) jako funkce tlaku p a suchosti x. Vyloucenim suchosti x z vySe uvedenych rovnic (11) a
(12) obdrzime zavislost mérné entalpie i na tlaku p a mérném objemu v.



Tato popsané zpusoby urceni entalpie i v zdvislosti na tlaku p a mérném objemu
v poskytuji vysledné tfeSeni ulohy pti splnéni jejich vzdjemné rovnosti. Vhodnou iteraci 1ze
obdrZet odpovidajici hodnotu tlaku p a mérného objemu v. Z rovnice stavu (11) se pak urci
suchost tekutiny x. Mé&rn4 entropie s je ddle urCena ze stavové rovnice (12) jako funkce tlaku p
a suchosti x. Pro uplnost feSeni pak lze k vypoctenym urcovacim veli¢indm stavu proudu za
kolmou razovou vlnou urcit ddle teplotu tekutiny 7 ze vztahu (5), rychlost zvuku a
z diferencni rovnice (19) a z defini¢niho vztahu (17) Machovo ¢islo M.
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Obr. 2. Rayleighova a Fannova krivka

Priibéhy Rayleighovy a Fannovy kiivky jsou uvedeny na obr. 2. ReSeni uréovacich veli¢in
stavu proudu za kolmou razovou vlnou je ddno v praseciku obou kiivek, kde jsou splnény
podminky pro platnost vSech Ctyt zdkladnich zakonitosti mechaniky tekutin.

3.4 Graf bezrozmérovych zavislosti

Pfi vypoctu bezrozmérovych zavislosti volime Machovo ¢islo M,, tlak p, a suchost x,
zékladniho proudu péry pted rdzovou vlnou. Z rovnice stavu (3) ur¢ime mérny objem v, jako
funkce tlaku p, a suchosti x,. Analogicky se ur¢i mérnd entalpie i; a mérnd entropie s,.
Postupem uvedenym v Casti 3.2 se urci rychlost zvuku a, a z defini¢niho vztahu (17) pro
Machovo ¢islo M, pak rychlost proudéni c,.

Ze zékona zachovani pohybu (14) ur¢ime pomér rychlosti ¢/c,, ktery je roven, dle zdkona
zachovani hmotnosti (13), poméru mérnych objemt v/v,. Tento pomér mérnych objemu v/v,
je funkci tlaku poméru tlaka p/p..



Ze zakona zachovani energie (15) ur¢ime pomér mérnych entalpii i/i; jako funkci poméru
rychlosti c/c,, respektive poméru mérnych objemu v/v.. Pomér mérnych entalpii i/i, miiZe byt
téZ urcen ze stavové rovnice (12) jakoZto funkce suchosti x. Tuto suchost x miiZzeme vyjadfit
jako funkci v/v; z rovnice (11). Upravou obdrZime kvadratickou rovnici pro feSeni poméru
mérnych objeml v/v, v zavislosti na poméru tlakii p/p, a na veli¢inach v, v‘‘, p* a p*‘ na
meznich kfivkéch, které jsou funkei tlaku p. Kladny kofen poméru je pak funkci poméru tlaka
p/p=.

Pomér tlakl p/p, pak ur¢ime iteraénim zptisobem [2] pro podminku, Ze rozdil mérnych
objemt v/v, ur€enych jednak ze zdkona zachovani pohybu (14), jednak ze zdkona zachovani
energie (15) je nulovy. Iteraci provedeme metodou ptilenim intervalli pro vhodné voleny
interval poméru tlakt p/p..

Po stanoveni poméru p/p, uréime dals$i poméry c/c,, v/v, a i/i; z rovnic (14), (13) a (15).
Suchost x je pak vypocitdna z rovnice (11) a pomér s/s, z rovnice (12). Postupem uvedenym v
¢asti 3.2 se urci rychlost zvuku a, respektive pomér a/a, a z defini¢niho vztahu (17) Machovo
¢islo M. Priibéhy bezrozmérovych kfivek na Machové ¢isle M. pro dané x; a p,, jsou uvedeny
na obr. 3.
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Obr. 3. Graf bezrozmérovych zdvislosti



4. Priklad aplikace
Pro prezentaci vysledkt feSeni razové viny v mokré vodni pafe byl zvolen nésleduji piiklad:

V potrubi, po smiSeni vody a piehiaté pary, proudi mokrd vodni para rychlosti ¢, = 190,8
m.s™ o tlaku p, = 10 000 Pa a suchosti x, = 0,1. Tento nadzvukovy proud pfechézi v kolmé
razové vin¢ do proudu podzvukového. Dalsi parametry zdkladnim proudu jsou: mérny objem
v.=1,693 m’ kg, teplota T, = 328,815 K, m&m4 entalpie i, = 568 100 J.kg"' a m&rn4 entropie
s, =1558] .kg'l.K'l. Rychlost zvuku a = 134,0 m.s™ zdkladniho proudu pied rdzovou vinou
byla ur¢ena pro zvoleny tlakovy rozdil 4p = 10 Pa. Machovo ¢islo zédkladniho proudu je M =
LS.

Itera¢ni feSeni poskytuje parametry proudu za rdzovou vinou: rychlost ¢ = 107,9 m.s™,

tlak p = 19 340 Pa, mérny objem v = 0,9577 m>.kg", mérnou entalpii i = 580 500 J.kg™,
mérnou entropii s = 1 653 J.kg K, teplotu 7 = 338,858 K, a suchost x = 0,1024.

Rychlost zvuku, uréend pro tlakovy rozdil 4p = 10 Pa,jea=134,0m.s" a
odpovidajici Machovo ¢islo je M = 0,8055.

5. Zavér

V piispévku jsou formulovany zdkladni zdkony mechaniky tekutin pro jednorozmeérové
Casov¢ ustdlené nespojité proudéni tekutiny. Je formulovéano stavové chovani mokré pary jako
polynomicka ndhrada stavovych veli¢in na meznich kiivkach pro vodu a vodni paru.

Reseni silné tlakové (rdzové) viny vyplyvd z feSeni tii zdkond zachovani: hmotnosti,
pohybu a energie, doplnéné rovnici stavu. Vypocet je proveden iteracnim feSenim za pouZziti
Rayleighovy a Fannovy kfivky. Rychlost zvuku v mokré péie je urena pomoci numerické
derivace. Prezentovany piiklad vypoctu rdzové viny je aplikovan na pfechod nadzvukového
proudu mokré pary v proud podzvukovy ve sméSovaci komorte.

Vypocet razové viny v mokré pafe vykazuje urcCité problémy pro Machova cisla bliZici se
jedné a pro suchosti pary bliZici se nule, kdy selhdvd numerickd iterace a feSeni v téchto
oblastech proudéni bude zasluhovat hlubsi rozbor.

Uvedené fteSeni bylo popsdno pro oblast dvoufdzové tekutiny, tedy pro suchost x
v intervalu nula aZ jedna. Neni tedy feSen piechod mokré pary v paru piehiatou.
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