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Summary: Contribution deals with the application of the sparse direct solver in
methods of domain decomposition which are used for solution of large systems
of equations. The DP-FETI method is assumed and shortly described. The
classical LDLY factorization used in domain decomposition methods is based
on the skyline storage. The sparse direct solver is based on the compressed row
storage. The elimination graph is replaced by the quotient graph. The factor-
ization of the matrixz contains two phases, symbolic and real factorization. The
proposed application of the sparse direct solver reduces memory requirements
and leads to shorter CPU times.

1. Uvod

Reseni rozsghlych inzenyrskych a védeckych tloh numerickymi metodami vede na sous-
tavy algebraickych rovnic s mnoha nezndmymi. Jednim ze zpusobu efektivniho feSeni
takovych soustav jsou metody rozlozeni oblasti na podoblasti, nazyvané téz domenové
dekompozice. Metod rozlozeni oblasti na podoblasti je celd fada, proto se v tomto
piispévku uvazuji jen metody bez piekryvu (non-overlapping) a metody délici sit ko-
ne¢nych prvku (déli se diskretizovand tloha, ne spojitd formulace).

2. Metoda DP-FETI

DP-FETI je zkratka anglického ndzvu Dual-Primal Finite Element Tearing and In-
terconnecting. Metoda byla popsdna napi. v (Farhat a spol., 2001) a vychazi z metody
FETI, kde se zavadéji néktera vylepseni. Metoda bude popsana na mechanické tloze.
Rozdélenim oblasti na podoblasti vzniknou nové hranice a vSechny uzly je tfeba roztridit
na tzv. vnitfni a hranicni. V metodé DP-FETI se navic tiidi i hrani¢ni uzly na ro-
hové a zbyvajici. Vsechny nezndmé definované v rohovych uzlech (z celé konstrukce)
jsou umistény ve vektoru d. Ve zbyvajicich hrani¢nich uzlech se kvuli zajisténi spoji-
tosti definuji Lagrangeovy multiplikatory, které jsou umistény ve vektoru A. Pocet vSech
rohovych uzlovych neznamych je n., pocet vSech multiplikatoru je n,,.

Vektor uzlovych posunuti na j-té podoblasti je vyjadien ve tvaru

d; = E;d] + F;d9 (1)
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kde dg-r] obsahuje uzlova posunuti bez rohovych posunuti, E; a F; jsou lokaliza¢ni matice
a d!° je vektor vSech rohovych posunuti.

Funkciondl energie po diskretizaci ma tvar
m 1 -
=3 <§dejdj —df, + NG, d! 1) , 2)
J:

kde se celkova energie ziskava jako soucet pfispévku z jednotlivych podoblasti. Ve fun-
ciondlu je pouzito standardni oznaCeni: K je matice tuhosti, f; je vektor uzlovych
zatizeni a G je lokaliza¢ni matice. Dosazenim vyrazu (1) do funkcionalu energie (2) vede
na tvar

J
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Ve funciondlu (3) je m + 2 nezndmych vektori. Podminky stacionarity se ziskaji de-

rivovanim podle jednotlivych nezndmych. Podminka rovnovahy na j-té podoblasti ma
tvar

J
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jedna podminka pro vSechny rohové uzly ma tvar

oIl m . )
g = 2 (FIKE ]+ FIK,Fd - Fif;) =0 )
j=1
a podminka spojitosti je
o _ S~g.d
oA = 77

Vzhledem ke specidlnim tvarim matic

f-(1) ne()

maji maticové souciny z predchazejicich vztahu tvar

E'K,E; = K (8
ETK;F; = K/9FY, (9

FIK,E; = (F)"K, (10
FTK;F; = (FTKpY (11



a pro vektory plati

g
kde
f=ETf; . (13)
Vektor d! mize byt vyjadien na kazdé podoblasti ve tvaru
7 = (K7 (51— GIa— KyIR{ac) &

Pokud jsou rohové uzly zvoleny spravné, matice (K™)~! existuje. Po dosazeni (14) do

J
podminky (5) vychézi
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a po dosazeni do (6) vychézi
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Pro snadnéjsi manipulaci je zavedeno nasledujici oznaceni:

App = i(Fgc])TKgcc]F‘[jc]_i(Fgc])TKgcr](Kgrr])_lKg_rc]F‘[f]’ (7)
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S pouzitim zavedeného oznaceni maji podminky (15) a (16) tvar
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Rovnice (23) definuje redukovany problém, ve kterém se objevuji jen nezndmé definované
na hranici. Vektor rohovych neznamych d! mize byt vyjadien ve tvaru

d = —(Agg) " (=br — Aru ) . (24)

Opét plati, ze pro spravnou volbu rohovych uzli matice (Arg)~! existuje. Druhd rovnice
v (23) ma po dosazeni (24) tvar

(AMM + AMR(ARR)_IARM) A=by — Ayr(Agrr) 'br . (25)

Soustava rovnic (25) se fesi metodou sdruzenych gradienti, pro kterou se matice soustavy
nemusi sestavovat.

3. Ridky piimy Fesié

Necht' je dana soustava linearnich rovnic Az = b, kde A je matice odpovidajici
diskrétnimu linearnimu operatoru vychazejicimu z metody kone¢nych prvku. Tato mat-
ice je typicky Fidk4. Pokud je matice A symetricks, lze provést dekompozici A = LDLT,
kde D je diagonalni matice a L je dolni trojihelnikovd matice s jednickami na diagonale.
Dulezitym faktem je, ze L ma vice nenulovych hodnot nez A. V prubéhu piimého
chodu Gaussovy eliminace totiz nevyhnutelné dojde k jistému ¢aste¢nému zaplnéni matice
novymi nenulovymi hodnotami.

Obzvlasté zajimavym faktem vSak je to, ze rozsah zaplnéni piimo souvisi s primarnim
setfizenim neznamych v matici soustavy. Bézné teSiCe zalozené na ulozeni matice ve
formatu skyline se snazni minimalizovat zaplnéni umisténim vSech nenulovych hodnot do
profilu skyline. Jedna se vlastné o diagonalni pas proménné §itky, ktery by mél byt co
mozna nejmensi. Tento zpusob ulozeni vyzaduje pouze jedno celoéiselné pole uchovavajici
hodnoty vysky jednotlivych sloupcu. Hodnoty ve sloupcich jsou ulozeny jednoduse jako
vektory, coz umoznuje velmi efektivni béh vnitini smycky Gaussovy eliminace. Nicméné,
setiizeni matice s ohledem na minimadlni profil je obvykle néco jiného, nez setiizeni, které
vede na minimalni zaplnéni.

Resice zalozené na ulozeni matice ve formatu kompresovanych f4dki naopak umoziiuji
datovou strukturu, kterd vyzaduje uloZeni sloupcovych indexti nenulovych hodnot v kaz-
dém tadku. Také béh vnitini smycky je, narozdil od skyline, zatiZen jistou rezii spojenou
s kontrolou indexu. Od urcité velikosti ulohy se vsak za¢ne projevovat fadové mensi
mnozstvi nenulovych hodnot, coz vede k podstatné niz§im narokiim na pamét a vyrazné
redukci aritmetickych operaci s redlnymi ¢isly. Vysledkem je zna¢né urychleni faktorizace,
stejné jako nasledné zpétné substituce.

3.1 Symbolicka faktorizace

Nalezeni optimalniho setfizeni matice vzhledem k minimdalnimu zaplnéni je nanestésti
NP-iplny problém. Prakticky to znamend, ze pro hleddni optimélniho setiizeni s ohle-
dem na miniméln{ zaplnéni jsme nuceni pouzivat néjaké heuristické algoritmy. Ridky
piimy Fesi¢ pouziva algoritmus Approximate Minimum Degree (AMD), jak jej navrhli P.
Amestoy, T. A. Davis, a I. S. Duff v (Duff a spol., 1994).
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Obrézek 1: Rozdilné ulozeni pomoci kompresovanych sloupcu a skyline.
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Obrazek 2: Schéma vnitini smycky faktorizace na fidké matici.



Struktura nenulovych c¢isel v fidké symterické matici muze byt znazornéna jako ne-
orientovany graf G = (V, E), kde vrcholy V znézornuji jednotlivé nezndmé a hrany E
odpovidaji nenulovym hodnotam v jednotlivych fadcich. V prubéhu piimého chodu
Gaussovy eliminace se postupné z grafu odebiraji jednotlivé vrcholy a pridavaji se nové
hrany. Tyto nové pridané hrany odpovidaji zaplnéni. Ve snaze maximalné omezit vysledné
zaplnéni se vybira vzdy jako novy pivot ten vrchol, ktery ma v dany okamzik nejmensi
mnozstvi prilehlych hran.

Tento model faktorizace je zalozen na myslence elimina¢niho grafu. Neptijemn4d vlast-
nost tohoto pristupu tkvi v pfedem neodhadnutelném rustu spotiebované paméti spolu s
pomérné vysokymi ndaroky na pocet logickych operaci.

Kvocientni graf (quotient graph) nabizi lepsi variantu uloZeni nenulové struktury fidké
matice. Kvocientni graf G = (V,V, E, E) obsahuje mnozinu proménnych V (neode-
liminované vrcholy), mnozinu elementti V' (odeliminované vrcholy), mnozinu hran mezi
proménnymi E a mnozinu hran mezi proménnymi a elementy E.

Eliminaci jednoho vrcholu grafu vznikne ze vSech vrcholu jemu ptilehlych plné propo-
jeny podgraf (clique). Zatimco je tato struktura v elimina¢nim grafu reprezentovina
skute¢nym pfiddnim vSech hran (O(n?) zdznamu) v kvocientnim grafu jsou ulozeny pouze
piislusné vrcholy (O(n,) zdznami).

Kvocientni graf je usporna reprezentace elimina¢niho grafu. Zatimco eliminac¢ni graf
obsahuje monzinu Adj(i) vrcholi piilehlych k vrcholu ¢ explicitné, kvocientni graf vyza-
duje definici nésledujicich mnozin:

Ai={j:(,5) €e E} CV,

E={e:(i,e) e E}CV,
Le={i:(i,e) e E} C V.

Mnozina A; obsahuje vSechny proménné prilehlé k proménné i. Pouzitd notace na-
znacuje, 7ze A odpovida nenulovym hodnotdm v i-tém fadku matice A. &; je mnoZina
vSech elementu pfilehlych k proménné i. Mnozina L, obsahuje vSechny proménné piilehlé
k elementu e. Prvky této mnoziny souvisi s nenulovymi hodnotami ¢-tého fadku vysledné
matice L.

Pomoci téchto mnozin muzeme vyjadiit mnozinu Adjg (i) viech proménnych pfilehlych
k proménné i. Velikost |Adjg(¢)| mnoziny v8ech proménnych pfilehlych proménné i tizce
souvisi se skutecnym stupném promeénné .

Adja(i) = (AZ- v ﬁe) \ {i} . (26)

ec&;

Toto znamend, ze ostatni proménné jsou v kvocientnim grafu spojené s proménnou
7 bud piimo pfes mnozinu A;, nebo pres sjednoceni mnozin £, pro kazdy element z &;
ktery priléha k proménné .

Pomoci vzorce (26) se nalezne proménnd p € V minimalizujici |Adjs(p)|. Tato je
vybrana jako pivot. Nejprve je odstranéna z mnoziny V' a potom piidana do mnoziny V



for i=1 to n
for j=1 to i-1
A=Ay - AikA]Tk
A=A, — Y Ay Dy A,
for k=1 to i-1
Ay, = Ay Dy,

Tabulka 1: Algoritmus blokové LDL” faktorizace.

jakozto novy element. Pfi¢emz hrany vzdjemné spojujici proménné z mnoziny 4, jsou
odstranény jako nadéale zbytecné, nebot jejich propojeni je od nyni realizovano pies nové
zalozeny element p € V. Na zdkladé (26) je vytvofena novd mnozina L,. Ze vztahu
(26) téz plyne, ze vSechny elementy z monziny &, uz ted obsahuji duplicitni informace o
konektivité a jakozto zbyteéné jsou odstranény véetné vSech referenci na né. Odstranéné
elementy jsou absorbovany novym elementem p. Mnoziny A, a &, jsou zruSeny a algorit-
mus pokracuje hledanim nového pivotu.

Vysledna implementace AMD obsahuje jesté koncept superproménnych ¢ a odhad
horni meze stupné proménné. Superproménnd je mnozina navzajem nerozlisitelnych pro-
ménnych, pficemz ¢ a j jsou nerozlisitelné prave tehdy, kdyz Adje(i)U{i} = Adje(j)U{j}-
Oba piistupy dramaticky urychluji béh celého algoritmu.

Detailnéjsi popis celého algoritmu vyrazné presahuje ramec vymezeny tomuto textu a
lze ho nalézt napf. v (Duff a spol., 1994).

3.2 Ulozeni matice pomoci kompresovanych radku

Vzhledem k povaze nékterych fyzikalnich iloh popsanych metodou konec¢nych prvku
muzeme matici A ukladat jako blokové fidkou matici. Nenulovy vzor matice A je ovlivnén
konektivitou na trovni uzli sité a protoze v jednom uzlu sité muze byt m vzajemné
svazanych stupiiu volnosti, ma smysl uvazovat jednotlivé nenulové komponenty matice
jako bloky A;;[m x m].

Je-li urceno poradi, ve kterém se budou eliminovat jednotlivé nezndmé a je-li zndma
vyslednd struktura matice L, dekompozice matice se hleda ve tvaru :

A,y - AT I 0 Dy I .- L7,
N S COR (27)
Anl tee Ann L’IL]. T I Dnn O I

Croutuv algoritmus uvedeny v tabulce 1 provadi pozadvovanou dekompozici. Lze jej
odvodit ze vztahu (27) rozepsaného pro slozku A,;.

Na vstupu je symetrickd matice A, z niz je tfeba pouze jeji dolni polovina. Algoritmus
postupné upravuje jeji hodnoty tak, ze vysledkem je matice D na diagonale a v dolnim
trojihleniku je ulozena matice L. Coz lze schematicky naznacit takto:



skyline sparse direct

NSD | TNDOF SKY RED SKY || PNP pted RR | PNP po RR
2x2 | 115680 || 7 245 827 70 272 996 2 261 380
3x3 | 259 920 || 7 245 827 200 272 996 2 261 380
4x4 | 461 760 | 7 245 827 424 272 996 2 261 380

Tabulka 2: Pamétové naroky metody DP-FETI.

All Dll
14:21 A22 fak;to_ri,)zace L21 D22 . (28)
Anl An2 Tt Ann Lnl Ln2 Tt Dnn

Pii béhu tohoto algoritmu se nejvice ¢asu stravi pii pocitdni vyrazu SF<! AikA]Tk.
Zde se provadi souciny téch elementu, které jsou nenulové zaroven v i-tém a j-tém radku.
Vhodné implementace této smycky je proto nezbytnou ingredienci efektivniho fidkého
primého resice.

K dosazeni takové implementace je pouzito pomocné indexové pole délky n, do néjz
jsou docasné dekomprimovéany sloupcové indexy i-tého radku. Toto pole je vlastné in-
dexova tabulka obsahujici ukazatele na jednotlivé zaznamy sloupcovych indexi v poli
kompresovaného fadku. Pokud fadek neobsahuje sloupcovy index, je na jeho pozici hod-
nota -1.

Ovsem, tato rezie spojena s nepiimou adresaci dat pii faktorizaci na Fidké matici
miuze byt z velké ¢asti vykoupena blokovymi operacemi. Zde se vlastné jedna o ele-
mentarni operace s relativné malymi plnymi maticemi, jez mohou byt implementovany
velmi efektivné, jak s ohledem na paralelni zpracovani aritmetickych operaci, tak i s ohle-
dem na vyuziti vyrovndvaci paméti (cache).

4. Numerické priklady

Chovani metody DP-FETI s vyuzitim fidkého piimého teSice bude predvedeno na
deskové tloze definované na pravidelné oblasti rozdélené na pravidelné podoblasti. Vsude
je pouzita strukturovana sit kone¢nych prvki. Deska je modelovana Mindlinovou teorii.

Tabulka 2 obsahuje zakladni informace o feSeném problému. Ve sloupcich jsou po fadé
uvedeny tyto informace: pocet podoblasti, celkovy pocet neznamych v celé tloze, pocet
ulozenych prvki v matici na jedné podoblasti metodou skyline, pocet prvkia v matici
redukovaného problému, pocet ulozenych nenulovych prvku matice jedné podoblasti pred
spu§ténim Fidkého feSice a pocet ulozenych nenulovych prvkiu (PNP) matice jedné pod-
oblasti po probéhnuti fidkého fesice (RR).

Vypocetni casy metody DP-FETI jsou uvedeny v tabulce 3. Pro kazdy vypocet jsou
uvedeny dva ¢asy. Cas potfebny pro eliminaci vnitinich nezndmych a ¢as potiebny pro
feseni redukovaného problému. Prvni dvojice plati pro klasické vyuziti LDL” rozkladu



LDL" RR

NSD || ELIM | RED SYS || ELIM | RED SYS
2x2 15 37 11 21
3x3 15 61 11 33
4x4 16 90 11 23

Tabulka 3: Casové naroky metody DP-FETTI.

ve skyline, druhd dvojice plati pro LDL" rozklad vyuzivajici kompresovanych Fadki.
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