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Summary: Pseudospectra represent a recent global insight into spectral and
stability properties of the non-conservative dynamic systems with nonnormal
coefficient matrices of the mathematical models. Unfortunately, the numerical
computation of this regions in the complex plane is in general cases cumbersome
and tedious. The estimation of the resolvent norm exploiting only eigenvalues and
singular values of the matrix is investigated in this paper and two other
approximate techniques are presented.

1. Úvod

Chování dynamických systémů je charakterizováno zejména jejich spektrálními vlastnostmi,
kde imaginární část vlastních čísel matematického modelu reprezentovaného čtvercovou
maticí A  informuje o možných rezonancích a reálné části zobrazují míru stability. U
nesamoadjungovaných modelů (ať již odpovídají nesymetrickým koeficientovým maticím
nebo vznikly přechodem do stavovéno prostoru u nekonzervativních systémů) bude jejich
chování v okolí rezonancí složitější - [7, 15, 16]. Vlastní vektory již nebudou obecně
ortogonální a dokonce i řád pólu rezolventy může být větší než 1, v tomto případě je
koeficientová matice nediagonalizovatelná a vlastní vektory již netvoří úplnou bazi lineárního
prostoru ve kterém pracujeme, nutnou podmínkou je ovšem existence alespoň jednoho
násobného vlastního čísla. Navíc vzrůstá citlivost vlastních čísel a vektorů na malé změny
parametrů matematického modelu. Proto se v poslední době – [1, 2, 3], věnuje pozornost větší
oblasti komplexní roviny než je bodové spektrum lineárního operátoru – tzv. ε -
pseudospektru, tj. oblasti )(AεΛ , kde je spektrální norma rezolventy ||)(|| 1−−λ AI  větší než

0,/1 >εε . Tyto oblasti pak lépe umožňují příslušné matice charakterizovat a mají příznivější
vlastnosti při malých perturbacích. Na druhé straně, jejich výpočet (kdy musí být vyšetřovaná
oblast komplexní roviny pokryta dostatečně hustou bodovou sítí a v každém bodě λ  je
vypočtena spektrální norma ||)(|| 1−−λ AI  pomocí nejmenšího singulárního čísla matice

)( AI −λ ), je velmi pracný. V odborné literatuře se proto objevuje řada přibližných odhadů,
jejichž cílem je rozsah výpočtů zmenšit. Zde uvedeme přibližný horní odhad normy
rezolventy publikovaný v [1], který vychází ze znalosti všech vlastních a singulárních čísel,
ale nepracuje s vlastními (hlavními) vektory a nevyžaduje ani znalost Jordanovy struktury
matice A . Dále naznačíme postup, který jednoduše odhaduje řád pólů rezolventy a normu
komponentních matic. V další kapitole pak využijeme malé citlivosti ε -pseudospekter na
perturbaci vyšetřované matice a aplikujeme klasický program určující všechna vlastní čísla a
vlastní vektory pro diagonalizovatelné matice.
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2. Spektrum a pseudospektrum

Označme spektrum komplexní čtvercové matice n,nC∈A  jako )(AΛ  - množinu všech
vlastních čísel C∈λ ν  pro něž je matice

)( AI −λ ν ,

( I je jednotková matice řádu n), singulární. Potom je rezolventní funkce

1)( −−λ AI , (1)

definována pro všechna )(, AΛ∉λ∈λ C . Pro každé 0>ε  je pak ε -pseudospektrum
C⊂Λ ε )(A  matice A :

}||)(|||)(,{)()( 11 −−
ε ε≥−λΛ∉λ∈λ∪Λ=Λ AIAAA C . (2)

To znamená, že ε -pseudospektrum )(AεΛ  je množina bodů komplexní roviny, v nichž je
norma rezolventní funkce větší nebo rovna 1−ε , včetně bodů spektra (v nichž roste nade
všechny meze). Zřejmě platí, že 21pro)()(

21
ε<εΛ⊂Λ εε AA  a )()(lim

0
AA Λ=Λ ε→ε

.

Pracujeme zde výhradně se spektrální normou matice odvozenou z euklidovské normy
vektorů. Ekvivalentní definice popisuje )(AεΛ  jako množinu všech vlastních čísel
odpovídajících maticím, které vzniknou porušením A  maticemi, které jsou v normě menší
nebo rovny ε  :

}||||),(|{)( ε≤+Λ∈λ∈λ=Λ ε EEAA C (3)

a konečně poslední definice, vhodná pro numerický výpočet, využívá toho, že spektrální
norma matice – maximální singulární číslo, je rovna převrácené hodnotě nejmenšího
singulárního čísla matice k ní inverzní:

})(|{)( min ε≤−λσ∈λ=Λ ε AIA C , (4)

v níž se tedy obejdeme bez výpočtu inverzní matice k matici )( AI −λ .

I když je spektrum spojitou funkcí prvků matice, může být na její poruchy velmi citlivé – viz
[1, 16]. Na druhé straně, pro poruchovou matici ε<δ=||||, EE , platí:

)()()( EAAEA +Λ⊂Λ⊂+Λ δ+εεδ−ε (5)

tzn., že pseudospektrum )(AεΛ  se při „malých poruchách“ mění „málo“.

Pro matice normální ( HH AAAA = ) s  nr1,r ≤≤   různými vlastními čísly, tzn. i pro
všechny matice hermitovské a symetrické (s reálnými prvky) je určení pseudospekter
jednoduché:



!
r

1

],[)(
=ν

νε ελ=Λ BA , (6)

kde }|||{],[ ε≤λ−λ∈λ=ελ νν CB  jsou kruhy se středy νλ  o poloměrech ε  . Normálním
maticím přísluší úplná soustava (tvořící bazi n-rozměrného prostoru) vlastních vektorů, navíc
ortogonálních. Existuje řada přístupů, jak charakterizovat odchylku dané matice od
„normality“ a pokusit se tak předpovědět, jak dalece se bude její pseudospektrum lišit od výše
uvedeného jednoduchého sjednocení kruhů. Přirozenou mírou odchylky od normality je

||||
|||| HH

A
AAAA − . (7)

Pomocí Schurova rozkladu matice A  :   IUUUTUA == HH ,  , s horní trojúhelníkovou
maticí T  , lze definovat odchylku od normality jako

||||
||)(Diag||

A
TT −  . (8)

Protože v případě normální matice A  je matice T  diagonální, je tento poměr nulový
v případě matice normální. Nevýhodou Schurova rozkladu je, že není jednoznačný a pokud
budeme v posledním vztahu uvažovat infimum ze všech Schurových rozkladů, budeme mít
potíže s jeho určením. Dosud jsme vycházeli z vlastností matice A  jako takové, další
charakteristikou její odchylky od normality může být míra toho, jak se její vlastní vektory
odlišují od vektorů ortogonálních – pomocí čísla podmíněnosti ||||||||)( 1−⋅=κ VVV  modální
matice V , jejíž sloupce jsou vlastní vektory. Poslední číslo navíc udává, že vlastní čísla
matice EA +  se od vlastních čísel matice výchozí liší maximálně o  ||||)( EV ⋅κ :

||||)(|)()(| EVEAA ⋅κ≤+λ−λ . (9)

Jak bude jednotlivé vlastní číslo νλ  matice A  citlivé na její poruchy, lze odhadnout
z velikosti jeho čísla podmíněnosti ||1)( Hvw=λκ ν , kde 1||||||||,, == νννν wvwv  je
pravostranný, levostranný vlastní vektor matice A . V případě, že matice A  je normální, je

1)( =κ V  a pro „symetrické“ vlastní řešení νν = wv  máme 1)( =λκ ν . Výše uvedené odhady
pracující s vlastními vektory předpokládají diagonalizovatelnou matici A .

Bohužel žádná z uvedených charakteristik neposkytuje vyčerpávající odpověď na to, jak
pseudospektrum určit (resp. jak poznat nakolik se liší od „jednoduchého“ případu pro matice
normální) a tím je pak podtržen význam jejich numerického výpočtu resp. odhadu.
V teoretických i numerických úvahách má význam i úzký vztah tzv. Rayleigho oblastí
(Numerical range) a pseudospekter - [2]. Nejjednodušší postup pro získání prvé informace o
velikosti ε -pseudospektra, je zvolit řadu perturbačních matic ε=∈ ||||,n,n EE C  a
v komplexní rovině zobrazit vlastní čísla matic )( EA + , tzn. vycházet z definice (3). Často se
používá i definice (4). O tom, že numerickému výpočtu pseudospekter je v poslední době
věnována v odborné literatuře značná pozornost, svědčí uvedený seznam prací, např. [1-3],
[8-14] s desítkami různých metod a postupů. Zde se budeme zabývat pouze třemi, méně
známými, přístupy.



3. Odhad normy rezolventy (V.B. Lidskij, V.I. Macaev, I.C. Gohberg, M.G. Krejn)

Zajímavý odhad spektrální normy rezolventy, který vychází jen ze znalosti vlastních a
singulárních čísel matice A  byl publikován nejprve v pracech [4, 5], upraven v [6] a pro
případ konečné dimenze publikován v [1]. Jde o horní odhad, s velmi dobrými vlastnostmi
pro matice s velkými odchylkami od normality a pro matice nediagonalizovatelné.

Nechť n,nC∈A  má vlastní, singulární čísla n...,,2,1j,, jj =σλ . Pokud je 1σ  nejmenší
singulární číslo, pro n...,,2,1j,, j =λ≠λ∈λ C  platí pro spektrální normu rezolventy, že

( ) ∏∏
==

− λ−λσ+λ≤−λ
n

1j
j

n

2j
j

1 ||||||)(|| AI . (10)

Důkaz tvrzení je poměrně dlouhý a využívá tří pomocných vět, jeho hlavní myšlenky jsou
uvedeny v Dodatku.

4. Odhad řádu pólů rezolventy a norem komponentních matic

Lze ukázat – [17], že v obecném případě můžeme rezolventu zapsat ve tvaru:

∑∑
νγ

=γ
γ

ν

γν

=ν

−

λ−λ
=−λ

1

,
r

1

1

)(
)(

Z
AI , (11)

kde komponentní matice n,n
, C∈γνZ  jsou jednoznačně definované, nr1 ≤≤ označuje počet

vzájemně různých vlastních čísel a n1 ≤γ≤ ν  je maximální řád „Jordanovy submatice“ s
)1( −γν  jedničkami v superdiagonále odpovídající vlastnímu číslu νλ . V blízkém okolí

spektra (vlastního čísla νλ ) je pak 1)( −−λ AI   resp.  ||)(|| 1−−λ AI  přibližně dána

jednoduchou funkcí 
νγ

νλ−λ )(
1  a komponentní maticí 

νγν ,Z (která na λ  nezávisí) resp. jejich

absolutními hodnotami a normou. Pro dynamické systémy s vesměs různými )nr( =
vlastními čísly νλ  ),1( ν∀=γν  musí být koeficientová matice A  diagonalizovatelná a
rezolventa se zjednoduší:

∑
=ν ν

ν−

λ−λ
=−λ

n

1

1)( ZAI . (12)

Určení komponentních matic v případě, kdy matice A  není diagonalizovatelná je většinou
delikátní numerický problém. Pokusíme se proto strukturu matice A  a zejména řád pólů
odpovídající násobným vlastním číslům odhadnout jiným způsobem. Určíme, resp.
odhadneme νλ  s možnou algebraickou násobností νp  a v jeho malém okolí (na přímce, která
tímto bodem prochází) vyšetřujeme chování funkce ||)(|||| 1−γ

ν −λ⋅λ−λ AI  pro

ν=γ p...,,2,1  . Předpokládejme nejprve, že máme k dispozici všechna vlastní čísla matice A
(určená např. v Matlabu programem )(eig A ), která jsme schopni rozdělit na vlastní čísla
věrohodně od sebe různá a ta, která považujeme za násobná, např. 

νννν λλλ p21 ...,,,  taková, že



ννν =ε<<λ−λ p,...,2,1k,j,|| kj .

Reprezentujeme je „průměrným vlastním číslem“

∑
ν

=
ν

ν
ν λ=λ

p

1j
jp

1

o algebraické násobnosti νp  a budeme se snažit aproximovat rezolventu 1)( −−λ AI  v malém
okolí νλ . Dále zvolíme na přímce procházející νλ  několik bodů ν=λ k,...,2,1k,k  tak, že

ννν=ν =λ−λ>λ−λ>>
ν

k,...,2,1k,||max||1 jp,...,2,1jk ,

vypočteme příslušné rezolventy 1
kk )()( −−λ=λ AIR  a vyšetřujeme nejprve chování hodnot

||)(||||b kkk λ⋅λ−λ= γ
ν R   pro ν=γ p...,,2,1  . Pro νγ=γ , kde νγ  je řád pólu odpovídající

νλ , budou kb  vykazovat nejmenší závislost (např. pomocí jednoduché regrese) na k a
odhadneme komponentní matici

)()( kk, λ⋅λ−λ≈ ν

ν

γ
νγν RZ . (13)

Komponentní matice 
νγν ,Z  odpovídající (maximálnímu) řádu pólu je pro charakteristiku

chování rezolventy v blízkém okolí νλ  nejdůležitější. Pokud to ovšem přesnost výpočtů a
rozložení vlastních čísel dovolí, můžeme se pokusit i o odhad dalších komponentních matic

νγν γ<γ≤1,,Z   -  iteračním způsobem, vyšetřením hodnot

νγ
ν

γν−γ
ν =

λ−λ
−λ⋅λ−λ=

ν

νν k,...,2,1k,||
)(

)(||||b
k

,
k

1
kk

Z
R (14)

a komponentní matici 1, −γν ν
Z  odhadneme jako v předchozím případě. S ohledem na charakter

funkce νγ
ν

γ=γ
λ−λ

,...,2,1,
||

1

k

 může být při určení komponentní matice 1, −γν ν
Z  výhodnější

zvolit nové body k
~λ , vzdálenější od νλ  (aby příspěvky odpovídající funkcím 

νγ
νλ−λ )~(

1

k

byly eliminovány nejen odečtením 
ν

ν

γ
ν

γν

λ−λ )~( k

,Z
, ale i „menším“ 

νγ
νλ−λ |~|

1

k

 pro „větší“

νγ
νλ−λ |~| k ), pochopitelně tak, aby se k

~λ  „příliš nepřiblížily“ ke zbývajícím vlastním číslům
ν≠σλ σ ,  matice A .

Pseudospektrum )(AεΛ  pak odhadujeme pomocí

!
r

1
,)(

=ν
νεε Λ≈Λ A , (15)

kde }
||
||||

|,{ 1

1

,
,

−
γ

=γ
γ

ν

γν
νννε ε≥

λ−λ
λ≠λ∈λ∪λ=Λ ∑

ν Z
C .



5. Použití klasického programu pro vlastní rozklad

Použijeme klasický program (např. )(eig A , MATLAB) pro úplný vlastní rozklad
diagonalizovatelné matice, který v případě, že matice n,nC∈A  nebude diagonalizovatelná,
vlastně rozloží (nejčastěji rozštěpením násobných vlastních čísel) blízkou matici jednoduché
struktury n,n~ C∈A : ΛΛΛΛXXA ≈~ , kde ΛΛΛΛ je diagonální matice řádu n a n,nC∈X  je matice
odpovídajících vlastních vektorů. Pro poruchovou matici ε<δ=||||, EE  totiž platí (5):

)()()( EAAEA +Λ⊂Λ⊂+Λ δ+εεδ−ε

a pokud bude δ  malé s ohledem na námi uvažované ε , bude )(AεΛ  uspokojivě
aproximováno i v tomto případě.

Velikost normy ||)(|| 1−−λ AI  aproximuje ||)(|| 11 −−−λ XIX ΛΛΛΛ , za předpokladu, že budeme
schopni matici X  invertovat. Přitom je nejprve nutno ověřit, zda je hodnota

||||
||||

XA
XXA ΛΛΛΛ− (16)

vyjadřující dosaženou relativní kvalitu vlastního rozkladu matice A  dostatečně malá a
zejména zda číslo podmíněnosti ||||||||)( 1−⋅=κ XXX  nedosahuje hodnot, kdy nebude již
výpočet inverzní matice k matici X  věrohodný. V opačném případě bude nutno zvolit
vhodnou perturbační matici n,nC∈E  s malou normou |||| E  (generovanou např. jako
diagonální) a postup vlastního rozkladu opakovat pro matici )( EA +  a násobná vlastní čísla
výchozí matice A  tak rozštěpit předem.

Pseudospektrum )(AεΛ  pak odhadujeme s ohledem na tvar rezolventy pro
diagonalizovatelnou matici (12) buď „horním odhadem“

}
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|||||n...,,2,1,,{}...,,{)( 1
n

1
n1

−

=γ ν

ν
νε ε≥

λ−λ
=νλ≠λ∈λ∪λλ⊂Λ ∑ ZA C (17)

nebo podobně jako v předchozím případě, kdy

!
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1
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=ν
νεε Λ≈Λ A , (18)

kde }
||

|||||,{ 1
,

−

ν

ν
νννε ε≥

λ−λ
λ≠λ∈λ∪λ=Λ ZC .

Je ovšem zřejmé, že výše uvedeným postupem, založeným na použití programu pro vlastní
rozklad diagonalizovatelné matice budeme moci aproximovat )(AεΛ  v případě
nediagonalizovatelné matice A  jen pro „dostatečně velká ε “, tak aby byla splněna podmínka

ε<δ=|||| E .



Dodatek - Odhad spektrální normy rezolventy (V. B. Lidskij, V. I. Macaev, I. C. Gohberg,
M. G. Krejn)

Nechť matice n,nC∈A  má vlastní, singulární čísla n...,,2,1j,, jj =σλ . Pokud je 1σ
nejmenší singulární číslo , pro n...,,2,1j,, j =λ≠λ∈λ C  platí následující odhad spektrální
normy rezolventy

∏

∏
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=−

λ−λ

σ+λ
≤−λ n

1j
j

n

2j
j

1

||

)||(
||)(|| AI .

Poznámka. Zde uvedený tvar nerovnosti koriguje tiskové chyby v pracech [1, 6] a zahrnuje i
případ 0=λ , kdy přechází v rovnost:
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=
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1

1 ||1|||| A ,

která je přímým důsledkem Weylovy věty resp. výpočtu absolutní hodnoty determinantu
matice vyjádřené pomocí vlastního a singulárního rozkladu
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Pro 0≠λ  platí ||)1(||
||
1||)(|| 11 −−

λ
−⋅

λ
=−λ AIAI  a s výše uvedenou větou je ekvivalentní

následující tvrzení.

Lemma. S dříve zavedeným označením platí, že
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Předtím, než naznačíme základní myšlenky důkazu poslední nerovnosti podle [6], uvedeme 3
pomocné věty.

Lemma 1. Nechť matice n,nC∈A  a vektory n, C∈yx . Pokud singulární čísla seřazujeme
v neklesajících posloupnostech ( n21 ... σ≤≤σ≤σ ), platí – [1], že

1n...,,2,1j),()( 1j
H

j −=σ≤+σ + AyxA .

Změníme-li tedy výchozí čtvercovou matici A  o libovolnou matici hodnosti 1, budou
singulární čísla nové matice omezena shora singulárními čísly matice výchozí o jednotku
vyššími, jinak řečeno, 1n −  nejmenších singulárních čísel změněné matice bude shora
omezeno 1n −  největšími singulárními čísly matice původní.



Lemma 2. Nechť I  je jednotková matice řádu  n  a  n, C∈yx . Potom

xyyxI HH 1)(Det +=+  .
Důkaz. Zřejmě platí, že
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a podle pravidla o determinantu součinu matic dostáváme tvrzení Lemmy 2.

Lemma 3. Nechť n,nC∈B  má vlastní, singulární čísla n...,,2,1j,, jj =σλ seřazené
v posloupnosti ||...|||| n21 λ≤≤λ≤λ , n21 ... σ≤≤σ≤σ . Potom pro 0>τ  platí – [1]:

n...,,2,1k,)1(|)|1(
n

1knj
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j =στ+≤λτ+ ∏∏

+−=+−=

.

Důkaz. Vychází se z Weylovy nerovnosti

n...,,2,1k,||
n

1knj
j

n

1knj
j =σ≤λ ∏∏

+−=+−=

která je pro 0>τ  upravena do tvaru

n...,,2,1k,)1(|)|1(
n

1knj
j

n

1knj
j =στ+≤λτ+ ∑∑
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což je ekvivalentní výchozí nerovnosti.

Důkaz Lemmy. Spolu s n,nC∈A  definujme matici

H
1 yxAA ρ+= ,

kde 0>ρ  a 1|||||||| == yx .

Podle Lemmy 3 (položíme-li v ní nk = ) platí pro všechna C∈µ

∏∏
==

σ⋅µ+≤λ⋅µ+
n

1j
1j

n

1j
1j ))(||1(|))(|||1( AA

a zřejmě platí i odhad
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===
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n

1j
1j

n

1j
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n

1j
1j1 ))(||1(|))(|||1(|))(1(||)(Det| AAAAI .

Podle Lemmy 1 pro singulární čísla (seřazená v neklesající posloupnosti) matic AA a1  platí

nj2),()( j11j ≤≤σ≤σ − AA

a s ohledem na známý odhad normy součtu dvou matic bude



ρ+=ρ+≤ρ+= |||||||||||||||||||| HH
1 AyxAyxAA

protože pro 0>ρ  a 1|||||||| == yx  je ρ  jediným (maximálním) nenulovým singulárním
číslem odpovídajícím levostrannému, pravostrannému singulárnímu vektoru yx,  a

ρ+σ≤σ )()( n1n AA .
Výraz
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jsme odhadli shora.

Výsledkem je odhad
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Navíc podle Lemmy 2 platí, že

xAIyyxAII 1HH1 )(1))((Det −− µ−µρ−=µ−µρ−

a s ohledem na poslední nerovnost píšeme
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Limitní přechod +∞→ρ  vede na nerovnost
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Pokud nyní v poslední nerovnosti, která platí pro libovolné vektory 1||||||||s, == yxyx ,
zvolíme za yx,  pravostranný, levostranný singulární vektor odpovídající maximálnímu
singulárnímu číslu matice 1)( −µ− AI , bude ||)(|||)(| 11H −− µ−=µ− AIxAIy  a když

položíme 
λ

=µ 1  dostáváme požadovanou nerovnost Lemmy.

Poděkování.  Práce vznikla v rámci Cílového projektu AV ČR č. S2076301.



6. Závěr

Všechny tři výše uvedené postupy aproximativního určení pseudospekter mají společnou
vlastnost v tom, že pro nediagonalizovatelné matice nevyžadují znalost jejich Jordanovy
struktury, ale pouze (přibližnou) informaci o jejich spektru. V prvém odhadovém vzorci je
informace o struktuře matice nahrazena znalostí singulárních čísel, což je výhodné zejména
pro matice s velkou odchylkou od normality. Další dva postupy jsou založeny na tom, že je
použit klasický program pro řešení problému vlastní hodnoty diagonalizovatelné matice.
Rozdíl je v tom, že v kapitole 4. z  vlastních čísel, která se od sebe liší v rámci numerické
přesnosti použitého programu „uměle“ vytváříme vlastní čísla násobná (a stanovíme řád pólů
rezolventy a posléze i odhadneme její strukturu pomocí komponentních matic), zatímco
v kapitole 5. postupujeme obráceně, tak abychom mohli pracovat s blízkou maticí jednoduché
struktury a využíváme toho, že matice blízké mají blízká pseudospektra.
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