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APPROXIMATE COMPUTATIONS OF PSEUDOSPECTRA
J. Kozanek*

Summary: Pseudospectra represent a recent global insight into spectral and
stability properties of the non-conservative dynamic systems with nonnormal
coefficient matrices of the mathematical models. Unfortunately, the numerical
computation of this regions in the complex plane is in general cases cumbersome
and tedious. The estimation of the resolvent norm exploiting only eigenvalues and
singular values of the matrix is investigated in this paper and two other
approximate techniques are presented.

1. Uvod

Chovani dynamickych systémi je charakterizovano zejména jejich spektralnimi vlastnostmi,
kde imagindrni cast vlastnich Cisel matematického modelu reprezentovaného ctvercovou
matici A informuje o moZznych rezonancich a redlné Casti zobrazuji miru stability. U
nesamoadjungovanych modelt (at’ jiz odpovidaji nesymetrickym koeficientovym maticim
nebo vznikly prechodem do stavovéno prostoru u nekonzervativnich systému) bude jejich
chovani v okoli rezonanci slozitéjsi - [7, 15, 16]. Vlastni vektory jiz nebudou obecné
ortogonalni a dokonce i fad polu rezolventy mulze byt vétsi nez 1, vtomto piipade je
koeficientova matice nediagonalizovatelna a vlastni vektory jiz netvoii tplnou bazi linearniho
prostoru ve kterém pracujeme, nutnou podminkou je ovSem existence alespon jednoho
nasobného vlastniho ¢isla. Navic vzrustéd citlivost vlastnich ¢isel a vektori na malé zmény
parametri matematického modelu. Proto se v posledni dobé — [1, 2, 3], vénuje pozornost vetsi
oblasti komplexni roviny nez je bodové spektrum linedrniho operatoru — tzv. €-

pseudospektru, tj. oblasti A (A), kde je spektrélni norma rezolventy || (Al - A)™ || vé&tsi nez

v

1/¢€, € >0. Tyto oblasti pak 1épe umoziuji piislusné matice charakterizovat a maji piiznivé;si
vlastnosti pfi malych perturbacich. Na druh¢ strané, jejich vypocet (kdy musi byt vySetfovana
oblast komplexni roviny pokryta dostate¢né hustou bodovou siti a v kazdém bodé A je
vypoctena spektrdlni norma || (AI-A)™' | pomoci nejmensiho singularniho &isla matice
(AI—=A)), je velmi pracny. V odborné literatuie se proto objevuje fada piibliznych odhadd,
jejichz cilem je rozsah vypocth zmenSit. Zde uvedeme piiblizny horni odhad normy
rezolventy publikovany v [1], ktery vychazi ze znalosti vSech vlastnich a singularnich ¢isel,
ale nepracuje s vlastnimi (hlavnimi) vektory a nevyzaduje ani znalost Jordanovy struktury
matice A . Ddle nazna¢ime postup, ktery jednoduse odhaduje tad poli rezolventy a normu
komponentnich matic. V dalsi kapitole pak vyuzijeme malé citlivosti €-pseudospekter na
perturbaci vySetfované matice a aplikujeme klasicky program urcujici vSechna vlastni Cisla a
vlastni vektory pro diagonalizovatelné matice.
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2. Spektrum a pseudospektrum

Ozna¢me spektrum komplexni ¢tvercové matice AOC™" jako A(A) - mnozinu vSech
vlastnich ¢isel A, JC pro néz je matice

A JI-A),
(I je jednotkova matice fadu n), singularni. Potom je rezolventni funkce
A-A)", (1

definovana pro vSechna AUOC, AOA(A). Pro kazdé €>0 je pak €-pseudospektrum
N, (A) O C matice A:

A (A)=AA)OMNDOC, AOAA) ||AM-A)" ||z}, )

To znamend, ze €-pseudospektrum A (A) je mnoZina bodi komplexni roviny, v nichZ je

norma rezolventni funkce vétsi nebo rovna €', v&etné bodi spektra (v nichZ roste nade

vSechny meze). Zrejm& plati, ze A, (A)UA_ (A) pro g <g, a lin(}/\s(A) =N\A).
! 2 €

Pracujeme zde vyhradné se spektradlni normou matice odvozenou z euklidovské normy

vektorti. Ekvivalentni definice popisuje A, (A) jako mnoZinu vSech vlastnich cisel

odpovidajicich maticim, které vzniknou poruSenim A maticemi, které jsou v norm¢ mensi
nebo rovny € :

A (A)={AOCIAOANA+E), | E[| <€ 3)

a konec¢né posledni definice, vhodna pro numericky vypocet, vyuziva toho, ze spektralni
norma matice — maximalni singularni Cislo, je rovna pfevracené hodnoté nejmensiho
singularniho ¢isla matice k ni inverzni:

A (A)=AOC|0,. (N -A)<e}, (4)

min

v niz se tedy obejdeme bez vypoctu inverzni matice k matici (AL - A).

I kdyZ je spektrum spojitou funkci prvki matice, mize byt na jeji poruchy velmi citlivé — viz
[1, 16]. Na druhé strang, pro poruchovou matici E, || E | =d<g, plati:

AS—B(A+E) N /\E(A) 0 /\s+6(A+E) (5)
tzn., Ze pseudospektrum A (A) se pfi,,malych poruchdch* méni ,,malo*.
Pro matice normalni (A"A=AA")s r, 1<sr<n riznymi vlastnimi &isly, tzn. i pro

vSechny matice hermitovské a symetrické (s realnymi prvky) je urCeni pseudospekter
jednoduché:



A& =Bl ©

kde B[A,,e]={ALC||A, —A| <&} jsou kruhy se stiedy A, o polomérech € . Normalnim
maticim ptislusi uplné soustava (tvorici bazi n-rozmérného prostoru) vlastnich vektort, navic
ortogonalnich. Existuje fada pfistupl, jak charakterizovat odchylku dané matice od
,hormality* a pokusit se tak predpovédét, jak dalece se bude jeji pseudospektrum lisit od vyse
uvedeného jednoduchého sjednoceni kruhti. Pfirozenou mirou odchylky od normality je

A"A -AA"
|| I )
Al
Pomoci Schurova rozkladu matice A : A =UTU", U"U=1 , s horni trojahelnikovou
matici T , Ize definovat odchylku od normality jako
T - Diag(T
| T~ Diag(T) || &
Al

Protoze v pfipadé¢ normalni matice A je matice T diagondlni, je tento pomér nulovy
v ptipad¢ matice normalni. Nevyhodou Schurova rozkladu je, Ze neni jednozna¢ny a pokud
budeme v poslednim vztahu uvazovat infimum ze vSech Schurovych rozkladl, budeme mit
potize sjeho urCenim. Dosud jsme vychdzeli z vlastnosti matice A jako takové, dalsi
charakteristikou jeji odchylky od normality mize byt mira toho, jak se jeji vlastni vektory
odlisuji od vektortl ortogonalnich — pomoci ¢isla podminénosti K(V) =|| V|0 V™' || modalni
matice V, jejiz sloupce jsou vlastni vektory. Posledni Cislo navic udava, Ze vlastni ¢isla
matice A +E se od vlastnich ¢isel matice vychozi lisi maximalné¢ o K(V)OIE ||:

[AMA)-AMA+E) [ k(V)TTE]|. )

Jak bude jednotlivé vlastni ¢islo A, matice A citlivé na jeji poruchy, lze odhadnout
z velikosti jeho ¢&isla podminénosti K(A,) =1/|w'v|, kde v ,w,, |v,|=]w,[|=1 je
pravostranny, levostranny vlastni vektor matice A . V pfipadé, Ze matice A je normalni, je
K(V) =1 a pro ,,symetrické” vlastni feSeni v, =w, mame K(A,) =1. VySe uvedené odhady
pracujici s vlastnimi vektory piedpokladaji diagonalizovatelnou matici A .

Bohuzel Zadnd zuvedenych charakteristik neposkytuje vycerpavajici odpovéd na to, jak
pseudospektrum urcit (resp. jak poznat nakolik se 1isi od ,,jednoduchého® ptipadu pro matice
normalni) a tim je pak podtrzen vyznam jejich numerického vypoctu resp. odhadu.
V teoretickych i numerickych uvahach ma vyznam i Uzky vztah tzv. Rayleigho oblasti
(Numerical range) a pseudospekter - [2]. Nejjednodussi postup pro ziskani prvé informace o
velikosti € -pseudospektra, je zvolit fadu perturbaénich matic EOC™", |E|=¢ a
v komplexni roving zobrazit vlastni &isla matic (A +E), tzn. vychazet z definice (3). Casto se
pouziva 1 definice (4). O tom, Ze numerickému vypoctu pseudospekter je v posledni dobé¢
vénovana v odborné literatufe znacnd pozornost, svéd¢i uvedeny seznam praci, napi. [1-3],
[8-14] s desitkami riiznych metod a postupii. Zde se budeme zabyvat pouze tiemi, mén¢
znamymi, piistupy.



3. Odhad normy rezolventy (V.B. Lidskij, V.I. Macaev, I.C. Gohberg, M.G. Krejn)

Zajimavy odhad spektralni normy rezolventy, ktery vychazi jen ze znalosti vlastnich a
singularnich ¢isel matice A byl publikovan nejprve v pracech [4, 5], upraven v [6] a pro
piipad kone¢né dimenze publikovan v [1]. Jde o horni odhad, s velmi dobrymi vlastnostmi
pro matice s velkymi odchylkami od normality a pro matice nediagonalizovatelné.

Necht AUC™ ma vlastni, singularni ¢isla A;, 0;, j=1,2,...,n. Pokud je 0, nejmensi

singularni ¢islo, pro AC, A #A;, j=1,2,...,n plati pro spektrdlni normu rezolventy, Ze

|OT-a)" ||s|f|(|x|+oj)/|f||x—xj|. (10)

Diikaz tvrzeni je pomérné dlouhy a vyuziva tfi pomocnych vét, jeho hlavni myslenky jsou
uvedeny v Dodatku.

4. Odhad Fadu péli rezolventy a norem komponentnich matic

Lze ukézat — [17], ze v obecném piipadé mizeme rezolventu zapsat ve tvaru:

R /
()\I—A)_IZ\; ;ﬁ, (11)

kde komponentni matice Z,,C™" jsou jednoznatné definované, 1<rt < n oznacuje pocet
vzajemné ruznych vlastnich ¢isel a 1<y, <n je maximalni fad ,,Jordanovy submatice s
(y, —1) jednickami v superdiagonale odpovidajici vlastnimu ¢islu A,. V blizkém okoli
spektra (vlastniho ¢isla A,) je pak (AI-A)" resp. | (AI-A)™'| pfiblizné déna

. 1 . . -
jednoduchou funkci m a komponentni matici Z, , (kterd na A nezavisi) resp. jejich

absolutnimi hodnotami a normou. Pro dynamické systémy svesmés rtiznymi (r =n)
vlastnimi ¢isly A, (y, =1, Ov) musi byt koeficientovd matice A diagonalizovatelna a

rezolventa se zjednodusi:
- -1 — N Zv
(AI-A) \; A-h (12)
Urceni komponentnich matic v pfipad¢, kdy matice A neni diagonalizovatelna je vétSinou
delikatni numericky problém. Pokusime se proto strukturu matice A a zejména tad poli
odpovidajici nasobnym vlastnim ¢islim odhadnout jinym zpisobem. Uréime, resp.
odhadneme A, s moznou algebraickou nasobnosti p, a v jeho malém okoli (na pfimce, ktera

timto bodem prochazi) vySetfujeme chovani funkce |[A—=A, ¥ (AI-A)"'| pro
y=12,..., p, . Predpokladejme nejprve, Ze mame k dispozici vSechna vlastni ¢isla matice A
(ur€end napt. v Matlabu programem eig(A)), kterd jsme schopni rozd¢€lit na vlastni ¢isla
A A, takova, ze

v2oes Nyp

vérohodné od sebe rtizna a ta, ktera povazujeme za nasobna, napt. A

vl»>



A, —A, | <<eg, jk=12,..,p,.

vj
Reprezentujeme je ,,primérnym vlastnim ¢islem*

1 &
A=A

\Y Vj

Y )=l

o algebraické nasobnosti p, a budeme se snazit aproximovat rezolventu (A\I —=A)™' v malém

okoli A, . Dale zvolime na pfimce prochazejici A, n€kolik bodu A, , k =1,2,....k, tak, ze

geeey By,

I1>>|A, =A | > max [A, =A, [, k=12,..k,
i=12,..,py

vypoéteme piislusné rezolventy R(A, ) =(A, I-A)™" a vySetfujeme nejprve chovani hodnot
b, =[A, -A, YORA,) | pro Y=L2,..,p, . Pro y=vy,, kde vy, je fad polu odpovidajici
A,, budou b, vykazovat nejmensi zavislost (napf. pomoci jednoduché regrese) na ka

odhadneme komponentni matici

Zv,yv = (}\k _)\v)yv [R(}\k) (13)

Komponentni matice Z, , odpovidajici (maximalnimu) fadu polu je pro charakteristiku

vvvvvv

rozlozeni vlastnich ¢isel dovoli, miizeme se pokusit i o0 odhad dalSich komponentnich matic
Z,,,1sy<y, - iteracnim zpiisobem, vySetfenim hodnot

Z
b, = (A=A, " ORA,)-—— |, k=12,.,k 14
A Y ARG - . (14)
a komponentni matici Z, , _, odhadneme jako v pfedchozim pfipad€. S ohledem na charakter

1 v s v , . , "y
funkce }\_—N, y=12,..,Y, mize byt pii urCeni komponentni matice Z, , _, vyhodngjsi
k \Y

zvolit nové body 7~\k , vzdalengjsi od A, (aby piispévky odpovidajici funkcim ﬁ
K TA)Y

. y, . v ’ Zv,y\, . ~ro G 1 MM
byly eliminovany nejen odeftenim ———>—, ale i ,,men$im“ ———— pro ,,vetsi

()\k _)\v)vv |)\k _}\v |VV
|Xk = A, |"), pochopitelné tak, aby se )N\k ,»prili§ nepfiblizily* ke zbyvajicim vlastnim ¢islim
A,, 0%V matice A.

Pseudospektrum A, (A) pak odhadujeme pomoci

AS(A):U/\S,\” (15)

Yv 4
kde A :)\VD{ADC,Ai)\V|ZM >e}.
y=1

A=A 1



5. Pouziti klasického programu pro vlastni rozklad

PouzZijeme klasicky program (napf. eig(A), MATLAB) pro uplny vlastni rozklad

diagonalizovatelné matice, ktery v pripad¢, ze matice AUJC™" nebude diagonalizovatelna,
vlastné rozlozi (nejcastéji rozstépenim nasobnych vlastnich Cisel) blizkou matici jednoduché

struktury ADC™: AX=XA, kde A je diagonalni matice fadu n a XOC™" je matice
odpovidajicich vlastnich vektort. Pro poruchovou matici E, || E| =0 <€ totiz plati (5):

AS—B(A +E) D /\E(A) D /\s+6(A +E)

a pokud bude O malé sohledem na nami uvazované €, bude A_(A) uspokojivé
aproximovano i v tomto piipadé.

Velikost normy || (Al —A)™" || aproximuje | X(AI-A)"' X" ||, za ptedpokladu, Ze budeme
schopni matici X invertovat. Pfitom je nejprve nutno ovéfit, zda je hodnota

|AX-XA]

16
IAX]] (1

vyjadiujici dosazenou relativni kvalitu vlastniho rozkladu matice A dostatecné mala a
zejména zda &islo podminénosti K(X) =] X |01 X' || nedosahuje hodnot, kdy nebude jiz
vypocCet inverzni matice k matici X vérohodny. V opacném piipadé bude nutno zvolit
vhodnou perturba¢ni matici EOC™" smalou normou | E| (generovanou napf. jako
diagonalni) a postup vlastniho rozkladu opakovat pro matici (A +E) a ndsobna vlastni ¢isla
vychozi matice A tak rozstépit predem.

Pseudospektrum  A_,(A) pak odhadujeme sohledem na tvar rezolventy pro
diagonalizovatelnou matici (12) bud’ ,,hornim odhadem*

_ - IZ, | 1
A(A) O, LA JOANOCAZA,Vv=12,...,n | v >¢g} (17)
| 2 A,
nebo podobné jako v pfedchozim piipadé, kdy
A (A=A, (18)
V=1
kde /\g,V:}\VD{)\DC,)\#)\J%28_1}.

Je ovSem zifejmé, ze vySe uvedenym postupem, zaloZzenym na pouziti programu pro vlastni
rozklad diagonalizovatelné matice budeme moci aproximovat A, (A) v piipadé
nediagonalizovatelné matice A jen pro ,,dostatecné velka €, tak aby byla splnéna podminka

|E||=0<€¢.



Dodatek - Odhad spektralni normy rezolventy (V. B. Lidskij, V. I. Macaev, 1. C. Gohberg,
M. G. Krejn)

Necht” matice AUOC™" ma vlastni, singularni ¢isla A;, 0;, j=1,2,...,n. Pokud je O,
nejmensi singularni ¢islo , pro AUC, A #A, j=1,2,...,n plati nasledujici odhad spektralni

normy rezolventy

[]A1+0,)
IAT-4)" |« S
[112 -2

=1

Poznamka. Zde uvedeny tvar nerovnosti koriguje tiskové chyby v pracech [1, 6] a zahrnuje 1
ptipad A =0, kdy ptechazi v rovnost:

~ 1 n n
HAW=—=Hq/ﬂmm
0, =2 j=1
ktera je pfimym dasledkem Weylovy véty resp. vypoctu absolutni hodnoty determinantu
matice vyjadiené pomoci vlastniho a singularniho rozkladu

IEE
=l =l
. 1 | -
Pro A 20 plati |(AI-A)™ || = mﬂﬂ (I _XA) | a s vyse uvedenou vétou je ekvivalentni

nasledujici tvrzeni.

Lemma. S diive zavedenym oznac¢enim plati, Ze

=

IA-—A)" || s ==

:::

Ny
10

>J\_>’ >J‘Q
-IEEEE!—

!
L

Predtim, nez naznacime zékladni myslenky dikazu posledni nerovnosti podle [6], uvedeme 3
pomocne véty.

Lemma 1. Necht’ matice AC™" a vektory x,y JC". Pokud singularni ¢isla sefazujeme
v neklesajicich posloupnostech (0, <0, <...<0,), plati — [1], Ze

Gj(A+xyH)S 0,,(A), j=12,.,n-1.

Zménime-li tedy vychozi ¢tvercovou matici A o libovolnou matici hodnosti 1, budou
singularni Cisla nové matice omezena shora singularnimi ¢isly matice vychozi o jednotku
vysSimi, jinak feceno, n—1 nejmensSich singularnich cisel zménéné matice bude shora
omezeno n —1 nejveétsimi singuldrnimi ¢isly matice ptivodni.



Lemma 2. Necht' I je jednotkova matice fadu n a x,y JC". Potom

Det(I+xy")=1+y"x .
Diikaz. Ziejmé plati, ze

O oI+xy" xMII o0 O x [
3" oyt 1R 1y

a podle pravidla o determinantu sou¢inu matic dostavame tvrzeni Lemmy 2.

Lemma 3. Necht BUC™" ma vlastni, singularni ¢isla Aj, 0, j=1,2,...,n sefazené

v posloupnosti |A, |[< [N, [<..<|A, |, 0,0, <..<0,.Potom pro T>0 plati — [1]:

(I+T[A]) < (I+to), k=12,.,n.

j=n-k+1 j=n-k+1

Dtikaz. Vychazi se z Weylovy nerovnosti

n n
(A€ []o;, k=12,..n
j=n-k+1 j=n-k+1

kterd je pro T >0 upravena do tvaru

z(1+r|)\j|)s z(1+roj), k=12,..n

j=n—-k+1 j=n—-k+1
coz je ekvivalentni vychozi nerovnosti.

Diikaz Lemmy. Spolus A[JC™" definujme matici

}&1 = A&-+F)X)7Ha
kde p>0afx|=]y[=1.

Podle Lemmy 3 (polozime-li v ni k =n ) plati pro vSechna pJC
[0+ I TAADD < []0+|u]B,(A,)
=1 j=1

a zfejme plati 1 odhad

[ Det(-pA )| =1 []A-1A A )< []0+ I TAA)D <[]0+ 1o, A).

Podle Lemmy 1 pro singularni ¢isla (sefazend v neklesajici posloupnosti) matic A, a A plati
0,,(A)=<0;(A),2<j<n

a s ohledem na zndmy odhad normy souctu dvou matic bude



TA I =IIA+pxy" <[ All+[pxy” [ =] Al +p

protozepro p>0 a || x| =|y| =1 je p jedinym (maximalnim) nenulovym singuldrnim
¢islem odpovidajicim levostrannému, pravostrannému singuldrnimu vektoru x, y a

0,(A)=0,(A)+p.
Vyraz

[]C+1110,(A)) < 1+ 11(0,(A) +p) [] 1+ ko (A))

<(+|p[(o,(A) +p) [] (1+|K[0;(A)
=2
jsme odhadli shora.
Vysledkem je odhad
| Det(I - p(A +pxy"))| = | Det(I - pA) | IDet(I - pp(I -HA) 'xy") |
< (I+[plo,(A)+[ulp)[] A+ k]o;(A)
j=2
Navic podle Lemmy 2 plati, ze
Det(I-pu(I-pA) 'xy") =1-puy" (I-pA) 'x

a s ohledem na posledni nerovnost piSeme

(11| o, (A1 I D[] 1+ 1] 0,(A)

[1-puy " (I-pA)'x|<

| Det(I-pA)|
+ o (A -
1 “:)"HT( V1HT] 0% ko, (A)
resp. |—-y"I-pA)'x|< 12 .
PU | Det(I -pA)|

Limitni pfechod p — +o vede na nerovnost

[0+ 1/0,(A)

HI_ A_l SJZZ
ly " (I-HA) x| Det(I—piA)|

Pokud nyni v posledni nerovnosti, ktera plati pro libovolné vektory x,y s || x| =y =1,

zvolime za x,y pravostranny, levostranny singularni vektor odpovidajici maximalnimu
singularnimu  &islu matice (I-pA)™, bude |y"(I-pA)'x|=||T-pA)"| a kdyz

V, 1 . y
polozime Y = X dostavame pozadovanou nerovnost Lemmy.

PodéKovani. Prace vznikla v ramci Cilového projektu AV CR ¢&. $2076301.



6. Zavér

Vsechny tfi vySe uvedené postupy aproximativniho urceni pseudospekter maji spole¢nou
vlastnost v tom, ze pro nediagonalizovatelné matice nevyzaduji znalost jejich Jordanovy
struktury, ale pouze (pfibliznou) informaci o jejich spektru. V prvém odhadovém vzorci je
informace o struktufe matice nahrazena znalosti singularnich c¢isel, coz je vyhodné zejména
pro matice s velkou odchylkou od normality. Dalsi dva postupy jsou zalozeny na tom, ze je
pouzit klasicky program pro feSeni problému vlastni hodnoty diagonalizovatelné matice.
Rozdil je v tom, Zze v kapitole 4. z vlastnich Cisel, ktera se od sebe 1isi v rdmci numerické
ptesnosti pouzitého programu ,,uméle* vytvaiime vlastni ¢isla ndsobna (a stanovime fad polt
rezolventy a posléze i odhadneme jeji strukturu pomoci komponentnich matic), zatimco
v kapitole 5. postupujeme obracené, tak abychom mohli pracovat s blizkou matici jednoduché
struktury a vyuzivame toho, ze matice blizké maji blizka pseudospektra.
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