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NUMERICAL SOLUTION OF LATERAL EARTH PRESSURES -
ELASTIC-PLASTIC SOLUTION USING FEM AND SOLUTION
USING GLPT THEORY

T. Koudelka®, P. Kuklik’, P. Koudelka

Summary: This paper discusses the comparison of numerical methods used and
developed for solution lateral earth pressure. It will be described solution using
Mohr-Coulomb plasticity model and using GLPT theory. Description of numerical
algorithm for plasticity solution and GLPT will be also shown. Finally there will
be shown example and compared with current usual methods (DPM).

1. Uvod

V tomto Clanku se budeme vénovat numerickym metoddm pro feSeni zemnich tlakii na
opérnou konstrukci a presentaci nové vyvinutych metod. Dale bude uveden piiklad a srovnani
téchto metod se stavajicimi.

V praxi b&zné pouzivany vypocetni postup podle normy CSN vede na linearni feseni a je
postacujici pro méné slozité konstrukce. Pfesnéjsi vypocet je mozny s vyuzitim Metody
Zavislych Tlakd (MZT). Ta jiz uvazuje zavislost velikosti zemniho tlaku na posunech
konstrukce, ale elastoplasticky vztah pouZity pfi jejim feSeni je velmi jednoduchy. Jiny mozny
pfistup je pouziti nelinedrnich materidlovych vztahti v metodé kone¢nych prvkia. Téch
existuje cela fada od klasickych modeld jako jsou Drucker-Prageriv material, Mohr-
Coulombiiv material, pies pokrocilejsi modely, kam patfi Cam-Clay material a jeho
modifikace, aZ po modely, které kombinuji vySe uvedené (Mohr-Coulomb uzavieny Cam-
Clay modelem). Tyto modely modeluji pomérné dobie napjatost v zeming, ale tento kontaktni
problém nevystihuji zcela dobife. Zdkladni nevyhodou je, Ze chovani zeminy modeluji do
znaéné miry pruzné, ale zeminy se chovaji pruzné pouze ve velmi omezeném rozsahu.

2. General Lateral Pressure Theory (GLPT)

Béhem poslednich let byla oblasti modelovani zemin a zemnich tlakdi vénovéna fada praci,
které se pokouSeji vytvofit lep§i model pro tento kontaktni problém. Jeden z moZnych
ptistupt predstavuje i GLPT Koudelka (1996, 2001). Pfi tomto pfistupu rozezndvame Sest
charakteristickych hodnot zemnich tlakii. Pro aktivni zemni tlak rozeznavame tyto hodnoty
tlaki e, a hodnoty vodorovnych posuni konstrukce u, pii kterych knim dochazi:

Ing. Tomas Koudelka, Doc. Pavel Kuklik, Ing. Petr Koudelka, DrSc. : Katedra stavebni
mechaniky na fakulté stavebni CVUT v Praze, Thakurova 7, 166 29 Praha 6.; tel.:
+420.224355417, e-mail : koudelka@cml. fsv.cvut.cz



1) ua0, €0 —klidové hodnoty
2) U, €ar— vrcholové hodnoty
3) Ugr, € — residudlni hodnoty

Pro pasivni zemni tlak rozezndvame tyto hodnoty tlakill e, a hodnoty vodorovnych posunti
konstrukce u, pfi kterych k nim dochézi:

1) upo, epo— klidové hodnoty
2) upr, epr— vrcholové hodnoty
3) Upr, €y —residudlni hodnoty

Pribéh zemniho tlaku je dobie patrny z grafu na obrazku 1.
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Obrazek 1. : Graf pribchu zemnich tlaki e v zavislosti na posunu rubu konstrukce u

Opérnou konstrukcei obvykle modelujeme pomoci 2D prutové konstrukce, kterou rozdélime
na pozadovany pocet prutll podle toho, pro kolik bodii na opérné konstrukci mame k dispozici
prubéh zemnich tlakd. Tato konstrukce je potom zatiZzena pificnym zatizenim jehoz pribeh
odpovida zemnim tlaktim. Z pribéhu grafu zemniho tlaku na obrézku 1 je patrné, Ze zavislost
je siln€ nelineérni, a proto je tfeba aplikovat vhodny postup feSeni. Jedna moznost predstavuje
modelovani aktivnich zemnich tlaki jako zatizeni konstrukce, které se ovSem méni
v zavislosti na posunech a natoceni konstrukce. Pasivni zemni tlaky potom modelujeme jako
pruzné podpory jejichz tuhost se opét meéni v zavislosti na posunech a natoceni konstrukce.



3. Reseni pomoci metody koneénych prvkii s vyuZitim Mohr-Coulombovy plasticity

Abychom provéfili vhodnost pouziti GLPT byla provedena implementace Mohr-Coulombova
modelu plasticity, ktery byl zvolen z divodu rozsifenosti v geotechnické praxi a také
z diivodu dostupnosti materidlovych parametra.

Podminka plasticity vychazi ze znamého vztahu
r=octgp+cC (1)
kde o je normalové napéti, 7 je smykové napéti, ¢ je tihel vnitiniho tfeni a c je soudrznost.
Podminku plasticity je vhodné vyjadfit v hlavnich napétich, kterou potom ziskdme ve tvaru :
f =(~1+sin @)o, +(1+sin ¢)o, —2¢ cosp =0 (2)

Pro neasociovanou plasticitu je tfeba jest¢ definovat thel dilatance w, plasticky potenciél
potom bude definovén :

g= (— 1+ sin 1,1/)0'1 + (1 + sin 1,1/)0'3 3)
Pro hlavni napéti plati za ptredpokladu, ze tahova napéti jsou kladna, nasledujici podminka :

o, <0, <0, 4)

4. Algoritmy pouzité pro reSeni GLPT

V metodé¢ GLPT bylo vhodné pouzit, vzhledem k silné nelinearnimu priubéhu zavislosti tlakt
na posunech konstrukce, fizeni vypoctu pomoci posunu zvolené¢ho bodu konstrukce. Tomuto
pozadavku odpovidala metoda arclength, kterou ovsem bylo pro potieby feSeni tieba upravit.
Uprava se tykala toho, Ze metoda arclength byva obvykle formulovana pro nalezeni
maximalniho zatizeni, coz odpovidd pozadavklim na laboratorni testy vzorkiti zemin. Pro
praktické ptiklady je ovSem zapotiebi iteraci sice fidit posunem, ale tato iterace se musi
zastavit v okamziku, kdy je aplikovano plné (100 %) zatizeni tj. koeficient zatizeni A =1.
Z tohoto pozadavku vyplynulo pifidani dodate¢né upravy pfiristku dané¢ho posunu ftidiciho
uzlu podle dosazené urovné zatizeni. Krok se v rdmci této iterace upravuje tak dlouho az je
dosazeno pozadované hodnoty koeficientu zatizeni s pozadovanou piesnosti.

Dalsim problémem je, ze metoda arclength neuvazuje neproporcionalni promeénlivost
zatizeni v zavislosti na dosazeném posunu. Proto byly navrzeny dva nové algoritmy pro feSeni
tohoto problému. Osvédcengjsi z nich je uveden v tabulce 1.

Tabulka 1 : Reseni GLPT pomoci iterace zatizeni

Vstupni parametry :
n; - pocet kroki iterace zatizeni, které se provedou
err; - pozadovana chyba nevyrovnanych sil

A iterace|=1,2,...n

A.1. Vypocet vektoru zatizeni (I)R(r) pro dosazené posuny Oy



A.2. Vypocet problému modifikovanou metodou arclength, kterd ukonci iteraci pfi
pozadované hodnoté A Pro jednotlivé kroky | volime za A.q vhodné konstanty
z oboru (0;1). To nam zpiisobi zmenseni prvnich hodnot posuntl, na kterych zavisi
velikost zatizeni. Pro posledni krok je jiz Arq = 1.

A.3. Vypocet vektoru F

A.4. Pokud je norma rozdilu UF — PR(r) mensi neZ pozadovana chyba err; iterace kongi,
jinak se vracime ke kroku A.1.

Pouzité znacenti :

R - vektor zatiZeni

F - vektor vnitinich sil

r - vektor dosazenych posunt

Areq - koeficient zatizeni metody arclength — poZadovana hodnota

5. Algoritmy pouZité pro reSeni plasticity

Pouzity materidlovy model tj. Mohr-Coulombova plasticita ma sice jednoduchou podminku
plasticity, ale plochu plasticity tvofi v prostoru hlavnich napéti Sestiboky kuzel. To znamena,
ze plocha plasticity neni hladkd, ale jsou na ni singuldrni mista, kterd tvofi jednak hrany
kuzelu a také jeho vrchol.

Pokud je v daném pfirtistku porusena podminka plasticity je tfeba aby algoritmus vratil
napéti, kterd budou tuto podminku spliiovat tj. vratil se na plochu plasticity. K navratu

: . : f
dochazi obvykle po né&jaké normale k plose plasticity. Proto je tieba znat vyraz 2— Z toho
o

divodu je vhodné vyjadrit podminku plasticity v hlavnich napétich, protoze 1ze dokazat, ze
pfi ndvratu na plochu plasticity nedochdzi k zméné€ sméru hlavnich napéti a tudiz Ize ptirtstky
plastickych deformaci pocitat transformované do hlavnich sméri a teprve vysledek
transformovat zpét do globalniho soufadného systému. Derivace podminky plasticity jsou pak
vyrazn¢ jednodussi.

Pro névrat na plochy plasticity lze vyuzit metodu cutting plane (CP) pro jednu plochu
plasticity pripadné multisurface cutting plane (MCP) pro vice ploch. V ptipadé¢ MCP je tieba
k feSeni parametrti konzistence pro jednotlivé podminky plasticity k jejichZ poruseni doslo
vyfesit soustavu rovnic, jejichz pocet je roven poctu porusenych podminek. To znacné
zpomaluje vypocet, protoze se tento postup se provadi v kazdém integra¢nim bod¢.

Proto byla provedena modifikace algoritmu, kterd spociva v tom, ze se nejprve provede
algoritmus CP, kdy je proveden ndvrat na plochu plasticity, kterd je dana podminkou (2). Poté
se provede kontrola vyslednych hlavnich napéti, zda splituji podminku (4) i po provedeném
navratu na plochu plasticity. Pokud podminka (4) neni splnéna, znamena to, ze je tteba MCP
ovSem s tim, Ze vime podle zplisobu poruseni nerovnosti (4), které dvé podminky plasticity
budeme v MCP uvazovat. Vyhodou tohoto postupu je, ze vzdy feSime v MCP maximalné 2
rovnice. Cely postup je uveden v tabulce 2.



Tabulka 2 : Re§eni GLPT pomoci iterace zatizeni

Vstupni parametry :
n; - pocet kroki iterace CP, MCP
err; - pozadovana chyba podminky plasticity

Algoritmus CP
A teracel=1,2,...n
Al o= D(s—s'p_,l)
A.2. Podminka (4) neni splnéna pokracuj algoritmem MCP, krok B
A.3. f <err, pokud je splnéno potom konec cyklu 1
f

A4 Ay=——-—"7"7—+
06 Oo
0g

| 1-!
A5 £p| :apl +A]/g

A.6 aktualizace parametrii zpevnéni
A.7 Konec iterace |

Algoritmus MCP

B iterace | =1,2,...n

B.1. G:D(a—a'pjl)

B.2. Kontrola porusenych podminek plasticity f, <err, , f, <err, pokud jsou splnény

fl
potom konec cyklu 1, jinak n,s = pocet porusenych podminek, f =< :
fnas
of, a9,
0o 0o
B3. F= : , G = 5
a fnas a g nas
0o oo

B.4. Resime soustavu (FDGT + H)Ay =f

B.5. &, =g, +G'Ay
B.6 aktualizace parametrii zpevnéni

B.7 Konec iterace 1



Pouzité znaceni :

D - matice tuhosti

6 - vektor hlavnich napéti

¢ - vektor dosaZzenych deformaci
8|

o - vektor dosazenych plastickych deformaci v I-tém kroku

f - podminka (funkce) plasticity
g - funkce plastického potencidlu
H - modul zpevnéni

H - matice modult zpevnéni

6. Porovnani jednotlivych metod

Tyto dva algoritmy byly implementovany do programového baliku SIFEL (Simple Finite
Element), ktery je vyvijen na naSi katedfe. Tento program umoZziuje feSit problémy
mechaniky a transportni problémy piipadné kombinaci obou. K dispozici jsou zdrojové kody
v programovacim jazyce C++, které jsou prenositelné na rizné platformy a operacni systémy.
V tomto prostiedi byla tedy provedena uvedend modifikace stdvajici metody arclength a
potfebné rutiny pro oba uvedené algoritmy.

Programem SIFEL byl nésledné spocitan ptiklad vetknuté opérné stény. Ta byla feSena
pomoci 3 riznych metod. 1. je algoritmus metody GLPT, 2. Mohr-Coulombova plasticita a 3.
je teseni dle MZT (feSeni pomoci programu GEO od firmy Fine). Sténa byla vysokd 15 m,
hloubka vetknuti byla 8 m, hloubka vykopu 7m. Parametry zeminy byly nasledujici :

o= 30°, o, = 25.5°, ce=10kPa, c¢,=0kPa, y=20 kN/m’
E=14.86 MPa, Egq=7.43 MPa, m=0.3, v=0.73

Zed byla délena body po 1 m. Nejprve se spocitaly charakteristické hodnoty grafti pro
jednotlivé body podle GLPT viz obrazek 1. Tyto grafy byly poté pouzity jako vstupni data do
programu SIFEL. V ptfipadé MC byl pouzit model naznaeny na obrazku 3. Byly pouzity
trojihelnikové prvky s linearni aproximaci. Pienos tlakii na prutovou konstrukci, kterd
reprezentovala opérnou zed’, byl realizovan sdruzenim vodorovnych stupnii volnosti uzli,
které tvotily prutovou konstrukci a uzli plosnych prvkl na kontaktu. V ptipadé vzniku taha
v mistech sdruzeni stupfii volnosti bylo toto sdruzeni odstranéno. Vysledné prubchy
vodorovnych posunti uy , ohybovych momenti M a tlaki e. na konstrukci jsou na obrazku 2.
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Obrazek 2. : Pribéhy vodorovnych posunil uy, momentu My a tlaku na konstrukci e, pro
feSeni metodou GLPT, Mohr-Coulomb plasticitou (MC), metodou zavislych tlaki (DPM)

Obrazek 3. : Obrazek sité konecnych prvki a plastickych zoén dosazenych vypoctem MC



7. Zavér

Na obrazku 2 jsou vysledky obdrzené pomoci uvedenych metod. Je ziejmé, ze GLPT a MZT
davaji obdobné vysledky. Vypocet pomoci MC vsak dava prubéh znacné odlisSny. Z
porovnani GLPT s feSenim pomoci MZT je ziejmé, Ze vysledné posuny vrcholu zdi jsou u
MZT mensi cca o 5 mm. Tento rozdil je, ale zplisoben uvazovanim rezidualnich hodnot
zemnich tlak v ptipadé GLPT. Ve srovnani GLPT s MC je vidét, Ze posun vrcholu je
podobny — rozdil je 2 mm. Posun paty zdi je vSak pomérné zna¢ny a v praxi se neda oc¢ekavat,
ze by k takovému posunu doslo. Tento posun byl zplsoben tim, Ze se projevilo pruzné
pusobeni a doslo k silnému roztlaceni dna vykopu od bloku zeminy za opérnou zdi. Tento
problém se vyskytuje prakticky u vSech bézn€ pouzivanych plasticit. K odstranéni tohoto
problému by bylo zapotifebi uvazovat odlisny elasticky modul v ptipadé odtézovani zeminy.
Tento modul by mél byt v disledku pivodniho zatiZzeni (prekonsolidace) az n¢kolikandsobné
VEtsi.
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