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Summary: This paper deals with the influence of the nonproportional damping on
the free vibration of a slender structures. It is focused on the mutual comparison
of proportionally and nonproportionally damped discrete models and their
teoretical solution. It is shown, that the solution for nonproportional damping is
characterized by the movement of the vibration nodes along the structure. It is
caused by different phase between each component of displacement vector. This
phenomenon is presented on the example of tall structure - TV tower. The
installation of a vibration absorber decreases the negative wind effects and
changes the whole structure into nonproportinally damped system with
nonstationary location of the nodes.

1. Uvod

Soucasny trend stavebnictvi smétuje k vystavbé vyssich a stihlejSich konstrukei, které jsou
pomérné lehké a poddajné, coz se projevuje vyraznéj$i odezvou na dynamické zatizeni.
Ptesnost jejiho urceni zavisi pfedevsim na navrhu vypocetniho modelu, ktery je vzdy urcitym
kompromisem mezi pozadovanou jednoduchosti matematického feSeni a skute¢nym
fyzikdlnim pisobenim. Dulezitou roli pfitom hraje vyjadieni utlumu, vyznamného
dynamického parametru kazdé konstrukce. Dnes se nejCastéji vyjadiuje ve formé tzv.
proporciondlniho tlumeni, kdy matice Gtlumu je piimo imeérna matici hmotnosti, tuhosti nebo
je jejich linedrni kombinaci. Jeji vyhodou je snadnd matematicka feSitelnost odezvy, kterd
vSak ne vzdy s dostateCnou presnosti vystihuje skute¢nost. Redlnéjsi tidaje o dynamickém
chovani konstrukci ziskdme pouzitim diskrétnich vypoctovych modelli s uvazenim vlivu
neproporcionalniho Gtlumu, jehoZ matice tlumeni ma obecny tvar. Reseni je v tomto p¥ipadé

Cilem tohoto ptispevku je tedy ukazat rozdilnosti v dynamickém chovani vlastniho kmitani
diskrétnich linedrnich soustav s proporciondlnim a neproporciondlnim tlumenim, uvést
transformace k sestaveni nezavislych pohybovych rovnic, které bude mozno pro jednotlivé
pfipady pouzit a tyto zdvéry pak aplikovat na skutecnou stavebni konstrukci — véz TV
Ostrava- Host’alkovice.
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2. Vlastni kmitani diskrétnich soustav s vlivem proporcionalniho utlumu

Soustavu pohybovych rovnic systému o n stupnich volnosti v zobecnénych soutadnicich -
u; uy, ..., uy lze v maticové podob¢ zapsat takto

[p i (1)} +[CT{a () +[K]{u (1)} ={0} (1)
Rovnice (1) plati pro linearni systém bez ohledu na proporcionalitu [C] Jedné-li se o
proporcionalni tlument, tj. je-li matice Gtlumu [C] pfimo imé&ma k matici hmotnosti [M],

tuhosti [K ] nebo je jejich linedrni kombinaci a spliuje-li tedy tzv. Caugheyho tvar

1= 5, () @

muzeme k sestaveni nezavislych pohybovych rovnic vyuzit modélni transformace do
normalnich (hlavnich) soufadnic

{u(t)}=[r1{a(s)} (3)

kde {u (t)} ... jsoutzv.Lagrangeovy zobecnéné soufadnic
[ 7/] . je modalni matice, slozena z vlastnich vektorii netlumeného systému
{q (t)} ... jsounormalni (hlavni) soufadnice
Po jejim provedeni pak pro r-tou pohybovou rovnici lze psat
i, (1)+2¢,0,4, (1) + w7q, (1) =0 (4)
kde g,.(¢) ...  jer-tdslozka normalniho soufadnicového vektoru {q (t)}
g, . je pomérné tlumeni piisluSejici r-tému tvaru

Zagina-li pohyb systému s poGateénim piemisténim ¢, (0) v &ase #=0, potom pro feSeni

modalniho pfemisténi g,. (t) v libovolném Case ¢ pti podkritickém tlumeni plati

0,
0 ()=4, (01— cos[i=5. 20,1, ©

1-¢,
kde \/@ O =Oyy - je vlastni kruhova frekvence tlumeného kmitani
v, je fazovy uhel dany
tany, = 6

Wz ©

Modalni rychlost ziskdme derivaci (5) podle ¢asu ¢
~C o
e

q'r(t)=qr(0)”1_§2 cos[ l—e”fwrr%j (M
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Na Obr. 1 je zndzornén vzajemny vztah modalniho piemisténi a rychlosti jako rotujicich
vektort v komplexni roving.
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Obr. 1 Znazornéni slozek vektorii modalniho pfemisténi a rychlosti soustavy
v Gaussové roviné komplexnich ¢isel

Je znéj patrné, Ze vektor rychlosti je posunut vii¢i vektoru premisténi o thel y, +7/2.
S ¢asem se velikost obou exponencidln¢ zmensuje, viz (5) a (7).

Pro vektor pfemisténi {u(r) (t)} piislusejici r-tému vlastnimu tvaru dle (3) plati

[ O ={a (1) ®
kde { }/(r)} je r-ty sloupec matice [ 7/] obsahujici redlnd ¢isla, ktera definuji -ty vlastni tvar
netlumeného systému. Z (8) vyplyva, ze 1 vektor {u(r) (t)} odpovida tomuto vlastnimu tvaru a
vSechny jeho slozky maji stejnou fazi jako g, (t), nebo jsou o 180° vic¢i ni posunuty
v z&vislosti na znaménku piislusné sloiky{ y(r)}. Proto na Obr. 1 vektor g, () reprezentuje

viechny slozky {u(r) (t)} a podobné vektor rychlosti g, (¢) vSechny slozky {Ll(r ) (t)} . Pokud

je tedy volné tlumené kmitdni iniciovdno jednim z vlastnich tvarli netlumeného systému,
pokracuji vSechny body systému v kmitani v tomto tvaru, ale s exponencidln¢ se snizujicimi
amplitudami. Z toho vyplyva, Ze se jedna o pohyb velmi podobny volnému netlumenému
kmitani s neustalym snizovanim vychylek az do dosazeni klidového stavu systému (Obr.2).

o —> qQ 4t = 0 \\ Y /~
____ Ot =T )

Obr. 2 Znézornéni Casového pribéhu premisténi diskrétni soustavy
se dvéma stupni volnosti s vlivem proporcionalniho Utlumu
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3. Vlastni kmitani diskrétnich soustav s vlivem neproporcionalniho utlumu

V ptipadé mechanického modelu s neproporciondlnim tlumenim je pohyb soustavy znacné
odli$ny. Nesplituje-li matice tlumeni rovnici (2), transformace pomoci modalni matice [ 7/] Jiz

nezajistuje nezavislost pohybovych rovnic a jejich feSeni, a je nutno pouzit transformaci [1]

{u(t)}=[al{z(1)) )

resp. pro urceni premisténi ptisluSejici 7-tému vlastnimu tvaru transformaci

(u (1)) ={a"] 2, (1) (10)
kde {A(r)} ... jer-ty sloupec matice [A]
z.(¢t) ...  jeexponencialng tlumend kosinova funkce (pro podkritické tlumeni)
volného kmitani daného poGateénim premisténim z, (0).
Sloupce matice [A] popisuji, viz. kap. 4, vlastni tvar neproporcionaln¢ tlumeného systému.

Tato matice je komplexni a tedy i prvky {A(r)} jsou komplexni ¢isla sriznou féazi i

amplitudou. Z toho vyplyva, e i slozky {u(’> (z)} se lisi jak fazi, tak amplitudou. Z jejich
zobrazeni v komplexni roviné je patrno, zZe vSechny rotuji se stejnou rychlosti f, a stejnym
utlumem. Nicméné kazdy vektor mé rozdilny fdzovy posun (Uhel). Na Obr.3 je tento vztah
vyjadfen pomoci dvou slozek u;"” () a u j(r) (¢), kterym prislusi rozdilné fazové ahly 6, a

;. Je zngj ziemé, ze slozky rychlosti q,.(’)(t) a cjy)(t) jsou posunuty o stejny uhel

v, +r/2.

Im

ul(r) t K\Br (r)
) w0

A+0,
Wr+TC/2 B Z/l,(r) (t)

Q)
i (1)
Brﬁ_ei Re
Obr. 3 Znazornéni slozek vektor modélniho pfemisténi a rychlosti
soustavy v Gaussove rovin¢ komplexnich ¢isel

Pro ilustraci vyse uvedené fazové rozdilnosti slozek predpokladejme soustavu se dvéma
stupni volnosti (Obr.4(a)), kterd je urena premisténimi ¢,,q, popisujicimi pohyb soustavy
v bodech se soustfedénou hmotou. Na Obr. 4(b) je znazornén vzajemny fdzovy posun mezi
témito posuny, stanoveny hodnotou 135°. Grafické vyjadieni premisténi v zéavislosti na
hodnoté¢ p¢ (Obr. 4(c)) ukazuje, Ze pohyb systétmu neni charakterizovan existenci uzla
kmitani, které maji stalou a pevné danou polohu na konstrukci jako v ptipad¢ netlumené ci
proporciondlné tlumené soustavy. Amplitudy kmitani jsou zdivodu zjednoduSeni a
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snadnéjSiho objasnéni problému zndzornény bez jejich exponencialniho zmenSovani, ke
kterému by ve skutecnosti dochazelo.

(a) o — Q (b) Im
T~ B q]
* bt Re
TTIIITT7 q2
(©)

Obr. 4 Znézornéni cCasového pribéhu premisténi diskrétni soustavy
se dvéma stupni volnosti s vlivem neproporcionalniho Gtlumu

Shrneme-li uvedené =zavéry, lze fici, ze volné kmitdni soustavy s linearnim
proporcionalnim viskéznim Gtlumem je sloZeno z vlastnich tvarli netlumené soustavy, jejichz
amplitudy jsou exponencialné a po konstrukci rovnomérné snizovany. Tyto tvary jsou uréeny
prostorovym rozmisténim stacionarnich uzli ¢i car. Naproti tomu, pii volném kmitani
s neproporcionalnim utlumem kmitd systém opét ve tvarech, kdy kazdy jeho bod vykonava
exponencialné tlumeny pohyb se stejnou frekvenci, ale s rozdilnym fdzovym thlem. V téchto
tvarech jiz uzly nejsou stacionarnimi.

4. ReSeni pohybovych rovnic pro diskrétni soustavy s vlivem neproporcionalniho titlumu

Kazda slozka vektoru {u(r ) (t)} pro netlumeny ¢i proporciondlné tlumeny systém se

odlisuje od ostatnich pouze svou amplitudou. Fazovy uhel je pro vSechny prvky stejny, nebo
je o 180° posunut vlivem jejiho znaménka. Z toho vyplyva nutnost sestavit » pohybovych
rovnic ( pro systém o n stupnich volnosti), jejichz feSenim ziskame » amplitud pfislusicich
k danému vlastnimu tvaru.

Pro systém s neproporcionalnim utlumem neni kazda slozka vektoru {u(r) (t)} dana pouze

svou amplitudou, ale i fazi. Pro soustavu o n stupnich volnosti tedy potfebujeme k urceni
vSech prvki sestavit 2n pohybovych rovnic. K 7 rovnicim danym (1) proto musime ptidat
dalsich n rovnic, naptiklad ve tvaru maticové identity

[ ()} =M )i (¢)} = {0} (1
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Ziskame tak soustavu fadu 2» ve tvaru

(o el G S

kterou Ize zapsat v redukované podob¢ takto

[ ()} +[BI» ()} ={0} (13)

A b e ) {y(’)}z{

ResSeni této linearni rovnice hledame ve tvaru

kde

{a(t)}} (14)

()p={r}e” (15)
odtud
(O =piyte" (16)
Rovnici (13) Ize s pomoci neznamého &isla p a vektoru {y} vyjadrit
pla{y}=-[B]{»} (17)

Neni-li matice tuhosti [K ] singularni existuje inverzni matice [B]f1 k [B] a rovnici (17) po

jejim vynasobeni mliizeme zapsat ve tvaru
D)y} =203} (19)
kde

(Dl=-{8]'[4] - 19

< =

Reseni soustavy (18) mizeme pievést na tvar

LL(A)){r}={0} (20)

kde
[2(2)]=[P]-2[E] @21

Pro netrivialni feseni (21) musi byt jeji determinant roven nule

det([L(4)])=0 (22)
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Z (22) ziskame 2n kotfenl — vlastnich ¢isel 4, 4,,...,4,,, kterd jsou redlnd a zaporna (pro

kritické¢ a nadkritické tlumeni) nebo komplexni se zapornou realnou ¢asti (pro podkritické
tlument). Jsou-li vlastni hodnoty systému komplexni, tvoii komplexné sdruzené pary

A = My +10; by =2 = g~y (23)

kde x,a v, jsou jejich redlné a imaginarni Casti a i znaci imaginarni jednotku, a vSechny
vlastni vektory jim pfislusici jsou komplexni a téz vytvari komplexné sdruzené pary.

{y(l)} :{)—}(k)} (24)

Predpokladejme, ze komplexni vektor { y(k )} odpovida vlastni hodnoté

Z (16) pro slozku rychlosti odpovidajici jakékoliv slozce vektoru { p )} plati

y(k) - pky(k) (26)
kde
7 v 1 . 27
O = 2k2 ﬂk: 2k P pk:_:ak+l/8k ( )
Hi + 0} Hic + Ui z
Pro vysledné feseni tedy plati
{y(k) (t)} _ {y(k) } ePit — {y(k) } RN (28)

Z (28) je patrné, ze ¢ je pro tlumeny systém zaporné a S, znali frekvenci jeho tlumeného
kmitani. Znazornime-li vysledna pfemisténi u; (1 = 1, 2, 3, ..., n) jako rotujici vektory
v komplexni roviné (Obr.3), bude jejich tthlova rychlost rovna g, . Rychlosti #; odpovidajici

pfemisténim u; jsou fazové posunuta o uhel y,; , ktery je argumentem vektoru p;,

Pi =+ o’ + Ble (28)

vyjadienym ve form¢e

kde
tany,; = B (29)
Ak
Obecné lze fici, jak je na prikladech na Obr. 3 vidét, Ze kazdé pfemisténi w; ma rizny fazovy
Gihel @.. Resenim vlastnich hodnot ziskdme relativni, nikoliv absolutni amplitudy pfemisténi a

je tedy urcena pouze relativni hodnota komplexniho pfemisténi. Podobné nejsou dany
absolutni fazové uhly 6,, ale jejich rozdily.
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5. Aplikace - analyza §tihlé stavebni konstrukce

Pro ilustraci dynamického chovani konstrukce s vlivem neproporciondlniho ttlumu byly
provedeny ¢asové prubéhy vlastniho kmitani véze TV Ostrava — Hostalkovice. Jeji
konstrukce byla modelovana jako systém se tfemi stupni volnosti (Obr. 5). Umisténim
pohlcovace kmitl, ktery plsobi proti moznému nezadoucimu dynamickému namahani
vétrem, se puvodni soustava s proporciondlnim utlumem zménila na systém, kdy matice
tlumeni je jizZ neproporcionalni.

U2

o —

U
o —

77777

Obr. 5 Skute¢na konstrukce a jeji vypoctovy model

Reseni bylo provedeno metodami uvedenymi v kapitole ¢.4, pficemz matice utlumu byla
uvazovana pro

a) proporciondalné tlumenou soustavu
v tzv. Rayleighové tvaru, coz je specialni ptipad (2) pron =2
[Cl=ho[M]+pi[K] (30)

kde konstanty By a P; jsou stanoveny z prvnich dvou vlastnich frekvenci netlumeného
systému dle pomérného tlumeni

¢ =2/3_0+ ﬂlzwi (31)
;
jehoz velikost
¢ =0,004 (32)

byla ur¢ena méfenim na konstrukei.
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b) neproporciondlné tlumenou soustavu

ve tvaru

[C]=Bo[M]+ B [K]+ Bor [M,, ]+ Bir [K,] (33)

kdy se vliv instalace pohlcovace kmitti do konstrukce v bodé s vychylkou us; projevi zvySenim
pomérného Utlumu v tomto misté o hodnotu

¢y =0,0075 (34)

a ovlivni tak utlum prvka matice hmotnosti a tuhosti o soutadnicich [3,3]. V rovnici (33) jsou
konstanty By a B; uvazovany o stejné velikosti jako u soustavy s proporcionalnim Gtlumem,
souCinitele Bor a i1 opét stanovime pro prvni dvé vlastni frekvence dle

_& Biro; 35
Gr =S AL (33)

]

Matice [M n] a [Kn] v (33) obsahuji nenulové prvky pouze s indexy [3,3] a které maji
stejnou velikost jako jim odpovidajici prvky matic [M ] a [K].

Pro ilustraci rozdilnosti dynamického chovani vySe popsaného proporciondlné a
neproporcionalné tlumeného systému — véze TV, jez byly popsany v teoretické ¢asti tohoto
prispévku, jsou na Obr.6 a Obr.7 uvedeny Casové prubchy vlastniho kmitani pro tyto
jednotlivé pripady.

a) b)

0,45 -
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0,25 -

—o—ont+y =0
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—o—ont+y =110° Uy

ot+y =130° | |
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+y =180°
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Obr.6 a) Casovy priibéh kmitani proporcidlné tlumené soustavy v 1.vlastnim tvaru
b) Znazornéni slozek vektoru premisténi 1.vlastniho tvaru proporcidlné tlumené
soustavy v rovin¢ komplexnich ¢isel
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Obr.7 a) Casovy pribéh kmitani neproporcialné tlumené soustavy v 1.vlastnim tvaru
b) Znazornéni slozek vektoru premisténi 1.vlastniho tvaru neproporcialné
tlumené soustavy v rovin¢ komplexnich ¢isel

6. Zavér

Vyjadfeni proporcionalniho Gtlumu v pohybovych rovnicich je vzhledem k pozadované
presnosti stanoveni odezvy pro vétSinu stavebnich konstrukci postacujici. AvSak zejména u
téch, u kterych je pfitomen pohlcova¢ kmitti, jiz nelze z vypocetniho modelu s timto Gtlumem
vychazet a je nutno uvazovat tlumeni neproporcionalni. Tato skutecnost byla dokumentovana
na piikladu vé&ze televizniho vysilace s instalovanym pohlcovacem kmitd, ktery ukazal
fazovou rozdilnost jednotlivych slozek vektoru premisténi jejiho diskrétniho vypocetniho
modelu. Nasledkem toho dochéazi k pohybu uzlli kmitani po konstrukci. Ta pak miZe pfi
vlastnim kmitani pfipominat tvar vy$si nebo nizsi, nez ve kterém se skutecn¢ nachazi, coz
miZe mit za nasledek napf. nespravny zavér o pisobeni pohlcovace. Uvedené dynamické
chovani vypocétovych schémat s vlivem neproporciondlniho Utlumu tedy 1épe vystihuje
skutecnost, podava presnéjsi vysledky urceni odezvy nez pii uvaZeni vlivu proporcionalniho
tlumeni a 1ze doporucit jejich vétsi pouziti.
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