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Summary: World state of the art of high-parametric light transmission sys-
tems with gear wheels of minimum dimensions of aeronautical and automo-
tive industry leads to constructions with direct and split power flow. The gear
backlash in spur gears and damping in tooth spaces significantly influences
dynamic properties of such high-speed systems with kinematic couplings.

1. K matematicko-fyzikalnimu modelu

Planetové diferencialni a pseudoplanetové soustavy s ozubenymi koly a jejich zvlastni
pripady tvori zakladni strukturu vysokoparametrickych pohonovych soustav, zejména v
letecké a automobilni technice. Dilezitou tlohu zde hraji z vnitini dynamiky mimo jiné
razové jevy v zabéru se nachazejicitho ozubeni, vzniklé vétsimi dynamickymi nez staticko-
elastickymi deformacemi zubt a vliv tlumeni jak ve fazi norméalniho ¢i inverzniho zabéru
ozubeni, tak pii prichodu oblastmi zubovych vili, ¢i montaznich toleranci, podminujicich
smontovatelnost celych planetovych soustav.

Presnéjsi modelovani takovych prevodovych soustav vede, pfi hmotnostni diskreti-
zaci jakoz i vlivu vyskytu slabych — analytickych a silnych — neanalytickych nelinearit
(vyvolanych existenci technologickych zubovych vili ¢ montédZnimi tolerancemi), para-
metrického a vnéjsiho buzeni, na feseni nelineadrnich obycejnych diferencialnich rovnic s
Casové variabilnimi koeficienty tvaru [1]
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kde v je m-dimenzionalni vektor pohybu soustavy a w¥ (v) je K-t4 mocnina vektoru
v, definovand vztahem w¥(v) = D(w(v))w®~1(v), pficemz D(w(v)) je diagonalni ma-
tice, jejiz prvky na hlavni diagondle tvoii prvky vektoru w(v) = v. Déle je M matice
hmotnostnich a setrvacnych sil, 1 K, 5, K matice linearnich resp. nelinearnich tlumicich sil,
1C(t),x C(t) jsou matice kvazilinearnich resp. nelinearnich vratnych sil a F(t) je vektor
nepotencialniho vnéjsiho buzeni s budicimi slozkami a,,b, a fazovym thlem ¢. H;, H
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jsou Heavisideovy funkce umoznujici v kompaktnim tvaru vyjadiit pohyby — razy jako
disledek silnych neanalytickych nelinearit, napf. vliv technologickych vili v ozubeni, v
normalnim a inverznim zabéru ozubeni.

Prislusné linearni a nelinearni soucinitelé tlumeni jsou znaceny f3,9;, D, D;, linearni pa-
rametrické tuhostni funkce symboly Y,,, U,, V,, a nelinedrni parametrické tuhostni funkce,
tzv. parametrické nelinearity, symboly I,. € a Kk jsou soucinitelé trvani zabéru a ampli-
tudové modulace vysledné zubové tuhostni funkce ozubeni ;C(t). Derivace podle ¢asu ¢
jsou znacCeny carkami.
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Obr.1 a) Schema paru elasticky uloZenych kol,
b) technologicka bo¢ni zubova viile,
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H1 = H(y); H2 = H(-y-s)

¢) hodnoty Heavisideovych funkei v jednotlivych oblastech zabéru ozubeni.

Na piikladu zvl&stniho pfipadu (1), tj. elasticky uloZeného péaru ozubenych kol o Sesti

stupnich volnosti [1] budiz vySetfovan relativni pohyb

y = Ryz3 + Ripa + y3 — Yo + e38in 3 — easin(A — p) +12 (1)

(2)

v zadbéru ozubeni s razy pii predpéti ve sméru zabérové piimky. Relativni pohyb je mirou
dynamického zatézovani zubd, tj. Fy,, =1 C(t)y(t). Pro yo = y3 = 20 = 23 = 0, tj. pii



absolutné tuhém ulozeni ozubenych kol jakoz i pro e; = e3 = 0, tj. za pfedpokladu nulové
héazivosti roztecnych kruznic, neni zubova vile

s(t) = —sk +y3(t) — y2(t) + e3sin gz — ez sin(A — ) (3)

¢asovou funkei, nybrz konstantni hodnotou s(t) := | — sz| = konst. 1 f(t) predstavuje
chybovou funkci, tj. vyslednou odchylku od idealni evolventy bokt zubt pii normalnim
zébéru, 2 f(t) pak pii inverznim zabéru a « je zdbérovy thel. Fazovy tihel mezi excentri-
citami je znacen symbolem A.

2. Vypocet a analyza

Dynamicka analyza byla pro uvedeny zvlastni pripad elasticky ulozeného soukoli pro-
vedena jednak analyticky, pomoci integralni metody a E.Schmidtovy metody rozstépeni
jader [1], numericky pak pomoci numerické simulace v prostfedi Matlab/Simulink [2].

Vliv velikosti vile s, v zabéru ozubeni na relativni pohyb y(¢) v zabéru ozubeni
byl sledovan nejprve na soustavé paru kol s c¢elnim pifimym ozubenim, buzené pouze
parametrickou vyslednou tuhostni funkei C'(t) v zdbéru ozubeni, s uvazovanim tfeni v
zabéru ozubeni, bez excentricit e; (j = 2, 3) kol a bez tlumeni v oblasti zubové viile, tj.
linearni tlumeni v zubové mezete ki,, = 0, kubické tlumeni v zubové mezete ks, = 0,
pouze s linedrnim disipativnim tlumenim k; > 0 v zabéru ozubeni. Tuhost v ulozeni
kola 3 je srovnatelna s vyslednou tuhosti v zabéru ozubeni, tuhost v ulozeni kola 2 je
predpokladana Ffadové 10%x vyssi, tj. blizici se absolutné tuhému uloZeni. Re$ens soustava
ma Sest stupnu volnosti.

Vysledky numerické simulace v paté otacce soukoli jsou uvedeny v soutradnicovém
systému {y';y; s;} na obr.2, kde s, predstavuje velikost konstantni technologické boéni
vile v zabéru ozubeni a modrou barvou je v obrazku vyznacena oblast, v niz dochazi ke
ztraté kontaktu bokt zubovych profili — k pohybu v oblasti zubové viile. Velikost skutecné
vile v zabéru ozubeni je vSak ovlivnéna pohyby y; stfedi O; kol podle vztahu (3).

Jak je z obr.2 patrné, s rostouci hodnotou konstantni technologické bocni vile s; €
(0;0.000575) v zabéru ozubeni vzrista prakticky linearné i velikost relativniho pohybu
y(t) 1 jeho rychlosti y/(¢) v zabéru ozubeni. S dalsim nepatrnym vzristem velikosti s; na
hodnotu s = 0.00058 nastéva ”skokem” zmenseni relativniho pohybu y(t) i jeho rychlosti
y'(t) a dale se pro hodnoty s; € (0.00058;0.001) jiz neprojevuji v dynamickém chovéani
feSené soustavy zmény, jak je vidét i ze zluté vyznaceného fezu {y;s;} pro v’ = 0. To je
zpusobeno jednak prevazujicim dvouparovym zabérem ozubeni, jednak absenci inverznich
zabéri v ozubeni a prodlouzenim ¢asovych intervali pii priichodech boki zubovych profilt
oblasti viile, kdy nedochéazi k parametrickému buzeni.

Na obr.2a jsou postupné pro tii hodnoty konstantni technologické boc¢ni zubové viile
s, = 0.00057;0.000575;0.00058 uvedeny fazové roviny {y;y} relativniho pohybu v zé-
béru ozubeni v paté otacce soukoli a pro posledni dvé periody zabérové frekvence w,. v
této otacce Casové pribéhy relativniho pohybu y(t), jeho rychlosti 3/(t), zubové viile s(t) a
parametrické budici slozky od vysledné tuhostni funkce v okamzité oblasti zabéru ozubeni
C(t) * (H1+ H2). Ve fazovych rovinach relativniho pohybu y(y') jsou barevné vyznaceny
jednotlivé oblasti zabéru ozubeni: modrou barvou normalni zabér ozubeni, Cervené in-
verzni zabér a zelené oblast ztraty kontaktu zubovych profild, tj. pohyb v oblasti
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Obr.2. Zéavislost relativniho pohybu y(¢) na velikosti technologické boc¢ni zubové viile
sx v zabéru ozubeni nekonzervativni soustavy ozubenych kol, buzené pouze
parametricky a netlumené v oblasti zubové vile.

zubové vile. Z ¢asovych prubéhi relativniho pohybu y(t) a zubové vile s(t) je zfejmé,
ze pro prvé dvé uvedené hodnoty konstantni technologické boc¢ni zubové viile s, dochaziv
soustavé paru kol i k inverznimu zabéru ozubeni, na rozdil od tfeti hodnoty s, kdy je v
fesené soustaveé pouze normalni zabér ozubeni, popt. pohyb boki zubovych profilti oblasti
zubové vile. V ¢asovém prubéhu budici slozky C(t) * (H1 + H2) je patrna zména jejiho
charakteru pri velikostech konstantni technologické bocni zubové viile s, = 0.000575 a
s = 0.00058, coz mé za nasledek i zménu dynamického chovani feSené soustavy.

Déle byla provedena simulace soustavy paru kol s ¢elnim pfimym ozubenim, buzena
opét pouze parametrickou vyslednou tuhostni funkei C'(t) v zdbéru ozubeni, s uvazovanim
treni, bez excentricit e; (j = 2,3) kol a s uvazovanim linedrniho (ky,, = 2) a kubického
(k3m = 0.4) tlumeni v oblasti zubové viile. Tuhost v uloZeni kol i dalsi hodnoty parametri
soustavy byly zvoleny jako v predchozi ukazce na obr.2 a 2a. Vysledky simulace v paté
otacce soukoli jsou uvedeny v soufadnicovém systému {y/; y; sx} na obr.3.

Jak je z obr.3 patrné, se vzriustajici hodnotou konstantni technologické bocni viile
sk € (0;0.00012) v zabéru ozubeni vzriusta opét i velikost relativniho pohybu y(t) a jeho
rychlosti ¢/(t) v zdbéru ozubeni, i kdyZ ne tak vyrazné jako v obr.2. S dalsim nepatrnym
vzrustem velikosti s, na hodnotu s, = 0.00013 nastava podobné ”skokem” zmenseni
relativniho pohybu y(t) i jeho rychlosti y/(¢) a dale se pro hodnoty s, € (0.00012;0.001)
neprojevuji v dynamickém chovani fesené soustavy zmeény.
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Obr.2a Fazové roviny relativniho pohybu {ydot;y}, ¢asové priubéhy relativniho
pohybu y(t), rychlosti ydot(t), zubové vile s(t) a parametrické budici
slozky C(t) * (H1 + H2) pro t¥i hodnoty konstantni technologické bo¢ni
zubové vile s v zabéru ozubeni nekonzervativni soustavy ozubenych kol,
netlumené v oblasti zubové vile.
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Obr.3 Zéavislost relativniho pohybu y(t) na velikosti technologické bo¢ni zubové viile
sk v zabéru ozubeni nekonzervativni soustavy ozubenjch kol, buzené pouze
parametricky s linearnim ky,, a kubickym ks, tlumenim v oblasti zubové viile.

Na obr.3a jsou postupné pro t¥i hodnoty konstantni technologické boc¢ni zubové viile
s, = 0.00011;0.00012; 0.00013 uvedeny fazové roviny {y';y} relativniho pohybu v zabéru
ozubeni v paté otacce soukoli (se stejnym barevnym odliSenim jednotlivych fazi zabéru
ozubeni jako v obr.2a) a pro posledni dvé periody zébérové frekvence w. v této otécce
¢asové priibéhy relativniho pohybu y(t), jeho rychlosti 4/(t), zubové vile s(t) a para-
metrické budici slozky od vysledné tuhostni funkce v okamzité oblasti zabéru ozubeni
C(t) * (H1 + H2). Z casovych pribéhu relativniho pohybu y(t) a zubové vile s(t) je
ziejmé, ze pro prvé dveé uvedené hodnoty konstantni technologické bocni zubové vile s
dochazi v soustavé paru kol i k inverznimu zabéru ozubeni, na rozdil od tfeti hodnoty
sk, kdy je v feSené soustavé pouze normalni zabér ozubeni, ¢i pohyb bokt zubovych pro-
fild oblasti zubové vile. To je patrné i v Casovych priibézich parametrické budici slozky
C(t) * (H1 + H2) - ve zméné jejiho charakteru, coz ma za nésledek i zménu dynamického
chovani fesené soustavy.
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Obr.3a. Fazové roviny relativniho pohybu {ydot;y}, éasové pribéhy relativniho
pohybu y(t), rychlosti ydot(t), zubové vile s(t) a parametrické budici
slozky C(t) * (H1 + H2) pro t¥i hodnoty konstantni technologické bo¢ni
zubové vile s, v zdbéru ozubeni nekonzervativni soustavy ozubenych kol,
s linedrnim ky,, a kubickym ks, tlumenim v oblasti zubové viile.



3. Zavér

7 vysledk provedené analyzy zvlastniho piipadu feSené soustavy s uvedenymi parametry
se ukazalo, Ze rust velikosti vile s(t) v zabéru ozubeni se projevuje rtistem relativniho
pohybu y(t) v zdbéru ozubeni — az do jisté velikosti zubové viile s(t), kdy nastava ”skokem”
zmenseni relativniho pohybu y(¢) a s dal$im ristem zubové vile se jiz dale kvantitativné
neprojevuje zména dynamického chovani soustavy; mista ”skokd” jsou zavisla na pritbéhu
parametrické budici slozky a na tom, zda po opétovném styku boki zubt nastava jak v
inverznim, tak i v normalnim zabéru jednoparovy ¢i dvouparovy zabér, tj. zabér na nizsi
¢i vyssi hladiné vysledné tuhostni funkce v zabéru; posunuti tohoto ”skoku” k niz$im
hodnotam zubové viile ovliviiuje existence disipativniho tlumeni v zubové mezefte.
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