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VIBRATION OF BRIDGES
UNDER HIGH SPEED TRAINS

L. Frjba *

Summary : The simple theoretical model explains the dynamic behaviour of
railway bridges subjected to high speed trains. The integral transformations of
the governing partial differential equation present the deflections, stresses and
vertical accelerations of the beam model of a bridge in a closed compact form.
The numerical solution gives a survey of the effect of various parameters, like
speed of trains, span of bridges, damping etc. Moreover, the stress records were
classified using the rain flow counting method and presented the stress spectra
which enable the fatigue calculations and life estimations.

1. Uvod

Moderni technologie v zapadni Evropé a ve vychodni Asii zavedly pro dopravu osob vy-
sokorychlostni vlaky, které se pohybuji v dnesni dobé rychlosti kolem 300 km /h. Vysokou
rychlosti se dnes oznacuje rychlost nad 200 km/h, pfi¢emz nové vysokorychlostni traté se
buduji na rychlost 350 km/h a mosty se konstruuji s 20 % spolehlivosti, tj. na 420 km /h.
Vypoéty se proto provadéji az do 500 km/h, protoZe tato rychlost byla jiz zkusebné pte-
krocena.

Nova dopravni technologie pfinesla samoziejmé i nové technické problémy. Jednim
z nich je i dynamické namahéani zelezni¢nich mostti. Udrzovaci sluzby francouzskych a
némeckych drah zpozorovaly destabilizaci stérkového loze na mostech malych a stfednich
rozpéti na vysokorychlostnich tratich. Daly tomu i novy technicky nazev ”bily stérk”
vznikly omilanim stérkovych zrn pii intenzivnim kmitani. Tento jev méa vazné nasledky
na destabilizaci kolejového loze, moznost vykolejeni, zhorseni jizdnich vlastnosti vlakl a
pohodli cestujicich a konec¢né i na zvyseni udrzovacich naklad.

Proto se timto problémem zabyval i Evropsky vyzkumny tstav Zelezni¢ni (ERRI,
1999), v jehoz ramci se postupné vypracovala i tato studie. Jejim tcelem je sestavit a
fesit jednoduchy teoreticky model, ktery by vysvétloval zékladni otdzky tohoto problému.
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2. Jednoduchy teoreticky model

V tomto oboru se ustalilo (Fryba, 1992), Ze nejjednodussim teoretickym modelem mostu
je Bernoulliho-Eulertiv nosnik o rozpéti [, ktery je zatizen fadou napravovych sil F},,
n=1,2,3,..., N, které se pohybuji konstantni rychlosti ¢ zleva doprava, kde N je pocet
napravovych sil ve vlaku, viz obr. 1.
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Obr. 1. Pohyb tady sil F}, po nosniku o rozpéti [.

Parcialni diferencialni rovnice popisuje dynamické chovani nosniku

Olv(z,t) = 0%v(t) ov(z,t) &
El— =t T 21a—p, _;en(t)a(x_xn)pm (1)

kde je oznaceno : v(x,t) — svisly priahyb nosniku v misté x a ¢ase t, F — modul pruznosti, /
— konstantni moment setrvacnosti pricného fezu nosniku, x — konstantni hmotnost nosniku
na jednotku délky, wy — kruhova frekvence ttlumu, ¥ = wy/ fi — logaritmicky dekrement
utlumu, f; — prvni vlastni frekvence nezatizeného nosniku,

en(t) = h(t —t,) — h(t — T},), (2)
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— Heavisidova jednotkova funkce, t, = d,,/c — okamzik, kdy n-t4 sila vjede na nosnik,
T, = (I + d,)/c — okamzik, kdy n-ta sila opusti nosnik, d(z) — Diracova delta funkce,
x = ct —d,, d, — vzdalenost n-té sily od prvni, d; = 0.

K feSeni rovnice (1) se pouzily metody integralnich transformaci. Fourierova transfor-
mace v délkové souradnici je

V(jt) = /Olv(x,t)vj(a:)dx,
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a Laplaceova-Carsonove transformace v ¢asové souradnici

V*(4,p) = p/oo V(j,t) exp P dt,
0

Vi B 1 a+ioco EV* . tpd
(4, t) ; (j,p) exp™ dp. (5)
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Tyto operace pouzité na rovnici (1) dévaji transformované feseni pro nulové pocateéni
podminky a pro okrajové podminky prostého nosniku ve tvaru (Fryba, 1989) :
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V(5ip) = Y exp el F(p) [L = (1) exp ] (©)
n=1
kde je oznacena funkce
F(p) = P ™

- (P + 20+ wa)? + W]

a jeji inverzni obraz (Fryba, 1989)
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Ve vyse uvedenych rovnicich se oznacilo
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wi — j2w wg — Wi+ j2w?
a dale se uziva pro vlastni a vynucené frekvence nosniku
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svisly staticky prihyb stiedu rozpéti nosniku pod bfemenem F umisténym v x = 1/2
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Inverzni transformace (Fryba, 1989) rovnice (6) pak da hledané feseni v tomto tvaru
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Z rovnice (14) se vypocte i ohybovy moment a svislé zrychleni
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Obr. 2. Casovy priibéh prithybu stfedu rozpéti ocelového mostu rozpéti [ = 20 m, vlak
Eurostar, kvazistatickd rychlost ¢ = 5 km/h, V' = v(l/2,t)/vo.



Vhodnym vyuzitim Heavisidovy funkce plati rovnice (14), (15) a (16) pro vynucené
i vlastni kmitani jak v dobé, kdy soustava sil je na nosnik, tak i v dobé, kdy opusti
nosnik. Pfiklad je znédzornén na obr. 2 pro kvazistatickou rychlost 5 km/h a na obr. 3 pro
rezonan¢ni rychlost 500 km/h.
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Obr. 3. Casovy priibéh prithybu stfedu rozpéti ocelového mostu rozpéti [ = 20 m, vlak
Eurostar, rezonanéni rychlost ¢ = 500 km/h, V' = v(l/2,t)/vy.

3. Kritické rychlosti

Rozbor rovnice (14) ukazuje na dvé piic¢iny intenzivniho kmiténi nosniku (Fryba, Naprs-
tek, 1998) :

1. Jestlize sily F), jsou rozmistény ve stejnych vzdalenostech d, pak opakované jejich
ucinky zptisobi rezonancni kmitani. To nastane po delsim ptisobeni, kdyz c¢as potfebny
pro prejeti vzdalenosti d rychlosti ¢ je roven k-nasobku periody vlastniho kmitani nosniku
1/f;. Tato podminka vede ke kritické rychlosti

df.
Cer = i?
k
Rychlost (20) je souc¢asnymi vysokorychlostnimi vlaky dosahovana, ale rezonanéni kmiténi
je ruseno nestejnymi vzdalenostmi d,, # d. V praxi je to tedy spiSe ojedinély jev, ktery se
objevuje pii j = k = 1, ale pfesto byl mnohokrat pozorovan.

§=1,2,3,..., k=12.3,..,1/2,1/3,1/4, .. (20)

2. Rozbor rovnic (14) a (13) ukazuje, ze nosnik muze ztratit svou stabilitu, jestlize
jmenovatel D (13) v rovnici (14) se blizi nule. To miiZze nastat pfi malém tlumeni, v limité

pii wg — 0 a w? = j%w?. Tato podminka da kritickou rychlost, viz (10) a (11) :

21
:—Q, i=1,2,3,.. (21)
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Druhy pfipad je analogicky stabilitnim problémtm. Nastésti dnesni vysokorychlostni
vlaky jesté nedosahuji rychlosti (21).



4. Numerické vypocty

Rovnice (14), (15) a (16) byly naprogramovany a pocitany v kazdém okamziku At =
min [0,001; 1/(20f5)] svislého prihybu v(l/2,t)/vg, ohybového momentu M (1/2,t)/M, a
svislého zrychleni a(l/2,t)/g ve stfedu rozpéti x = [/2, kde g = 9,81 m/s? je gravita¢ni
konstanta. Vypocet konci, kdyz posledni N-ta sila opusti nosnik a nosnik absolvuje dalsich
20 kmitd volného kmitani, T + 20/f;. Pocitalo se s 5 tvary vlastniho kmitani (pro
xr=1/2—j=1,35).

Parametricka studie uvazovala betonové a ocelové mosty o rozpéti [ = 5, 10, 15, 20, 30
a 50 m s odpovidajicimi vlastnimi frekvencemi f;, logaritmickymi dekremetny atlumu ¢ a
vlastni tthou G = pugl. Pocitaly se ucinky vysokorychlostnich vlaka ICE, Eurostar/ TGV
a Talgo, které jsou v provozu v Némecku, Francii/Anglii a ve Spanélsku. Pro kazdy vlak
se na vSech mostnich konstrukcich uvazovala rychlost ¢ = 5 az 500 km/h. Celkovy pocet
vypocta byl 396 pripadii.

Vliv rychlosti je ukdzan na obr. 4, kde dynamicky soucinitel

max o(l/2,t) pii rychlosti ¢
max o(l/2,t) pii rychlosti 5 km/h

= (22)

je vynesen pro pruhyb v a ohybovy moment M pro t¥i uvazované typy vysokorychlostnich
vlaki.
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Obr. 4. Dynamicky soucinitel ¢ jako funkce rychlosti ¢ pro prihyb v a ohybovy moment
M pod riznymi vlaky. Ocelovy most o rozpéti | = 5 m.

Svislé zrychleni a/g v zéavislosti na rozpéti [ betonovych mosti je sledovano na obr. 5
opét pro vSechny typy vlakt pii rychlosti ¢ = 350 km/h.
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Obr. 5. Svislé zrychleni a/g betonovych mosti raznych rozpéti [ pod vysokorychlostnimi
vlaky pii rychlosti ¢ = 350 km/h.

Casovy pritbéh ohybovych momentt byl pouzit pro tfidéni jejich rozkmitii metodou
stékajici vody (rain flow), protoze jejich pfepocet na napéti je snadny (pfi znalosti pi¢ného
fezu). Metoda dava pocet cyklt napéti ¢ v kazdé t¥idé ohybovych momentt AM, coz je
dilezité pro inavové vypocty. Je zalozena na podminkach

Al —1) < A@i+1) < Ali) < A(i +2) nebo (23)

Al —1) > A(i+1) > A(i) > A(i +2), (24)

kde A(7) oznacuje i-ty lokalni vrchol. Postup je detailné popsan v knize (Fryba, 1992).
Ukézkou spekter napéti (ohybovych momentt AM) je obr. 6 pro ocelové mosty rozpéti
[ =5, 20 a 50 m pod vlakem ICE pfi rychlosti ¢ = 350 km /h.
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Obr. 6. Spektra napéti ocelovych mostt rozpéti [ = 5, 20 a 50 m pod vlakem ICE pii
rychlosti ¢ = 350 km/h.

5. Zaveéry

Vysokorychlostni vlaky podstatné ovliviiuji dynamické chovani mostii, které se mohou za
urc¢itych podminek dostat i do rezonancniho kmitani. Je to zpiisobeno dlouhym sledem
napravovych sil, jejichz skupiny jsou ve stejnych vzdalenostech.

Dynamické prirtstky prihybu, napéti i svislého zrychleni mostii zhruba stoupaji se
vzristajici rychlosti. Tato zavislost ma i lokalni vrcholy, jejichz poloha a velikost zavisi
na komplexnim dynamickém spoluptisobeni mostu s vlakem. V této praci se v prvnim
priblizeni uvazovalo piisobeni vlaku jako uc¢inek fady napravovych sil a nelze tim vysvétlit
vsechny detaily problému.

Nicméneé i predlozeny jednoduchy teoreticky model potvrdil moznost rezonanc¢niho
kmiténi. To se objevuje pfi rychlostech nad 200 km /h, ale ¢asto je ruseno nepravidelnostmi
v rozmisténi naprav, kratkym trvanim prejezdu vlaku i tlumenim.

Dynamické odezvy ocelovych mostii jsou vétsi nez betonovych, coz se vysvétluje vétsi
hmotnosti a atlumem betonovych konstrukeci ve srovvnani s ocelovymi. Relativni dyna-
mické prirtistky u napéti jsou o malo vétsi nez u prihybu mosti.

Svisla zrychleni mostt kratkych rozpéti jsou znac¢nd a snadno mohou piekrocit do-
volené udaje (3,5 m/s? pro stérk a 5 m/s? pro mosty bez kolejového loZe). Zrychleni se
zmensuje se vzrustajicim rozpétim mostu.

Protoze svisla zrychleni mostid mohou piekrocit mezni hodnoty, stanou se asi novym
meznim stavem pii ndvrhu mostt na vysokorychlostnich tratich. Svisla zrychleni se zmen-
Suji se vzrustajicim itlumem a hmotnosti mosti. Jsou mensi u betonovych nez u ocelovych
konstrukeci.

Spektra napéti se méni se vzriistajici rychlosti vlaki : jsou chudé pii malych rych-
lostech, ale vysoké rychlosti vyznamné zvétsuji rozkmity napéti, zatimco jejich pocet se



prilis neméni. Je to patrné zvlasté pfi rezonanénim kmitani, kde t¥idici metody zachycuji
i negativni vrcholy pfi volném kmitani v dobé€, kdy vlak opustil mostni konstrukei.
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