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FREQUENCY ANALYSIS OF FREE VIBRATIONS
OF THE BEAM IN POSTCRITICAL STATE

P. Frantik’

Summary: Postcritical free vibrations of a slender elastic beam are studied.
Cantilever beam is loaded by axial force and lateral deflections are observed.
Effective numerical model of the beam is used and described. Vibration properties
are investigated by Fourier frequency analysis.

1. Uvod

Idedlni $tihly prut z pruzného materidlu, zatizeny ve vzpéru dostatecné velkym zatizenim,
muze dosahnout kritického stavu, ktery je jiz dlouho dobie znam. Prekroci-li zatizeni velikost
nutnou pro tento kriticky stav, dochazi ke ztraté stability pfimého tvaru prutu pfi bifurkaci do
jednoho ze dvou symetrickych stabilnich stavii (v rovinném ptipad¢€). Tato uloha, i ve své
statické podob¢, je z hlediska vypocetni narocnosti pomérné slozitd. Navic je znamo, zZe
v okoli bifurka¢niho bodu se kazdy numericky model prutu chova do urcité miry nestabilné.
Hledani feSeni takového prutu v pokritickém stavu dava zajimavé vysledky, jak je patrné
naptiklad z publikace (Frantik 2004). Zde se vénujme vlastnostem volného kmitadni prutu
v pokritickém stavu se zaméfenim na frekvencni analyzu pomoci Fourierovy transformace.

2. Model prutu

Pro vypocet kmitani $tihlého konzolového prutu byl vytvotfen specidlni model (viz Frantik
& Macur, 2003), ktery umoziuje efektivni feSeni zvolené ulohy. Je uvazovan velmi Stihly
prut konstantniho prifezu z linedrné pruzného materidlu, coz umoznuje zanedbat praci
normalovych i1 posouvajicich sil na pfetvofeni prutu. Prut je ekvidistantné rozdélen na tuhé
dilce spojené klouby s linedrnimi rota¢nimi pruzinami, viz obr. 1. Tento model Ize dle
(Henrych 1985) zaradit mezi finitni metody mechaniky jako zvlastni ptipad metody fyzickych
kone¢nych prvk.

Obr. 1: Znéazornéni fesené konstrukce a jejiho modelu
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Konzervativni pohybové rovnice modelu (nejsou uvazovany tlumici jevy), odvozené
v (Frantik & Macur 2003), 1ze zapsat v maticovém tvaru:
Miw =Qw’ -Kg +f,
dt
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kde ¢ je vektor pootoceni dilcti, @ je vektor thlovych rychlosti dilcii, M je plna symetricka
matice momentt setrvacnosti dilcti, Q je podobnd antimetrickd matice, K je tfidiagonalni
matice tuhosti, f je vektor momenti zatézujici sily (plsobici na konci prutu ve sméru jeho
nepietvoiené osy) a ¢ je ¢as. Matice momentl setrvacnosti M ma tvar:
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kde ¢, je pootoceni i-t¢ho dilce, vzato vzestupné od dilce u vetknuti prutu, n je pocet dilct,

[ je délka dilce a m je hmotnost dilce. Déle pro matici Q plati:
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JestliZe k je tuhost rotacnich pruzin, pro kterou plati k = EI//, kde EI je ohybova tuhost prutu,

pak pro matici tuhosti K plati:



-1 2 (4)

Pro vektor momentt zatézujici sily f plati:

cos @,

COS
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kde F je sila plisobici na konci prutu ve sméru jeho nepietvorené osy.

Reseni pohybovych rovnic (1) lze vzhledem k jejich nelinearité provést s pomoci
diferen¢nich explicitnich numerickych metod pro feseni pocatecniho problému obycejnych
diferencialni rovnic. Jistou komplikaci je v tomto piipad¢ plnd matice momentt setrvacnosti
M, protoze je timto nutné v kazdém kroku diferenni metody fesit minimalné jednou soustavu
linearnich algebraickych rovnic. Tento nedostatek je plné¢ kompenzovan (co do casové
naro¢nosti modelu) zanedbanim prace normalovych a posouvajicich sil. Diky tomuto
zanedbani jsou maximalni dosahované frekvence pii feseni az o dva fady nizsi (v zavislosti na
Stihlosti prutu), coz umoziuje velmi rychlé simulace.

3. Volné kmitani

S pomoci modelu popsaného v piedchozi ¢asti muzeme fteSit libovolnd premisténi prutu,
jelikoz je vném pln€ uvazovana geometrickd nelinearita ulohy (za piedpokladu rozdé€leni
prutu na dostatecny pocet dilct pfi velkych rotacich dilct). Tento model uzijeme pro vypocet
volného kmitani prutu zatizeného ve vzpéru, jak bylo naznaceno v ivodu. Pocatecnim stavem
bude neptetvoieny prut zatizeny silou F na jeho konci a kazdy dilec bude mit udélenu velmi
malou pocatec¢ni thlovou rychlost @ . Tento vypocet proved'me pro rizné hodnoty sily F

a sleduyjme vyvoj amplitudového spektra Fourierovy transformace cCasové fady piicné
vychylky koncového bodu prutu.

Vypoctem miizeme zjistit, ze je-li sila F' niz§i nez kritickd hodnota F,, pro kterou plati
znémy vztah odvozeny Eulerem F, =7’El / 4lc2 , kde /. je délka prutu, pak obdrZime jen
jedinou dominantni frekvenci (viz obrazek 2). Volné kmitani v prekritickém stavu prutu pti

malych pfemisténich lze totiz povazovat za harmonické (je to dano linearitou problému). Pro
tuto dominantni frekvenci f,..- plati pfiblizn€ vztah (srovnej s obr. 4):
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Obr. 2: Amplitudové spektrum volného kmitani prutu v prekritickém stavu

kde fy je nejnizsi frekvence volného kmitani nezatizeného prutu, pro kterou priblizné plati, dle
(Brepta a kol. 1994):
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kde m. je hmotnost prutu.

Pro silu F vétsi nez je kriticka hodnota F.. (pokriticky stav) je vysledek Fourierovy
transformace slozit&jsi, jelikoZ je uloha jiz vyrazné nelinearni a vysledna ¢asova fada pticné
vychylky nema harmonicky prabéh (viz obr. 3).
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Obr. 3: Amplitudové spektrum volného kmitani prutu v pokritickém stavu

Plo$né zobrazeni vyvoje amplitudového spektra pti zméné velikosti sily F je vidét na obr. 4
vcetné grafu vrcholi amplitud (velikost amplitudy je v ploSném zobrazeni dana odstinem Sedé
— ¢im tmavsi, tim vEtsi amplituda).
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Obr. 4: Graf dominantnich frekvenci (vrcholi amplitud Fourierovy transformace — vlevo)
aptvodni vysledné amplitudové spektrum Fourierovy transformace ¢asové fady piicné
vychylky (vpravo) v plosném zobrazeni.

4. Aproximace

Z podrobnéjsi analyzy prabéhu amplitudového spektra pokritického kmitani vyplyva, ze
vzajemny odstup sousednich dominantnich frekvenci je pfiblizn€¢ konstantni, pfi¢emz prvni
dominantni frekvence je polovinou tohoto odstupu, dale amplitudy pro tyto dominantni
frekvence piiblizné¢ exponencidlné klesaji a fdze nasledujici dominantni frekvence je vzdy
posunuta o 7 rad. Casovou fadu piiéné vychylky tedy bude ziejmé mozné aproximovat
fadou:

y(t)=;aj sin(f,-1+0,) j=1,2,... 0
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kde y je pficna vychylka koncového bodu prutu, f, je prvni dominantni frekvence, a, je
charakteristicka amplituda a ¢ je koeficient strmosti poklesu amplitud. Tato fada mize dat
velmi dobré vysledky, jak je patrné ze srovnani vybrané casové fady pii pokritickém kmitani
a jeji aproximace na obrazku 5.
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Obr. 5: Srovnani vypoctené a aproximované pulviny pficné vychylky. Pro aproximaci bylo
uzito 5 ¢lent fady

5. Zavér

V ptispévku byly ukazany zjisténé vlastnosti volného kmitani vetknutého prutu, ktery je
v pokritickém stavu. Ukazalo se, ze frekvenéni spektrum pti¢né vychylky koncového bodu
prutu ma jedineCné vlastnosti (pii zvolenych pocateCnich podminkach) a lze snadno
aproximovat pomoci harmonické fady s exponencialnim poklesem amplitud.

Volné kmitani prutu v pokritickém stavu bylo feSeno s pomoci specialniho modelu, ktery
byl v ¢lanku detailné popsan. Tento model se ukazuje byt efektivni pti rozsdhlych vypoctech
siln€ nelinearnich uloh tohoto druhu.
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